UNE REMARQUE SUR LE THEOREME DE CAMERON—MARTIN

SYLVIE ROELLY ET HANS ZESSIN

INTRODUCTION. Dans la note au CRAS [3] (pour un résultat plus fin,
voir [4]) nous caractérisions la mesure de Wiener P sur C(0, 1) comme la
seule probabilité sur cette espace pour laquelle ’intégrale stochastique
et I’opérateur de dérivation soient en dualité. C’est cette caractérisation
de P que nous utilisons ici pour démontrer trés simplement le premier
théoréme de transformation de Cameron et Martin [1] la mesure image
de P par une translation déterministe sur les trajectoires est absolue-
ment continue par rapport a P, et de densité la martingale exponen-
tielle bien connue. L’intérét de notre méthode réside dans le fait que
nous n’utilisons ni la formule d’It6, ni une approximation du processus
de translation par des processus simples, comme cela est le cas dans les
preuves usuelles, mais uniquement des calculs élémentaires de dérivée de
Fréchet de fonctionnelles sur C(0, 1).

1. Voici le théoréme précis dont nous proposons une démonstration
élémentaire:

THEOREME.  L'image de la mesure de Wiener P sur Q = C(0, 1) par
la translation T définie sur Q) par:

T:Q—Q
(1) w\—>r(w)=w+/0. b(s)ds

ou b € L%(0,1), est la mesure de probabilité Q) de densité £(b) par
rapport a P, ou

) £(t) = szp ( /0 ' b(s)dX, — -21- /0 1 bz(s)ds> .

( fol b(s)dXs est l'intégrale de Wiener de b par rapport au processus
canonique X ).

La preuve s’appuiera essentiellement sur la proposition suivante (Théoréme
1.2 de [4]):

PROPOSITION:.  La mesure de Wiener est I'unique probabilite sur Q
sous laquelle le processus canonique X, soit intégrable pour tout t et
pour laquelle I’équation

3) E(F . /0 4(s)dX.) = E(D, F)




soit satisfaite pour toute fonctionnelle ' “réguliére” sur Q, i. e. de la
forme F = ¢(Xy,,..., X1, ), ¢ declasseC® surR*,0<t; < ---<t, < 1,
et pour toute fonction étagée g sur [0, 1].

D, F représente la dérivée de Fréchet de F', fonctionnelle sur 1’espace de
Wiener, dans la direction [; g(s)ds(€ Q):

Dy F(w) = lim %(F(w + 5/0' 4(s)ds) = F(w)),w € Q.

Quand F est réguliére, égale & ¢(Xs,,...,X:,), on a:

D,F = Z/o o(5)ds - = $(Xey, -, Xeo).

"=l

1
=/ g(s)D, Fds
0

ou D_,F = Zr=1 l[o,gi](s) . aiz‘.(ﬁ(X'l g .,Xt").

Rappelons trés brievement les idées simples intervenant dans la preuve
de cette caractérisation de P:

1) Que I’équation (3) soit satisfaite sous P provient, aprés moultes sim-
plifications, de la propriété suivante de la loi gaussienne centrée réduite
o(dz) sur R: pour toute f de classe C'4 support compact: [ f(z)zo(dz) =

[ f'(z)o(dz).

ii) Réciproquement, ’équation (3) détermine la probabilité sous jacente
sur 2, car la fonctionnelle caractéristique associée, g — E(exp( [ gd X)),
est identifiée sur la classe des fonctions g étagées comme égale a
exp—1 [ g%(s)d i suffit 1

pP—3 Jo 9°(s)ds, ce qui suffit pour conclure.

2 —PREUVE DU THEOREME:

Notons @ la mesure image de P par 7, Q = Por~! et R, la mesure de
densité £(b)~! par rapport a Q. Puisque la fonction de dérive b est dans
L%(0,1), le processus £(b)~! est Q-intégrable, ce qui implique que R est
une mesure finie sur Q. De plus

1 1
EqQ(E()~1 = E‘p(exp(—/0 b(s)dX, — %/0 b%(s)ds)) = 1.

Donc R est une mesure de probabilité. Notre but est d’exhiber ’équation
fonctionnelle similaire a (3) satisfaite sous R par une classe assez grande
de fonctionnelles.

1) Appliquons (3) a la fonctionnelle F o 7, encore réguliére:
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(4) Ep(For-/olng) = Ep(Dy(For))

Or d(X o7)=dX +bds d’ou [gdX = [gd(X o)~ [gb ds.

Le membre de gauche de (4) devient donc

1 1
EQ(F-/O g dX)—Eq(F~/0 gb ds).

Calculons maintenant D, (For) : la fonction de dérive b étant déterministe,
I’on a commutativité des opérateurs de dérivation D et de translation 7:

(5) D,(For)=DyFor

et (4) se transforme en:

1 1
(6) Eq(F-/o gdX) =Eq(DgF)+Eq(F-/; gb ds).

Nous voulons appliquer (6) aux fonctionnelles de la forme F - £(b)~!.
Or, si b n’est pas étagée, £(b) (et £(b)~!) ne sont pas des fonction-
nelles élémentaires, mais il est aisé de vérifier que (3), et donc (6), se
généralisent aux fonctionnelles F' de W1:2(Q), sous—espace de L%((2, P)
contenant les élements dont la différentielle (D;F(w))o<i<1,wen appar-
tient & L2((0,1) x Q, dt ® dP)(Le lecteur trouvera dans [2] par exemple
une introduction claire et détaillée aux espaces de type W*? et & leur
role dans le calcul anticipatif). (6) entraine donc, pour toute fonction-
nelle réguliére F,

Eq(E®)™"-F- [ g dX) = Eq(Dy(F-£()™)+Eq(F-6(4)™ | gb ds

& (7)  Eg(F /0 1 g dX) = Er(D,F)+Eq(F-(D,(£(6)~")+E(b)~? / gb ds)).

Calculons Dy(£(b)~1) = Dy(exp(— [, b(s)dX, + 1 [ b*(s)ds)).

Puisque b est déterministe, ce qui est dans I’exponentielle est une fonc-
tion linéaire de w, d’ou




o T — o e i e

®  DEW ) =0 Dy [ HeaX, + 3 [ W(a)as)
1
= £0)7'Dy(- [ b))
=—¢€(b)‘1/0 b(s)g(s)ds.

Donc, dans (7), le dernier terme disparait, ce qui implique que, pour
toute fonctionelle réguliére F sur Q et pour toute fonction g étagée sur
[0,1]:

1
) Er(F - /0 ¢dX) = Er(D, F).

Pour pouvoir appliquer notre proposition & R, il suffit de montrer que
I’hypothése Er(|X:|) < +oo est satisfaite pour tout ¢ de [0, 1}. Mais

Er(|X:]) < +00 & Eg(|X:]) < 40
(car E(b) >0 p.s.)et

t
Bq(1Xc) = Ee(1Xc + [ b(s)ds)
0
¢
< Be(1%l + [ 1o()lds)
0
< +00.
Donc (9) entraine que R = P, soit encore
Por ' =£(b)-P, c.q.fd.
REMARQUE. On peut généraliser sans difficultés la démonstration ci-
dessus au cas ou la translation T n’est plus déterministe mais définie par
un processus b(s,w) satisfaisant:
Vs € (0,1) b(s,w) est Fo — mesurable.
En effet, dans ce cas, D, b, est nul pour tout (r,s) € (0, 1)?, et donc les
égalités (5) et (8), clefs de la preuve, restent valables. Quad b est plus

général, par exemple simplement adapté, (5) et (8) ne sont plus vraies,
et notre méthode n’est plus efficace.
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