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Notation

{1,2,...}

NuU {0}

[0, 00)

min(s, t) fir s, € R

Die Borelsche o-Algebra eines topologischen Raumes X

Die Menge aller reellwertigen stetigen Funktionen auf einem topo-
logischen Raum X

Die Menge aller Funktionen f : I x R — R, so dass fiir alle t € [
die Funktion f(t,-) k-mal und fiir alle x € R die Funktion f(-,z)
m-mal stetig differenzierbar ist, wobei I C R, ein Intervall sei



0. Einleitung

Vorliegende Arbeit befasst sich mit einigen Eigenschaften der a-skalierten Brownschen
Briicke. Dabei handelt es sich um einen stochastischen Prozess, der als die eindeutige
starke Losung der stochastischen Differentialgleichung

y JR—

X
X, =a= ;ﬁ+d&,temm

(1)
Xo ==z

fiir gewisse z,y € R und a > 0 definiert ist, wobei B eine Brownsche Bewegung
bezeichne. Fiir o« = 1 stimmt dieser Prozess mit der Brownschen Briicke zwischen z
und y iiberein. Genau wie die Brownsche Briicke zeigt der durch (1) gegebene Prozess
auch fiir a # 1 das Verhalten

11/13 X, =y fs. (2)
Wie wir an der definierenden Gleichung (1) erkennen konnen, ist der Drift, der dieses
Verhalten erzeugt, umso stéirker, je grofer der Parameter « ist. Diese Flexibilitdt macht
die a-skalierte Brownsche Briicke fiir Modellierungszwecke interessant.
Die a-skalierte Brownsche Briicke wurde erstmals von Brennan und Schwartz [BS90|
zur Modellierung der zeitlichen Entwicklung des Arbitrageprofits, der sich mittels
Aktienindex-Terminkontrakten erzielen lésst, verwendet. Einzug in die mathematische
Literatur fand die a-skalierte Brownsche Briicke durch Mansuy [Man04| unter dem
Namen a-Brownian Bridge. Seitdem beschiftigten sich eine Reihe weiterer Autoren
mit den mathematischen Eigenschaften des Prozesses (1). Neben [Man04| spielen die
folgenden Artikel fiir die vorliegende Arbeit eine Rolle: Barczy und Pap beschiftigen
sich in [BP10a| mit Pfadeigenschaften und zeigen die paarweise Singularitéit der Vertei-
lungen von (1) fiir verschiedene Werte von «. In [BP10b] studieren sie asymptotische
Eigenschaften des Maximum-Likelihood-Schétzers fiir a. Fiir diesen Schétzer bestim-
men Gorgens und Thulin in [GT14] den Bias und schlagen eine Bias-Korrektur vor.
Wir weisen darauf hin, dass sich eben genannte Autoren lediglich mit dem Spezialfall
x =y = 01in (1) befassen. Barczy und Pap bezeichnen den Prozess (1) als a-Wiener
Bridge. Wie wir spéter sehen werden, handelt es sich bei diesem Prozess jedoch nicht
um die Briicke eines Markovprozesses. Daher ist die Bezeichnung a-Brownian (Wiener)
Bridge etwas irrefilhrend und wir verwenden die Bezeichnung a-skalierte Brownsche
Briicke.
Vorliegende Arbeit ist in vier Abschnitte gegliedert. Abschnitt 1 stellt die benétigten
wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffe und Werkzeuge zusammen, die in vorliegen-
der Arbeit verwendet werden. In Abschnitt 2 werden grundlegende Eigenschaften der
a-skalierten Brownschen Briicke analysiert: Wir prasentieren eine explizite Losungsfor-
mel fiir Gleichung (1) und identifizieren die a-skalierte Brownsche Briicke als Gauf-
schen Prozess mit gewissen ersten zwei Momenten. Anschliefsend fiithren wir einen bisher
nicht in der Literatur vorhandenen Beweis der Eigenschaft (2). Dieser Beweis ist recht
elementar und basiert auf der Doobschen Maximalungleichung fiir Martingale sowie



dem Borel-Cantelli-Lemma. Schlieflich zeigen wir mittels des Girsanov-Theorems die
Aquivalenz der Verteilung der a-skalierten Brownschen Briicke zum Wienermaf auf
C10,T] fiir beliebiges T € (0,1). In Abschnitt 3 beschéftigen wir uns mit der Frage,
ob die a-skalierte Brownsche Briicke als Briicke eines stetigen Markovprozesses Z mit
strikt positiver Ubergangsdichte p(s,w;t,2), w,z € R,0 < s < t < 1 aufgefasst wer-
den kann, wobei wir unter einer solchen Briicke einen stetigen Markovprozess Z%Y mit
Ubergangsdichte

p(s,w;t, 2)p(t, z;1,y)
p(s,w;1,y)

pY(s,w;t, z) = , w,z €R

fiir 0 < s <t <1 und der Eigenschaft Z;"¥Y = x sowie Z"¥ = y f.s. verstehen. Ausgangs-
punkt dieser Fragestellung ist die bekannte Tatsache, dass die (1-skalierte) Brownsche
Briicke als Briicke der Brownschen Bewegung aufgefasst werden kann. Mansuy zeigt
in [Man04], dass die a-skalierte Brownsche Briicke fiir o # 1 nicht Briicke eines zeit-
homogenen und zentrierten Gaufschen Markovprozesses ist. Wir verallgemeinern in
vorliegender Arbeit dieses Resultat auf allgemeine Gaufsche Markovprozesse sowie auf
eine gewisse Klasse von [to-Diffusionen. Der Beweis dieser Verallgemeinerung beruht im
Gaufschen Fall auf Eigenschaften der Kovarianzstruktur Gaufsscher Prozesse sowie im
Falle der Ito-Diffusionen auf dem von Clark [Cla91]| entwickelten Begriff der reziproken
Charakteristik. Im 4. Abschnitt beschéftigen wir uns schlieflich mit der statistischen
Schiatzung des Parameters o auf Basis einer kontinuierlich beobachteten Realisierung
{&, t € [0,T)} einer a-skalierten Brownschen Briicke fiir gewisses T € (0, 1), wobei «
unbekannt sei. Durch Maximierung der Girsanov-Dichte bzgl. des Wienermafes in «
erhalten wir einen Maximum-Likelihood-Schitzer . Hauptergebnis dieses Abschnit-
tes ist die Verallgemeinerung gewisser fiir den Fall z = y = 0 bekannter Eigenschaften
dieses Schitzers (s. [BP10b], [GT14]) auf allgemeine z,y € R: Basierend auf der ge-
meinsamen Laplace-Transformation zweier Funktionale der a-skalierten Brownschen
Briicke zeigen wir die starke Konsistenz von ép fiir T 7 1 und bestimmen die (nicht-
asymptotische) Verzerrung von dar.



1. Grundlagen und Vorbereitungen

Wir betrachten einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.%, P). Wir verwenden
die Notation

E[X}:/QXdP

fiir den Erwartungswert einer P-integrierbaren Zufallsvariable X : 2 — R. Mit Var
bzw. Cov bezeichnen wir die Varianz bzw. Kovarianz beziiglich P.

1.1. Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

Im Folgenden sind die fiir das Verstandnis vorliegender Arbeit benétigten Aussagen aus
der Wahrscheinlichkeitstheorie zusammengestellt. Dabei handelt es sich um elementare
Resultate, wie sie in den meisten Biichern iiber Wahrscheinlichkeitstheorie zu finden
sind.

1.1.1. Borel-Cantelli-Lemma

Fiir eine Folge von Ereignissen A, Ay, ... € % definieren wir
limsup A, := ﬂ U Ap.
n—reo n>1k>n

Dieses Ereignis besteht genau aus denjenigen w € €2, die in unendlich vielen der A;, i €
N liegen. Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit von limsup,,_,. A, ist haufig die
folgende Proposition hilfreich.

Proposition 1.1 (Borel-Cantelli-Lemma). Sei (A;);en eine beliebige Folge von Ereig-
nissen in %, so dass

Y P[A] <.
i=1
Dann gilt

n—o0

P [limsupAn] = 0.
Beweis. Wegen monotoner Konvergenz gilt

=1 =1 =1 =1

E

Daraus folgt
Z 14, <00 fs,
i=1

also treten fast sicher nur endlich viele der Ereignisse (A;);en ein. O



Nehmen wir zusétzlich an, dass die Ereignisse (A;);en unabhéngig sind, so gilt
auch die Umkehrung obiger Proposition: Aus Y >, P[A;] = oo folgt in diesem Fall
P [limsup,,_,., A,] = 1, siche z.B. [Klel3, S. 53]. Diese Aussage werden wir in vorlie-
gender Arbeit jedoch nicht bendtigen.

1.1.2. Bedingte Erwartung und reguldre Version der bedingten Verteilung

In diesem Abschnitt folgen wir der Darstellung in [Klel3, Kapitel 8]. Dorthin sei auch
fiir Beweise der hier formulierten Aussagen verwiesen. Wir betrachten eine integrierbare
Zufallsvariable X : 2 — R und eine o-Algebra ¥ C 7.

Definition 1.2. Eine Zufallsvariable Y : 2 — R heift bedingte Erwartung von X
gegeben ¥, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Y ist 4-messbar.
(ii) Firalle Ac ¥ gilt E[1,Y]=E[1,X].

In diesem Falle schreiben wir Y = E[X |¥¢]. Ist speziell X = 1p fiir ein Ereignis
B € %, so schreiben wir Y = P[B|¥| und nennen Y bedingte Wahrscheinlichkeit
von B gegeben ¥.

Man kann zeigen, dass bedingte Erwartungen immer existieren und bis auf Nullmen-
gen eindeutig bestimmt sind. Wir benotigen die folgenden beiden Rechenregeln fiir den
bedingten Erwartungswert:

o Esgilt E[E[X | Z]] =E[X].

e Ist G: Q) — R eine ¥-messbare Zufallsvariable, so dass GX integrierbar ist, dann
gilt
E[GX|9]=GE[X|¥] f.s.

Die erste Regel folgt, indem man im Punkt (ii) der Definition des bedingten Erwar-
tungswertes A = () wihlt. Die zweite Regel gilt offensichtlich im Falle G = 14 fiir eine
Menge A € ¢4. Den allgemeinen Fall kann man daraus durch Approximation von G mit
einfachen Funktionen folgern.

Hiufig ist von besonderem Interesse der Fall 4 = o(U) fiir eine auf Q definier-
te Zufallsvariable U mit Werten in einem Messraum (5,S). Wir schreiben dann ab-
kirzend E[ X |U] fiir E[ X |o(U)]. Da E[X | U] nach Definition messbar beziiglich
o(U) ist, konnen wir geméf des Doob-Dynkin-Lemmas (siehe z.B. [Klel3, S. 40])
E[X|U] = ¢(U) fiir eine S-messbare Funktion ¢ : S — R schreiben. Diese Tat-
sache erlaubt es, E[ X |U = u] = p(u) fiir P o U '-fast alle u € S zu definieren.

Wir kommen nun zu der Frage, ob bedingte Wahrscheinlichkeiten tatsichlich Wahr-
scheinlichkeitsmafie sind.



Definition 1.3. Sei (F, &) ein Messraum und Z : (2, #,P) — (FE, ) eine Zufallsva-
riable. Eine Funktion x : 2 x £ — R mit den Eigenschaften

(i) fiir alle w € Q ist die Abbildung A — k(w, A) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(E.€),

(ii) fiir alle A € &€ ist die Abbildung w +— x(w, A) messbar bzgl. .Z,

heifit regulire Version der bedingten Verteilung von Z gegeben ¢, falls fiir alle C' € £
kK(-,C)=P[{ZeC}|¥Y] f.s.

gilt. Im Falle (E,&) = (©,.%) und Z = Id nennen wir s eine regulére Version der
bedingten Wahrscheinlichkeit von P gegeben ¢.

Die Schwierigkeit bei der Konstruktion einer reguldren Version der bedingten Ver-
teilung besteht darin, dass P [Z € C'|¥ | nur bis auf Nullmengen eindeutig bestimmt
ist und diese Nullmengen a priori von C abhingen koénnen. Dennoch kann man die
Existenz einer reguldren Version der bedingten Verteilung sicherstellen, wenn man fiir
(E, ) geniigend Regularitiat voraussetzt:

Proposition 1.4. Ist der Raum E aus Definition 1.3 polnisch, d.h. ein vollstindig
metrisierbarer, separabler topologischer Raum, und £ seine Borelsche o-Algebra, dann
existiert eine requldre Version der bedingten Verteilung von Z gegeben 4.

Im folgenden fiir vorliegende Arbeit wichtigen Spezialfall lasst sich eine reguldre
Version der bedingten Verteilung konkret angeben.

Beispiel 1.5. Seien X € R"” und Y € R™ Zufallsvektoren mit gemeinsamer strikt
positiver Lebesgue-Dichte f(z,y),x € R™, y € R™. Weiter sei

fx<£C) = R f(:v,y) dy

die Lebesgue-Dichte von X. Dann hat eine regulire Version der bedingten Verteilung
von Y gegeben X = x die Dichte

S
fY|X(?J‘17) = Fx(@)’

d.h. fiir alle A € Z(R™) gilt

P[Y6A|X:x]:/f($’y)dy fir P o X~ Lfast alle = € R".
A fx(x)



1.1.3. Die Normalverteilungen

Nun befassen wir uns mit den fiir unsere Zwecke benédtigten Eigenschaften einer kon-
kreten Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen, den Normalverteilungen. Eine re-
ellwertige Zufallsvariable Z heift normalverteilt (oder Gaufsch), falls sie konstant ist
oder die Lebesgue-Wahrscheinlichkeitsdichte

f(x):\/%exp (—%), reR

fiir gewisse ¢ € R und 02 > 0 besitzt. In diesem Falle gilt

n=E[Z], o =Var[Z].

Dass die Klasse der Normalverteilungen abgeschlossen unter Konvergenz in Wahr-
scheinlichkeit ist, ist Inhalt der folgenden Proposition.

Proposition 1.6. Es sei (X,,)nen €ine Folge normalverteilter Zufallsvariablen auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.7,P). Ist X eine weitere Zufallsvariable auf (Q, F,P),
so dass fir alle e > 0

Pl|X,—X|>e]—=0  firn— o
gilt, so ist auch X normalverteilt und es gilt fiir alle p € [0, 00)
lim X, =X in LP(Q, Z,P).

n—00

Beweis. Fiir einen Beweis siche z.B. [Nev68, S. 16]. O

Sei nun d € N. Ein Zufallsvektor X € R? heifit d-dimensional normalverteilt, falls
fiir alle ¢q,...,cq € R die Linearkombination

Cle +"'+CdXd

normalverteilt ist. Wir schreiben dann X ~ Ny (i, ), wobei p = E[Z] und ¥ die
Kovarianzmatrix von X sei, d.h. ¥;; = Cov (X;, X;) fiir 1 <4,j < d. Falls ¥ regulér
ist, besitzt X die Lebesgue-Wahrscheinlichkeitsdichte

1 1 Two—1 d
fus(z) = W—dmexp (—E(x —p) 5 (z - M)) , v eR% (3)

Ein Beweis dieser Tatsache ist zum Beispiel in [Mui82, S. 9] zu finden. Folgendes Lemma
zeigt, dass Bedingen in Gaulfsschen Vektoren die Normalverteilungseigenschaft erhalt.

Lemma 1.7. Seienm,n € Nund X = (Y1,....Y,, Z1, ..., Z;)T ~ N (11, 2), wobei

H1 Y Yo
p— E pu—
a (,u2) ’ (2321 E22)

mit RS Rn, Lo € Rm7 Y11 € ]Rnxn’ Y19 € ]Rnxm’ Yoy € ]Rmxn’ Yoo € R™* ™. Dann gllt



(i) Y und Z sind genau dann unabhdngig, wenn 35 = 0.

(it) Sei ¥ (und damit auch Xo) positiv definit. Seien f, 5 bzw. f,,x,, die Dichten
von X bzw. Z. Dann gilt fir alle y € R™, z € R™

fusl szl
flﬁ27222 (Z) A(2),% )

wobei

[i(z) = 1 + X1285 (2 — pa), S =31 — L1255 S (4)
Insbesondere ist eine requldre Version der bedingten Verteilung P [Y € -| Z] gege-
ben durch N, (/I(Z), i). Weiter gelten die Formeln fiir bedingten Erwartungswert
und Varianz auch, falls ¥ singuldr ist, solange zumindest Yoo requldr ist.

Beweis. Fiir einen Beweis verweisen wir auf z.B. [Mui82]. O

_ Wir weisen auf die bemerkenswerte Tatsache hin, dass die bedingte Kovarianzmatrix
Y>> unabhéngig von Z ist.

Folgt (Y, Z) € R? speziell einer 2-dimensionalen zentrierten Normalverteilung, (Y, Z) ~
N> (0,3) mit Kovarianzmatrix
= ("12/ U};Z) ,
Ovyz UZ

wobei 0% > 0, dann gilt mit obiger Proposition

E[Y\Z]:GUY—fZ 5. (5)
Z

1.2. Stochastische Prozesse

Im Folgenden sei I = Ry, I = [0,7] oder I = [0,7) fiir ein 7" > 0. Unter einem
stochastischen Prozess verstehen wir eine Familie X = { X, t € I} von Zufallsvariablen

Xt . Q — ]R,7 te [
Wir nennen einen stochastischen Prozess X stetig, falls die Abbildung
t— Xt(QJ), tel

fiir P-fast alle w € (2 stetig ist.

Wir gehen nun davon aus, dass (§2,.%, P) mit einer Filtration, d.h. einer Familie von
o-Algebren {%,, t € I} mit der Eigenschaft

Fs C F CF fiir s <'t,



versehen ist. Ein stochastischer Prozess {X;, t € I} heit adaptiert (an { %, t € I}),
falls fiir alle t € I die Zufallsvariable X; messbar bzgl. .%, ist. Ein stochastischer Prozess
X ist stets an die von X induzierte Filtration

FX=0(X,, s < 1), tel

adaptiert. Manchmal werden wir aus technischen Griinden voraussetzen, dass eine Fil-
tration die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

1. Fy ist P-vollstandig.

2. Die Filtration ist rechtsstetig, d.h.
T =) Z..
s>t
Sind diese beiden Bedingungen erfiillt, so sprechen wir von einer Standardfiltration.

Im Folgenden werden wir diejenigen Klassen von stochastischen Prozessen einfiihren,
die in vorliegender Arbeit eine Rolle spielen. Anschliefend fiithren wir den Raum C([)
der stetigen Funktionen I — R ein. Das ermdglicht uns, einen stochastischen Prozess
X als eine einzige Zufallsvariable mit Werten in C(I) aufzufassen.

1.2.1. Martingale, lokale Martingale und Semimartingale

Definition 1.8. Sei X = {X;, t € I} ein adaptierter stochastischer Prozess mit der
Eigenschaft X; € L'(Q, %, P) fiir alle t € I. X heikt Martingal, falls

E[X,| %] =X, f.s. fiir alle s <t (6)

erfiillt ist. Gilt anstelle von (6) immerhin die schwichere Bedingung E[ X, | .Z,] < X
f.s. fiir alle s < ¢, so sprechen wir von einem Supermartingal.

Wir benétigen die folgende wichtige Ungleichung fiir Martingale:

Proposition 1.9 (Doobsche Maximalungleichung). Sei T' > 0 und {X;, t € [0, T} ein
stetiges Martingal. Dann gilt fir alle A > 0

1
P | sup [X¢f > A §—2E[X%]. (7)
te[0,T A
Beweis. Fiir einen Beweis siche z.B. [RY94, S. 52]. O

In Verallgemeinerung des Martingalbegriffs definieren wir nun lokale Martingale.
Vorbereitend brauchen wir die folgenden Begriffe: Eine Stoppzeit ist eine Zufallsvariable
7 : 0 — [0, 00| mit der Eigenschaft {r <t} € Z, fiirallet € I. Fiir einen stochastischen
Prozess X definieren wir den gestoppten Prozess X7 durch X7 (w) = X a(w) fiir alle
weundtel



Definition 1.10. Ein stochastischer Prozess X = {X;, t € I} heift stetiges lokales
Martingal, falls X, messbar bzgl. .%; ist und eine Folge (7j)ren von Stoppzeiten mit
limy, o 7% = sup([) f.s. existiert, so dass fiir alle £ € N der Prozess

X" = X" — X,
ein stetiges Martingal ist.

Wir brauchen folgendes Kriterium fiir die zeitliche Konstanz stetiger lokaler Martin-
gale. Hier taucht der Begriff der endlichen Variation einer Funktion auf. Zur Erinnerung
ist die zugehorige Definition im Anhang A zu finden.

Lemma 1.11. Sei X ein stetiges lokales Martingal und f.s. von endlicher Variation.
Dann gilt
P[X, =X firalleteI]=1.

Beweis. Fiir einen Beweis siche z.B. [Dur96, S. 43|. O

Obiges Lemma zeigt, dass der Begriff der endlichen Variation fiir die Theorie lokaler
Martingale nicht sinnvoll ist. Fiir lokale Martingale wurde allerdings von Paul-André
Meyer der Begriff der quadratischen Variation entwickelt, der in folgender Proposition
eingefiihrt wird.

Proposition 1.12. Fiir ein stetiges lokales Martingal X existiert ein eindeutig be-
stimmter stetiger und monoton wachsender Prozess (X) mit (X)o = 0 f.s., so dass
X2 —(X) ein stetiges lokales Martingal ist. (X) heifit quadratischer Variationsprozess
von X.

Beweis. Fiir einen Beweis siche z.B. [Dur96, S. 42 ff.]. O
Wir fahren fort mit der Verallgemeinerung des Martingalbegriffs und definieren:

Definition 1.13. Ein stochastischer Prozess X = {X;, t € I'} heift stetiges Semimar-
tingal, falls eine Zerlegung

X, = M, + A, tel (8)

existiert, so dass M = {M,;, t € I} ein stetiges lokales Martingal und A = {A;, t € I}
ein adaptierter Prozess von endlicher Variation mit Ag = 0 f.s. ist.

Die Zerlegung (8) in obiger Definition ist eindeutig bestimmt, denn ist X, = M, + A,
eine weitere Zerlegung mit den geforderten Eigenschaften, so ist M — M=A-A
ein stetiges lokales Martingal und von endlicher Variation, also nach Lemma 1.11 f.s.
konstant gleich Ay — Ay = 0.



1.2.2. Markovprozesse

Ein Markovprozess ist ein stochastischer Prozess, dessen zukiinftiges Verhalten nur
durch die Gegenwart von der Vergangenheit abhingt:

Definition 1.14. Ein adaptierter stochastischer Prozess {X;, t € I} heifit Markovpro-
zess, falls
P[B| %] =P|[B|X{] fs. 9)

fiir alle B € %/ und t € I gilt, wobei
F,=0(X,, s> 1), tel.

Eine zu (9) dquivalente Charakterisierung von Markovprozessen, die wir in vorlie-
gender Arbeit benutzen werden, lautet

P[ANB|X,]=P[A|X,|P[B|X,] fs. (10)

fiir alle A € .%; und B € %/, siche [Doob3, Kapitel I1.6]. Diese Charakterisierung ldsst
sich folgendermafsen heuristisch interpretieren: Bei gegebener Gegenwart sind Vergan-
genheit und Zukunft unabhdngig.

_ Konkrete Markovprozesse sind héufig durch Ubergangsfunktionen gegeben. Eine
Ubergangsfunktion ist eine Familie {Ps, s,t € [ mit s < ¢t} von Abbildungen

P,;:Rx #A(R) — [0,1], s,t €l mits<t
mit den Eigenschaften
(i) « +— Ps4(z, B) ist messbar fiir alle B € Z(R),
(ii) B — Ps4(z, B) ist ein Wahrscheinlichkeitsmak fiir alle x € R,

(iii) fiir alle s,v,t € I mit s < v < t gilt die Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Py(z,B) = / Pyo(e.dy) Pos(y, B),  x€R, Be BR).

Wir sagen, dass der Markovprozess X die Ubergangsfunktion {P,;, s,t € I mit s < ¢}
hat, falls fiir alle messbaren Funktionen f: R — R, und alle s,¢ € I mit s <t

E [f(Xt> | 355] = Ps,tf<Xs) = /Ps,t(X87 dy) f(y) Ls.

gilt. Ist eine Ubergangsfunktion fiir alle s,¢ € I mit s < t durch

Ps,t(' 7dy) = p(57 : 7t7 y) m(dy>

fiir ein o-endliches Mak m und eine Familie positiver, %(IR?)-messbarer Funktion p =
{p(s,-;t,), s,t € I mit s < t} gegeben, so nennen wir p eine Ubergangsdichte. Fiir
unsere Zwecke wird die folgende Charakterisierung wichtig sein:

10



Proposition 1.15. X ist genau dann bzgl. FX = o0(X,,s < t),t € I, ein Mar-
kovprozess mit m-Ubergangsdichte p und P[Xo=2x] = 1, wenn (Xy,,...,X,,) die
m® --- ®m-Dichte

gtl,...,tn (-7717 ey xn) = p(07 X tla xl)p(tla X1, t2> x?) o 'p(tn—lv Tp—1; tn7 xn) (11)
fir 0 <t; <---<t, besitzt.
Beweis. Die Aussage ist eine direkte Folgerung aus Proposition 1.4 in [RY94, Kapitel
I11]. O
1.2.3. Gaullsche Prozesse und Brownsche Bewegung

Definition 1.16. Ein stochastischer Prozess {X;, t € I} heift Gaufischer Prozess,
falls seine endlichdimensionalen Verteilungen einer Normalverteilung folgen, d.h. wenn
fir alle n € N und paarweise verschiedenen ty,...t, € I der Vektor (X;,,...,X; )T
n-dimensional normalverteilt ist.

Wir erinnern nun an die Definition des bekanntesten Vertreters Gaulischer Prozesse.

Definition 1.17. Ein adaptierter stochastischer Prozess { By, t € I} heifit (standard)
Brownsche Bewegung, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(ii) B ist ein stetiger Prozess.
(iii) Fiir alle s,¢ € I mit s < t ist B, — B, unabhéngig von .%; und es gilt
By — B~ N (0,t —s).
Bemerkung 1.18. Das Wort standard in obiger Definition bezieht sich auf die An-

fangsbedingung By = 0. Wir werden in vorliegender Arbeit unter einer Brownschen
Bewegung stets eine standard Brownsche Bewegung verstehen.

Aus Proposition 1.15 folgt, dass eine Brownsche Bewegung B bzgl. #P = o(B,,
s <t),t € I, ein Markovprozess mit Lebesgue-Ubergangsdichte

p(s,x;t,y) = ﬁ exp (—%) , r,y €R (12)

fir s,t € I mit s < t ist. Aufserdem ist eine Brownsche Bewegung ein Gaufscher
Prozess mit den Momenten

E[B:] =0, Cov(Bs,B;) =sAt, s,tel
sowie ein Martingal mit quadratischem Variationsprozess

11



Fiir einen Beweis dieser Tatsachen sei auf z.B. [Dur96| verwiesen.

Ein weiteres bekanntes Beispiel Gaufischer Prozesse ist die Brownsche Briicke. Bei
der a-skalierten Brownschen Briicke, dem zentralen Untersuchungsobjekt vorliegender
Arbeit, handelt es sich um eine Verallgemeinerung dieses Prozesses.

Definition 1.19. Seien z,y € R. Eine Brownsche Briicke zwischen z und y ist ein
stetiger Gaufischer Prozess X = {X;, ¢t € [0, 1]} mit den Momenten

E[X;]=ty+(1—1t)x,
Cov (X, Xy) = s At — st,

fir s,t € [0, 1].

1.2.4. Der Raum (0, 1]
Die folgende Darstellung basiert auf [Klel3]. Wir betrachten den Raum

C(I)={w:I = R, w ist stetig}.
Auf C(I) definieren wir die Familie der Projektionen
Xi:C(I) = R, wrwy, tel.
Wir versehen C(I) mit der kanonischen o-Algebra
F'=0(Xs, s€1)
und der kanonischen Filtration
F =0(X,, s <t), tel

Man kann zeigen, dass .Z#° der Borelschen o-Algebra von C(I), versehen mit der Topolo-
gie der gleichméfigen Konvergenz auf kompakten Mengen, entspricht. Daher schreiben
wir auch F° = Z(C(I)). Mit dieser Topologie ist C'(I) polnisch. Insbesondere existiert
fiir jedes WahrscheinlichkeitsmaR P auf (C(7),.#°) und jede o-Algebra &4 C .Z° eine
regulire Version der bedingten Wahrscheinlichkeit P(-|%). Da das Mengensystem

A={{Xy, € By,.... Xy, € By} |t € I,B; € B(R), firi=1,...,nund n € N}

ein schnittstabiler Erzeuger von .ZV ist, ist ein Wahrscheinlichkeitsma P auf (C'(I),
A(C(I)) eindeutig durch seine endlichdimensionalen Verteilungen,

PO(th,...,th)—l, tl,...,tnEI,neN

bestimmt. Insbesondere ist ein Wahrscheinlichkeitsmaft P, unter dem X ein Gaufsscher
Prozess ist, eindeutig durch die beiden Momentfunktionen

t— Ep(Xy), (s,t) — Covp(Xs, X3), s,t€l,
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bestimmt. Ist der Prozess X unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf P eine Brownsche Be-
wegung, so nennen wir P das Wienermaf und schreiben P = W. Ist fiir ein x € R der
Prozess {X; — x, t € I'} eine Brownsche Bewegung unter P, so schreiben wir P = W?.
Ist der Prozess X unter P eine Brownsche Briicke zwischen x und y, so schreiben wir
P =WV,

Die Filtration {#?, t € I} ist im Allgemeinen keine Standardfiltration unter dem
Wienermaf. Um Propositionen, die diese Eigenschaft voraussetzen, trotzdem anwenden
zu konnen, gehen wir folgendermafen vor: Wir setzen

N ={B C CO(I) | es existiert A € Z°: B C A und W*(A) = 0}
und weiter

F=0c(F UN),
tgzt a(ﬁtou./\/-), tel.

Dann ist (C(I),#, W) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum und {.%;, t € I}
eine Standardfiltration. Aukerdem ist der Prozess {X; — x, ¢ € I} auch nach diesen

Modifikationen eine Brownsche Bewegung. Fiir einen Beweis dieser Tatsachen verwei-
sen wir auf [KS91, Kapitel 2.7].

Schlieklich bemerken wir, dass wir (nach eventueller Abénderung auf einer Null-
menge) einen stetigen stochastischen Prozess Y = {Y;, t € I} auf einem beliebigen
Wahrscheinlichkeitsraum (2, .72, P) als Zufallsvariable

Y 1 (Q,5,P) — (C(I), Z°)

auffassen konnen: Ist A € A, also A = {X;, € By,...,X;, € B,} fiir gewisse t; € I,
B; € Z(R) mit i =1,...,n und ein n € N, so gilt

{Ye A} ={Y,, € By,...,Y;, € B,} € .

Aus o(A) = Z° folgt nun, dass Y messbar ist und wir kénnen die Verteilung von Y~ als
das Wahrscheinlichkeitsmaf PoY ! auf (C(I), Z(C(I))) definieren. Diese Beobachtung
erlaubt es, jeden stetigen stochastischen Prozess Y in der so genannten kanonischen
Darstellung, gegeben durch den Koordinatenprozess X auf (C(I), B(C(I)),P oY1),
zu realisieren.

1.3. Stochastische Analysis
1.3.1. Stochastische Integrale

Die Konstruktion des stochastischen Integrals (unter der Brownschen Bewegung) set-
zen wir als bekannt voraus bzw. verweisen auf z.B. [Dur96|. Im Folgenden sind einige
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elementare Eigenschaften des stochastischen Integrals zusammengestellt. Alle folgen-
den Aussagen sind [CW90], [Dur96] bzw. [Dec05] entnommen.

Sei T' > 0 und (92,.%,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum versehen mit einer Standard-

filtration {.%;, t € [0,T]} und einer Brownschen Bewegung {B;, t € [0,7]}. Wir be-
trachten das Ito-Integral

t
Y, = / X,dB., t<T.
0
Der Integrand X : [0, 7] x Q@ — R sei progressiv messbar, d.h. fiir alle ¢ € [0, 7] sei die

Abbildung
0,t] x Q2 —=R, (s,w)+— Xs(w)

messbar bzgl. % ® 2|0,t]. Aukerdem gelte

P{/OTder<oo}:1. (13)

Der Prozess Y = {Y;, t € [0,T]} ist stets ein stetiges lokales Martingal und der zuge-
horige quadratische Variationsprozess ist gegeben durch

t
(V) = / X2ds. (14)
0
Ersetzen wir (13) durch die stérkere Voraussetzung

T
E[/ XZ2dr
0

so ist Y sogar ein zentriertes Martingal und es gilt die It6-Isometrie

(/OTXTdBT)Q —E[/OTder}. (16)

Sind U und V progressiv messbare Prozesse, die (15) erfiillen, so ist

t t t
</ UrdBr) (/ VTdBT>—/UTV}dr, t<T
0 0 0

ebenfalls ein zentriertes Martingal. Diese Tatsache erlaubt es insbesondere, die Kova-
rianzfunktion des Prozesses fo U, dB, zu berechnen: Sei dazu 0 < s <t < T und setze
V = U1y 4. Dann gilt

E{(/OtUrdBr) (/OtVrdBr) —/OtUTV,ndr} =0.

14

< 00, (15)
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Wegen [, V, dB, = [ U, dB, folgt nun

Cov (/OSUrdBT,/OtUTdBT> :E{</0thBr) (/OtU,ndBr>}

t s
=E [/ U,?1[0,s](r)dr} =E {/ der]. (17)
0 0
Schliefslich bemerken wir, dass

[ s (o, [ st as) (18)

im Falle deterministischer Integranden f € L2([0,T], %[0, T], dz) gilt. In diesem Falle
nennt man das stochastische Integral auch Paley-Wiener Integral.

Mit Ito-Integralen lassen sich stetige Semimartingale X = {X}, t € [0,7]} der Form

t t
Xt:Xo—i—/ usds—l—/ vsdBs, te€0,T]
0 0

konstruieren. Dabei sei X eine .%j-messbare Zufallsvariable und « und v seien progressiv-
messbare Prozesse, die P-f.s

T
/ u| +v? ds < o0
0

erfiillen. Solche Semimartingale nennt man Itd-Prozess. Man schreibt abkiirzend auch
dXt = Ut dt + (o dBt

Ist I € CY?([0,T] x R), so ist auch {F (¢, X;), t € [0,T]} ein [t6-Prozess und es gilt
die It6-Formel,
OF OF 1, °F

dF(t7 Xt) = (-(t, Xt) + Ut —(t, Xt) + Evt w

oF
815 ax (t7 Xt)) dt + V¢ %(t, Xt) dBt

Abkiirzend schreibt man dafiir auch

OF OF 1 0*°F

dF(t, X;) = —(t, Xy) dt + —(t, X}) d Xy + = —=

(8. X0) = Zp (6 Xy di 4 50 (8 X dXe + 5 50

Ist Y ein weiterer Ito-Prozess, dY; = u; dt + v; dB;, dann lisst sich aus der Ito-Formel
die partielle Integrationsformel

(tv Xt) d<X>t

d(X,Y;) = (Xety + Yiug + 0,0p) dt + (X0 + Yivy) dBy (19)
herleiten. Abkiirzend schreibt man dafiir auch

d(X,Y:) = X, dY, + Yy dX, + d(X,Y),,
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wobei d(X,Y); = v0;dt. Schlieklich brauchen wir fiir einen adaptierter Prozess von
endlicher Variation v die Integrationsformel

d (UtBt) = V¢ dBt + Bt d'Ut. (20)

Falls v nicht absolut stetig ist, kann diese Formel nicht aus der It6-Formel hergeleitet
werden, sie ergibt sich allerdings direkt aus der partiellen Integrationsformel fiir stetige
Semimartingale, siche z.B. [Dur96, 2.10.1].

1.3.2. It6-Diffusionen

Wir beschéftigen uns nun mit It6-Prozessen, die in der Form dX; = pu(t, X;)dt +
o(t, X;) dB; mit deterministischen Funktionen p und o dargestellt werden kénnen. Sol-
che Prozesse bezeichnen wir als Tto-Diffusionen. In der Anwendung ist oftmals nicht der
Prozess X gegeben, sondern die Koeffizienten p und o, und es gilt den entsprechenden
Prozess X zu konstruieren. Dieser Umstand fiithrt uns zu dem Begriff der stochastischen
Differentialgleichung. Dabei handelt es sich um eine Gleichung der Form

{dXt = p(t, Xp) dt + o(t, X)dBy, ¢ €[0,7] (21)

X():ZE,

wobei p,0 : [0,7] x R — R gegebene messbare Funktionen seien und = € R. Zur
Definition einer starken Losung von Gleichung (21) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, #,P) mit Standardfiltration {%#;, t € [0,T]} vorgegeben, auf dem eine Brownsche
Bewegung { B, t € [0,T]} definiert ist. Unter einer starken Lisung verstehen wir einen
stetigen Prozess { X, t € [0, 7]} auf 2 mit den Eigenschaften

(i) X ist adaptiert.
(ii) Es gilt
T
P l/ (Ju(s, Xo)| 4+ 0°(s, Xs) ) ds < oo} = 1.
0

(iii) Fast sicher gilt fiir alle ¢ € [0, T]
t t
Xi=z +/ w(s, Xs)ds +/ o(s, Xs) dBs.
0 0

In folgender Proposition ist eine Situation beschrieben, in der wir die starke Losung
einer stochastischen Differentialgleichung konkret angeben koénnen.

Proposition 1.20. Sei T > 0 und (Q2,.%,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Stan-
dardfiltration {F, t € [0, T|} und Brownscher Bewegung { By, t € [0,T]}. Weiter seien
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B,7v :[0,T] — R integrierbare Funktionen sowie ¢ > 0. Dann ist eine starke Lisung
der stochastischen Differentialgleichung

dXt = (’yt + ﬁtXt) dt + O'dBt
(22)
Xo =x
gegeben durch
t y t 1
th(x+ —Sds+a/ —dBS)-ut, t 10,77, (23)
o Us 0 Us

wobes

ut:exp</t6rdr), t€[0,T].
0

Auferdem gilt fiir jede weitere starke Losung Y wvon (22)
P X, =Y, firallet € [0,7]] = 1.

Beweisskizze. Wir folgen der Argumentation aus [Dec05, S. 108]. Die Funktion s — —
s € [0, 77, ist positiv und stetig, also insbesondere beschrinkt. Daher sind alle Integrale
in der Losungsformel wohldefiniert. Dass der durch (23) definierte Prozess tatséchlich
eine Losung von (22) ist, kann man direkt mit der partiellen Integrationsformel (19)
nachrechnen. Zur Eindeutigkeit: Sei Y eine weitere starke Losung von (22), dann gilt
firZ =X-Y

Az, = B Zydt, Zy=0.

Mit der partiellen Integrationsformel rechnet man nach, dass daraus

t
Z exp (—/ Bs ds) =0 f.s.
0

fiir alle ¢ € [0, 7] folgt. Also gilt Z, = 0 f.s. fiir alle ¢ € [0,7]. Aus der Stetigkeit der
Pfade folgt nun P [Z, = 0 fiir alle t € [0,7]] = 1. O

Wihrend starke Losungen relativ zu einem vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsraum
definiert werden, wird dieser beim schwachen Losungskonzept als Teil der Losung auf-
gefasst: Unter einer schwachen Losung von Gleichung (21) verstehen wir ein Tripel

(Q,#7,P),(X,B),{%,t€[0,T]}
wobel

(i) (©2,.Z,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Standardfiltration {%;, t € [0,7T]}
und Brownscher Bewegung B = { By, t € [0,T]},

(ii) X ist beziiglich dieser Objekte eine starke Losung.
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1.3.3. Das Girsanov-Theorem

Wir betrachten erneut einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .%, P) mit einer Standardfil-
tration {.%;, t € [0, 7]} und einer Brownschen Bewegung {B;, t € [0, T]}. Das folgende
Theorem wird uns als Kriterium dienen, um die absolute Stetigkeit der Verteilung einer
[to-Diffusion der Form dX; = b(t, X;) dt+dB; beziiglich des Wienermafes festzustellen.

Theorem 1.21 (Girsanov-Theorem). Sei {ps, s € [0,T]} ein progressiv messbarer
Prozess mil fOT ©*ds < oo P-f.s. Fliir

t 1 t
Lt:eXp(/ (Psst__/(pidS)a tE[O,T]
0 2 Jo

gelte E[ Ly | = 1. Dann ist der Prozess

t
Bi- [ guds,  tepT
0
eine Brownsche Bewegung auf (0, #r,Qr), wobei das Wahrscheinlichkeitsmafi Qr
durch dQr = Ly dP definiert ist.

Die Bedingung E[Lz] = 1 in obiger Proposition ist gleichbedeutend damit, dass
{L, t € [0,T]} ein Martingal ist. Das sieht man folgendermafen: Mit der It6-Formel
ergibt sich fiir den Prozess L die Darstellung

t
Lt:1+/ LupsdB,, t€0,T]. (24)
0

Da Tto-Integrale stetige lokale Martingale sind, existiert eine Folge von Stoppzeiten
(Tn)nen mit lim,, 7, = T fs., so dass {Lir,,, t € [0,T]} Martingale sind fiir alle
n € N. Mit dem Lemma von Fatou folgt nun fiir ¢ € [0, T

E[|L|]=E[L]=E [nminfLm] < liminfE[ Lo, | = E[Lo] = 1,
n—oo n—oo
also L; € LY(Q, .#,P) und weiter fiir s < ¢
E[L |7, = [lminf L, | Z, | <lminlE[Lig, | Z,] = lminf Ly, = L
n—00 n—00 n—r00

Also ist L ein Supermartingal. Da ein Supermartingal genau dann ein Martingal ist,
wenn es konstanten Erwartungswert hat (siehe z.B. [LSA01, S. 228]), folgt die behaup-
tete Aquivalenz, denn es gilt Lo =1 f.s.

Ein hinreichendes Kriterium, das diese dquivalenten Eigenschaften sicherstellt, ist
die so genannte Novikov-Bedingung. Diese ist gegeben durch

E [exp (% /OTgpz ds)] < o0, (25)
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siche [Nov72|. Fiir unsere Zwecke stellt sich die Novikov-Bedingung als nicht geeignet
heraus. Wir werden das folgende, weniger bekannte Kriterium, das wir [LSA01, S. 233]
entnommen haben, verwenden.

Lemma 1.22. Existiert ein § > 0, so dass

sup E [exp(d¢}) | < oo, (26)
0<t<T

dann gilt E[ Ly ] =1 bzw. {L,t € [0,T]} ist ein Martingal.

Beweis. Da x — e konvex ist, konnen wir mit der Jensenschen Ungleichung (siehe z.B.
[Kle13, S. 152|) unter dem Wahrscheinlichkeitsmak = dt auf [0, 7] die Abschétzung

I 1 [T Ty? 1/t Tp?
- dt | = — [ —Ttdt) <= L) dt
o3[ oo 7)< [ ()
treffen. Falls % <9 gilt, folgt daraus mit dem Satz von Fubini

e 2 e Ty} 2
E |exp| = ey dt | | < = E | exp dt < sup E [exp(&pt” < 00,
2 /o T J, 2 0<t<T

d.h. in diesem Fall ist die Novikov-Bedingung erfiillt. Nun gelte 7" > 29. Wir wéhlen
eine Unterteilung 0 =ty < t; < ... <t, =T mit t;;; —¢; <20 fir j=0,...,n—1

und definieren
t 1 t
Ljij = exp / s dBs — 5/ p2ds |, teltjtil.
t; t;

J J

Nach obiger Rechnung ist fiir jeden Prozess {Lij, tetjtil}l, j=0,...,n—1, die
Novikov-Bedingung erfiillt und folglich handelt es sich um Martingale. Insbesondere
gilt dann

E (L, |7, ] =B | L, Lo | %, | = LB | L7\ 7, | = Ly L = Ly,
Daraus folgt
E(Lr|=E[E[L,|%, ]| =E[L, ] = =E[L]=1
O

Bemerkung 1.23. Obiger Beweis zeigt, dass falls wir ¢ in (26) so grok wihlen konnen,
dass § > % gilt, die Novikov-Bedingung automatisch erfiillt ist. Jedoch l&sst sich im
Allgemeinen nicht sagen, welches der beiden Kriterien das stirkere ist. Wir betrachten
zum Beispiel p = ¢y ~ N (0,0?). Dann gilt

E|le 1/T 2 ds E|e g ! /eIQe 2’ dx
xp | = = xp | = = — xXp | —=— .
plg ) @ P50 —= L
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Dieser Ausdruck ist nicht endlich, falls 02 > % In diesem Falle ist die Novikov-
Bedingung also nicht erfiillt. Andererseits gilt fiir ¢ € [0, 7T

1 2 1'2
E [exp (6@?)] = \/ﬁ/ex exp <—W) dx.

Dieser Ausdruck ist endlich fiir § < 5% und folglich gilt (26). Umgekehrt kénnen wir
den deterministischen Prozess, definiert durch ¢, = m fiir s < T sowie pr = 0,

betrachten. Offensichtlich ist fiir diesen Prozess die Novikov-Bedingung, nicht jedoch
(26) erfiillt.

Anwendung: Doobsche h-Transformation fiir It6-Diffusionen

Wir fiihren nun das Konzept der Doobschen h-Transformation fiir [t6-Diffusionen ein.
Dieses Konzept erlaubt es unter gewissen Voraussetzungen, mit Hilfe einer Girsanov-
Transformation schwache Losungen von stochastischen Differentialgleichungen zu er-
zeugen. Fiir den Spezialfall, dass die betrachtete Ito-Diffusion eine Brownsche Bewe-
gung ist, ist die folgende Theorie in [RWO00, S. 83-84| dargestellt. Die folgende Darstel-
lung ist von |[Gub16] inspiriert.

Wir setzen im Folgenden voraus, dass fiir Gleichung (21) eine schwache Losung
(Q,.7,P),(X,B),{%, t € [0,T]} existiert. Weiter existiere eine strikt positive Funk-
tion h € CY2([0,T] x R), so dass

Zt = h(t,Xt), t S [O,T]

ein Martingal mit der Eigenschaft Z, = 1 f.s. ist. Wir konstruieren nun eine schwache
Losung der Gleichung
dXt = ﬂ(t7 Xf) dt + U(t, Xt) dBt, (27)

wobei 5
ilt, ) = pltz) + 0% (t, ) 5 log bt x).
xXr

Differenzieren von Z mit der It6-Formel ergibt

Oh Oh 1 9%h
7= (G0 0 (6.0 G 0.X0) + 50%(0, X0 S50.X0) )

oh
‘l— U(t, Xt) %(t, Xt) dBt

Da Z ein Martingal und die Semimartingal-Zerlegung eindeutig ist, verschwindet der
dt-Term f.s. Diese Eigenschaft nennt man Harmonizitdt von h. Nun folgt

dZt = Zt . O'(t, Xt)% lOg h(t, Xt) dBt
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Diese Darstellung entspricht (24) und folglich gilt

t 1 t
Zt:exp</ ¢sst—§/¢§ds), t € [0,7T],
0 0

s = o (s, Xs)% log h(s, Xs).

wobel

Da Z als Martingal vorausgesetzt ist, gilt nach dem Girsanov-Theorem 1.21, dass unter
dQr = Zr dP der Prozess

t
Bt = Bt — / Ps dS, t e [O,T]
0

eine Brownsche Bewegung ist. Folglich hat der Prozess X unter ()7 die Semimartingal-
Zerlegung

dXt = /J(t, Xt> dt + U(t, Xt) dBt

= <Iu(t, Xt) + 0'2(t, Xt)% lOg h(t, Xt)) dt + O'(t, Xt> d.ét, t e [O, T]

Damit haben wir aus einer schwachen Losung von Gleichung (21) eine schwache Losung
(Qa thTa QT)a (X7 B)> {gztv te [O7T]}

von Gleichung (27) gewonnen.
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2. Die a-skalierte Brownsche Briicke

In der Literatur kursieren verschiedene Definitionen und Bezeichnungen fiir die a-
skalierte Brownsche Briicke. In grofiter Allgemeinheit konnen wir die a-skalierte Brown-
sche Briicke als starke Losung der stochastischen Differentialgleichung

y—X

dX, = o ttdt+adBt, tel0,T)

XOISC

fiir gewisse Parameter z,y € R sowie «,0,T > 0 definieren. Im Ursprungsartikel
[BS90] wird der Fall z = y = 0 betrachtet. Einzug in die mathematische Literatur
fand der Prozess unter dem Namen a-Brownian Bridge in |[Man04|, wo nur der Fall
o = 1,y = 0 behandelt wird. In vorliegender Arbeit werden wir den Fall 0 =T =1
betrachten. Wir werden in Bemerkung 2.5 sehen, dass diese Festlegung im Wesentli-
chen keine Einschrinkung darstellt. Bevor wir mit dem systematischen Studium der
a-skalierten Brownschen Briicke beginnen, beschreiben wir kurz den Kontext, in dem
dieser Prozess erstmals zu Modellierungszwecken eingesetzt wurde:

Urspriinglich wurde die a-skalierte Brownsche Briicke von Brennan und Schwartz
[BS90| zur Modellierung der zeitlichen Entwicklung des Arbitrageprofits bei Termin-
kontrakten an Aktienmérkten verwendet, wobei Transaktionskosten nicht beriicksich-
tigt werden. Mit zeitlicher Entwicklung ist die Entwicklung des potentiellen Arbitra-
geprofites bis zum Ende der Laufzeit des Terminkontraktes gemeint. Bei einem Ter-
minkontrakt handelt es sich um ein Finanzgeschift, bei dem man das Recht erwirbt,
zu einem festen Zeitpunkt 7' in der Zukunft eine festgelegte Anzahl an Giitern, in
diesem Falle Aktien, zu einem festgelegten Preis zu erwerben bzw. zu verkaufen. Wir
betrachten ein Aktienpaket mit aktuellem Wert S, das bei einem Terminkontrakt mit
Laufzeit T' den Preis F(T') besitzt. Wir betrachten die folgende Strategie: Wir leihen
uns zum Zeitpunkt ¢ = 0 einen Betrag G. Dabei entspreche G dem aktuellen (d.h.
abgezinsten) Wert von F(7T) plus dem aktuellen Wert der Dividende, die einem Be-
sitzer des Aktienpaketes {iber die Laufzeit des Vertrages hinweg ausgeschiittet wird.
Die Ho6he der ausgeschiitteten Dividende nehmen wir als fest an. Dann erwerben wir
das entsprechende Aktienpaket zum aktuellen Preis S und vereinbaren mittels eines
Terminkontraktes dessen Verkauf zum Zeitpunkt ¢ = T". Diese Strategie fiihrt zu einem
sofortigen Profit von ¢ = G — S zum Zeitpunkt ¢ = 0 und zieht fiir uns keine wei-
teren Netto-Geldfliisse nach sich. Die erhaltene Dividende sowie die durch Erfiillung
des Kontraktes zum Zeitpunkt ¢ = T' eingenommene Summe dienen der Tilgung der
urspriinglich aufgenommenen Anleihe. Falls € negativ ist, kann ein Profit von —¢ erzielt
werden, indem man diese Strategie umkehrt: Zum Zeitpunkt ¢ = 0 verkauft man das
Aktienpaket zum Preis S, legt den aktuellen Wert von F(T') an und vereinbart den
erneuten Kauf des Aktienpaketes zum Zeitpunkt ¢ = T". Brennan und Schwartz model-
lieren die zeitlich stochastische Entwicklug von € mittels einer a-skalierten Brownschen
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Briicke, d.h.
e(t)
dE(t) :_aT——Ifdt+UdBt’ t e [O,T),

wobei £(0) = 0 sowie o und o strikt positive Konstanten seien. Basierend auf diesem
Modell leiten Brennan und Schwartz eine optimale Strategie zur vorzeitigen Beendi-
gung bzw. erneuten Ausiibung obiger Strategie her, und zwar unter Beriicksichtigung
von Transaktionskosten und der potentiellen Beschrinktheit der Anzahl an Termin-
kontrakten, die vom Arbitrageur zu einem Zeitpunkt gehalten werden kénnen.

2.1. Definition

Wir arbeiten auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (§2,.%, P) mit einer Stan-
dardfiltration {.%;,t € [0, 1]} und einer Brownschen Bewegung B = {B;, t € [0,1]}.

Wir beginnen mit einer vorlaufigen Definition des Prozesses, der Gegenstand vorlie-
gender Arbeit sein wird. Dieser Prozess ist iiber eine stochastische Differentialgleichung
gegeben und a priori nur auf dem halboffenen Intervall [0, 1) definiert. In der endgiilti-
gen Definition (Definition 2.11) wird dieser Prozess stetig auf [0, 1] fortgesetzt werden.

Definition 2.1 (vorlidufig). Seien z,y € R und o > 0. Wir bezeichnen eine starke
Losung der stochastischen Differentialgleichung

y— X,
1—1¢

dX; = dt +dB,, tel0,1)

(28)
XO =X

als a-skalierte Brownsche Briicke zwischen z und y.

2.2. Darstellung als Wiener Integral und
Verteilungseigenschaften

Im folgenden Abschnitt prisentieren wir die eindeutige starke Losung der stochasti-
schen Differentialgleichung (28). Der Losungsprozess stellt sich als Gaufsscher Prozess
heraus und wir kénnen aus der Lésungsdarstellung die ersten beiden Momente des Pro-
zesses ablesen. Schlieflich werden wir bemerken, dass unsere Definition der a-skalierten
Brownschen Briicke im Wesentlichen den allgemeinsten Fall der in der Literatur kur-
sierenden Definitionen der a-skalierten Brownschen Briicken darstellt.

Die folgende Losungsformel ist (in der jeweils betrachteten Allgemeinheit) in sidmt-
lichen Verdffentlichungen zur a-skalierten Brownschen Briicke zu finden, jedoch ohne
Beweis. Diesen ergénzen wir nachfolgend.

Proposition 2.2. Seien z,y € R und o > 0. Der Prozess {X;, t € [0,1)} definiert
durch

Xt:x+(1—(1—L‘)“)(y—az)+(1—t)a/0 ( 45,

Aooe (29)
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ist die eindeutig bestimmte starke Lisung von Gleichung (28).

Beweis. Die Losungsdarstellung und ihre Eindeutigkeit folgen direkt aus Proposition
1.20: Mit den dortigen Bezeichnungen ist v, = ay/(1 —t), 5; = —a/(1 —t) und o = 1.

Es gilt
Us = €X r) = s
P 0o 1—r

und folglich ist die Losung von (28) gegeben durch

X = (x+/0t$ds+/otﬁd&) (1 —=1)"

(o) [ om0 -0

Dieser Ausdruck entspricht (29). O

Wir kénnen an der Losungsformel (29) direkt erkennen, dass die a-skalierte Brown-
sche Briicke eine Uberlagerung, d.h. eine Summe, aus einer deterministischen, fiir o 7 1
nichtlinearen Interpolation zwischen x und vy,

ts e+ (1—1-0"(y—z)=1—t) "+ (1—(1—1)y,

und eines zufélligen, von x und y unabhéngigen Rauschterms,

t (1 —1) /0 —(161_82),1,

ist.

Wir bestimmen nun die Verteilung der a-skalierten Brownschen Briicke. Die eindi-
mensionalen Verteilungen wurden (ohne Beweis) bereits in [Man04| angegeben. Fiir den
Fall z = y = 0 wird die Verteilung in [BP10a, Lemma 2.1| bestimmt. Wir présentieren
einen etwas ausfiihrlicheren Beweis.

Korollar 2.3. Fine a-skalierte Brownsche Briicke X st ein Gaufscher Prozess, defi-
niert durch die folgenden Momente:

E[X;]=(0-8)"z+(1-(1-1)%y,

Cov (X, %) = (1 == [

—v (1 —=35)(1—1t)log(l—s), a:%
1
2

(30)

B D e R O ) firs st G

1 — 2« ’
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Insbesondere gilt

1 1
(1 —1t)log : a ==
Var [ X,]| = L=t 2 (32)
1= —t)* 1
20 — 1 ’ 2
Beweis. Es sei f:[0,1) — R definiert durch f(s) = ﬁ und weiter sei
t
M, = / f(s)dB.,  telo,1). (33)
0

Da der Integrand f deterministisch und auf [0,7] beschrankt ist fiir alle 7" € [0, 1),
handelt es sich bei M; um eine normalverteilte, zentrierte Zufallsvariable, vgl. Gleichung
(18). Folglich ist auch

Xi=1—-0)"2z2+(1-1-0)"y+ M,

eine normalverteilte Zufallsvariable und hat den angegebenen Erwartungswert. Wegen
der Linearitit des stochastischen Integrals ist auch jede Linearkombination von Ele-
menten X, ,..., X, wobei 0 <ty,...,%, <1 und n € N, normalverteilt. Folglich ist
X ein Gaufsscher Prozess. Zur Berechnung der Kovarianz: Es gilt fir 0 < s <t <1

Cov (X., X)) = (1 — 5)*(1 — #)* Cov (/Osf(r) dr, /Otf(r) dr) |

Da f fiir alle T' € (0,1) Bedingung (15) erfiillt, kénnen wir mit Formel (17)

Cov (/Osf(r) dr, /Otfm dr) _ /Osf(r)er

schlieBen. Einsetzen liefert schliefdlich

N o [° dr
COV(XS,Xt): (1—3) (1—t) /0 m
O
Bemerkung 2.4. 1. Im Falle a = 1 ergeben sich die Momente in obigem Korollar fiir

0<s<t<lzuE[X;]=(1—-1t)r+tyund Cov (X,, X;) = s — st. Wie bereits
erwahnt, ist somit fiir « = 1 die a-skalierte Brownsche Briicke eine Brownsche
Briicke. Weiterhin ist das der einzige Fall, in dem die Funktion ¢t — E[X;] eine
lineare Interpolation zwischen x und y darstellt.

2. Offensichtlich héngt die Kovarianz (31) einer a-skalierten Brownschen Briicke X
nicht nur durch ¢ — s von s und ¢ ab.
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Abbildung 1: Plots der Funktionen ¢ — E[X;] fiir a-skalierte Brownsche Briicken
zwischen 0 und 2 mit o € {0.1,0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,3.5,4.0,4.5,5.0}.
Kleinere Werte von a korrespondieren zu kleineren Erwartungswerten.

3. Offensichtlich degeneriert die Varianz der a-skalierten Brownschen Briicke fiir
t 1. Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass sogar etwas Stérkeres
gilt: Die Pfade konvergieren f.s. gegen den deterministischen Wert y. Auf dieses
Verhalten deuten bereits die in Abbildung 2 dargestellten Simulationen hin.

Bemerkung 2.5. In Verallgemeinerung der in Definition 2.1 definierten a-skalierten
Brownschen Briicke kdnnten wir fiir Konstanten o,T > 0 auch den durch

- X
Y=t it + o dB,

dX, =
R (34)

X():[L’

gegebenen Prozess auf [0,7") betrachten. Fiir 0 = 7" = 1 erhalten wir die urspriingli-
che Definition der a-skalierten Brownschen Briicke. Wir werden nun sehen, dass der
in (34) definierte Prozess aus der a-skalierten Brownschen Briicke durch eine lineare
Skalierung des Raumes und der Zeit hervorgeht. Folglich konnen wir fiir die in dieser
Arbeit durchgefithrten Untersuchungen ohne Einschrinkung ¢ = T = 1 annehmen:
Sei X definiert durch Gleichung (34). Fiir X kann man alle bisher fiir die a-skalierte
Brownsche Briicke durchgefiihrten Rechnungen vollig analog durchfiihren. Insbesondere
erhilt man die folgende geschlossene Darstellung der eindeutigen starken Losung,
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Abbildung 2: Simulationen und Darstellungen von Erwartungswert (blau) sowie Er-
wartungswert + Standardabweichung (rot) fiir die a-skalierte Brownsche
Briicke zwischen z und y. Links ist der Fall x = y = 0 dargestellt, rechts
der Fall z = 0, y = 2. Fiir @ wurden (oben beginnend) die Werte (0.4, 1, 2)
gewahlt. Die Simulationen wurden mit dem Eulerverfahren erzeugt, d.h.
Xy = L2204+ V/h Z,, wobei Zy, Z,... ~ N (0,1) iid. Bei diesen
Simulationen wurde h = 10~* verwendet.
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X, = (1—%)ax+(1— (1_%)a> y+a(T—t>a/0t%, te0,7T). (35)

Auch dies ist ein Gaufscher Prozess. Die ersten beiden Momente sind gegeben durch
Bx)-(1-4) ox(1-(1-L)
t] — T x T Y,
t\* =z t\“\ v
=VTo-||1-= +{1—(1-= —,
(-7) 75+ (- (-5) ) 7]
SNt dT

Cov (X, X;) = o*(T — 5)*(T — t)a/ —_

o (T

S\ ¢ t\“ AT dr
—Te?. (1-2) (1-% a4
7 ( T) ( T)/0 (1—r)2

Sei nun Y eine a-skalierte Brownsche Briicke zwischen  und g, wobei

~ € ~ )
xr = — y:

VTo' To
Dann stimmen offensichtlich die ersten beiden Momente des Prozesses
Y = {VTo Yy, t€[0,T)}

mit denen von X {iberein. Da sowohl X als auch Y Gaufsche Prozesse sind, stimmen
damit auch deren Verteilungen auf (C[0,7),#(C[0,T))) iiberein. Damit haben wir
gezeigt, dass man durch eine lineare Skalierung von Zeit und Raum eine a-skalierte
Brownsche Briicke in eine verallgemeinerte a-skalierte Brownsche Briicke transformie-
ren kann, und umgekehrt.

2.3. Die Pfade verlaufen fast sicher von = nach y

Im folgenden Abschnitt wollen wir uns mit dem Grenzwertverhalten von X, fiir ¢t 71
beschiftigen, wenn X eine a-skalierte Brownsche Briicke zwischen x und y ist. Es stellt
sich heraus, dass

P[%gr%Xt:y] =1 (36)

gilt. Dieses Resultat ist erstmals in [Man04] formuliert, bleibt dort jedoch ohne Beweis.
Ein Beweis ist schlieflich in [BP10a, Lemma 3.1] zu finden. Wir werden nun einen
alternativen Beweis fiir (36) préisentieren. Unser Beweis basiert auf der in [@Dks03,
Aufgabe 5.11] fiir die Brownsche Briicke vorgeschlagenen Vorgehensweise. Anschliefend
stellen wir auch den Beweis aus [BP10a] vor und vergleichen schlieflich die beiden
Beweismethoden.
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Proposition 2.6. Sei X eine a-skalierte Brownsche Briicke zwischen x und y. Dann
qilt

lim X, =

tl/I}% t =Y

fast sicher und in L*(Q, Z,P).
Beweis. Aus majorisierter Konvergenz folgt
L 1—t\*
Var [ X; | :/ 1is<s (1—) ds — 0 firt /1,
0 = -5

denn der Integrand konvergiert punktweise gegen 0 und ist durch 1 beschrankt.
Weiter gilt

EX ] =(1-t)24+1-1-)%y—y firt "1
und folglich

E[(X,—y)?] =Var[X;]+E[X, -y =0 fir ¢t "1

Das ist die behauptete L?-Konvergenz.

Zur fast sicheren Konvergenz: Wir gehen von Darstellung (29) der Losung aus. Wir
miissen zeigen, dass der Prozess {(1 —t)*M,, t € [0,1)}, wobei M = [ f(s)dB; und
f(s) = (1,15)a fir s € [0,1), fast sicher fiir ¢ 1 gegen 0 konvergiert. Da f fiir
alle T" € (0,1) auf [0, 7] beschriankt ist, erfiillt f Voraussetzung (15) und folglich ist
{M;, t € [0,1)} ein Martingal. Wir werden nun die fast sichere Konvergenz mit Hilfe

der Maximalungleichung (7) beweisen. Es gilt fiir alle ¢ > 0 und n € N

P [sup{(1—t)*|M[, te[1-27"),1—-2""1)]} >¢]
P [sup{(27™")*|M,|, t € [(1 —27"), (1 = 27")]} > €]
P [sup{|M,], t € [0, (1 —2""FV)]} > 2m¢ ]

1—2—(n+1) 2
< 1 B / dB,
= fnog2 0 (1—s)°

1 1—2—(nt+1) d
— / v (37)
4710452 0 (]_ _ 8)2a

Dabei folgen der vorletzte Schritt aus der Doobschen Maximalungleichung (7) und
der letzte Schritt aus der Ito-Isometrie (16). Das auftretende Lebesgue-Integral ist in
Gleichung (31) ausgerechnet. Wir setzen nun v = min(%, 1) und wéhlen ¢ = 277, Im
Falle o # % lautet obiger Ausdruck dann

<
<

1 1

1— 27(n+1)(172a)) — 01272(a7'y)n . C227(172’y)n
T 1 =g |
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wobei
1 220471

T 1-2a T 124
Da sowohl 2(a — =) als auch 1 — 2 strikt positiv sind, ist dieser Ausdruck summierbar
in n € N. Im Falle o = § errechnet sich Ausdruck (37) zu

Ch

- —(n+1)\ _ . —(1-2v)n

YT log (2 ) =log2- (n+1)2 7

Auch dies ist summierbar in n € N, da fiir alle § > 0 die Relation n < 2° fiir n grof
genug gilt. Mit dem Borel-Cantelli Lemma (Proposition 1.1) folgt nun

P [ fiir hochstens endlich viele n € N existiert ein ¢t € [(1—27"), (1 —27"71)],
so dass (1 —t)*|M| > 277" ] = 1.

Da (277),en eine Nullfolge ist, folgt f.s. (1 —¢)*M; — 0 fiir t 7 1. O

Bemerkung 2.7. Alternativ folgt die L?>-Konvergenz in obiger Proposition bereits aus
der fast sicheren Konvergenz in Verbindung mit Proposition 1.6.

Wir prisentieren nun den in [BP10a| gefithrten Beweis fiir (36). Dieser Beweis be-
ruht auf einem starken Gesetz grofer Zahlen fiir lokale Martingale. Vorbereitend be-
notigen wir das folgende klassische Resultat, das einen Zusammenhang zwischen der
Beschrianktheit des quadratischen Variationsprozesses und dem Grenzwertverhalten der
Pfade fiir t T eines lokalen Martingals auf [0,7") darstellt.

Proposition 2.8. Sei T' € (0,00 und M = {M;, t € [0,T)} ein stetiges lokales
Martingal mit My = 0 f.s. Dann existiert fir P-fast alle w € {lim; ~p(M), < oo} der
Grenzwert limy - My(w) in R.

Beweis. Fiir einen Beweis im Falle T = oo siehe zum Beispiel [CW90, S. 191|. Fiir
T < oo lasst sich der Beweis ganz analog fiihren. O

Folgende Proposition stammt aus [Lé78].

Proposition 2.9 (Gesetz grofer Zahlen fiir lokale Martingale). Sei T € (0, 00| und
M = {M;,t € [0,T)} ein stetiges lokales Martingal. Fir M gelte My = 0 und
lim¢ op(M); = oo f.s. Weiterhin sei f : [1,00) — (0,00) eine monoton wachsende
und rechisstetige Funktion, die

/Oo L dr <
——dr < o0
1 f(z)?
erfillt. Dann gilt
M,
Iim ———=0 .S.
R T I
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Beweis. Fiir den Beweis braucht man Integrationstheorie bzgl. stetiger lokaler Mar-
tingale, die wir in vorliegender Arbeit nicht als bekannt voraussetzen. Wir fithren den
Beweis nur fiir den Fall, dass M die Form

t
Mt:/ X,dB,, tel0,T)
0

fiir einen stetigen und adaptierten Prozess X hat. Weiter nehmen wir vereinfachend
an, dass f stetig differenzierbar ist. Wir werden die Proposition auch nur unter die-
sen Voraussetzungen verwenden. Der vollstindige Beweis benutzt - im allgemeineren
Rahmen - die gleiche Argumentation wie die hier angefiihrte. Wir folgen der Argumen-
tation in [Lé78]: Durch Fortsetzung koénnen wir o.E. annehmen, dass f eine Funktion
[0,00) — (0, oo) ist, die monoton wachsend und stetig differenzierbar ist sowie die
Bedingung [~ i x)g dr < oo erfiillt. Nach Formel (14) gilt

t
M)t:/ XZ%ds, t€l0,7).
0

Wir definieren das lokale Martingal

/f dM /f tel0,T).

Dann gilt mit der Substitution h =[5 X?dr

= [ ) ds_/ T /f2 v ) <

wobei T := fOT X2dr € [0,00]. Nach Proposition 2.8 folgt daraus, dass der Grenzwert
lim; ~r Z; fast sicher in R existiert. Wir definieren nun

by = f({M)), te[0,T)

Der Prozess b ist absolut stetig und monoton wachsend, denn f und (M) haben diese
Eigenschaften. Weiter folgt lim; ,o, f(t) = oo aus der Integrabilititsbedingung an f.
Folglich gilt auch lim; ,,, b, = oo f.s. Mit der partiellen Integrationsformel (19) und
Zy = 0 erhalten wir

t bs t t t
Mt - / b_ dMS - / bs dZS = —/ Zs dbs -+ tht == / (Zt - ZS) dbs -+ tho.
0 Ys 0 0 0

Also gilt fir 0 <u <t <T
Mt <1

< /(Zt Zg) dbg| 4+ = sup |Z, — Z| + | 22| by
bt bt t u<s<t bt
Z, I by
oy, + — / Z, dbg| + — sup |Z; — Zg|
by bs |.Jo ¢ u<s<t
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Da % [0,1] und Z fis. in R konvergiert, kénnen wir u so grof wihlen, dass
der Summand ganz rechts gleichmékig in ¢ > wu beliebig klein ist. Da aufserdem f.s.
lim; .o, by = oo gilt, konnen wir anschliefsend ¢ so grofs wihlen, dass die ersten beiden
Summanden beliebig klein sind. Folglich gilt
M, M,
lim ———— = lim — = 0.

tT f((M)y) t/T by

Zur lustration dieser Proposition fiigen wir ein Beispiel an.
Beispiel 2.10. Wir wihlen in obiger Proposition T'= oo und M = B fiir eine Brown-

1

fiir alle v > %, kénnen wir f durch f(z) = 27 definieren. Damit erhalten wir fiir v > %

B
lim — =0 fs.
t—oo Y

Insbesondere ergibt sich fiir v = 1 das starke Gesetz grofter Zahlen fiir die Brownsche
Bewegung.

2. Beweis fiir (36). Wie schon im ersten Beweis miissen wir
P{mM1—ﬂM@:O]:1
t 1

zeigen, wobei M wie in (33) definiert ist. Da wir fiir verschiedene Werte von « ver-
schiedene Rechnungen durchfiihren miissen, schreiben wir nun M fiir M. Zunichst
berechnen wir mittels Formel (14) den quadratischen Variationsprozess von M (),

= | o

o 1
0 a= -
N s 2
TY1-(1—f)te 1

1—20 = %79

wobei das Integral bereits in Gleichung (32) ausgerechnet wurde. Aus dieser Darstellung
kann man ablesen, dass

Q
v
DO =N =

OO?

lim (M (@), =

t%< )t 1
1—2a’

«

N

gilt. Im Folgenden betrachten wir die drei Fille a > %, o= % und a < % separat.
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e Sei o > 3. Wir definieren die Funktion f, : [1,00) — (0,00) durch
f(l’) _ xa/(Za—l)'

Diese Funktion ist monoton wachsend und es gilt

1 & 1
/1 —fa(I)Q dr = /1 —3a/@as1) dx < 00,

d 2231
M(a)
lim—L-—— =0 f.s.
t/T fo((M@))

schliefen. Sei t > 0, dann gilt auf der Menge { (M), > 1}

(1= M{™ = (1= )" fu((M@),)

Der erste Faktor dieses Ausdrucks lasst sich durch

0< (1—t)afoc( <M(a)>t) < (1_t>af0‘ (2@1— 1 (1 _ i)Qal) - (1_t)a0a (1 — t)a

mit C, = (2a — 1)%/172%) abschiitzen. Mit { (M), > 1} 1 Q folgt nun (1 —
HeM™ 0 fiir t 1.

e Sei a = 1. Wir definieren fy5 : [1,00) — (0, 00) durch

fl/g(ilf) = ex/2.

Diese Funktion ist monoton wachsend und
1
Jiy2(x)?

ist integrierbar iiber [1,00). Wir konnen also genau wie im ersten Fall vorgehen
und miissen nur noch zeigen, dass v/1 —t f12( (M /), ) beschréinkt ist fiir ¢ 7 1.
Das ist der Fall, denn

VI=E fia((MO72),) = VT=F exp (—‘ osl1 = ”) 1

—_= e—$

e Schlieklich sei a € (0, %) In diesem Falle ist der quadratische Variationsprozess
von M (@ beschrénkt auf [0,1). Aus Proposition 2.8 erhalten wir, dass der Grenz-

wert limy ~ ]\/[ ) fast sicher in R existiert. Daraus folgt mit lim; (1 —¢)* =0
die fast sichere Konvergenz (1 — ¢)*M® — 0 fiir t 7 1.
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Wir wollen nun die beiden vorgestellten Beweise miteinander vergleichen. In beiden
Beweisen wird gezeigt, dass

Im(1—6)*M* =0  fs.

t T
gilt. Um diese Aussage zu zeigen, verwenden beide Methoden fundamental die Tatsache,
dass .
o dB;
Mt():/—aa tE[O,l)
o (1—3)

ein Martingal ist. Im ersten Fall ermoglicht das die Verwendung einer Martingalun-
gleichung, im zweiten Fall die Verwendung von Resultaten, die einen Zusammenhang
zwischen dem Verhalten von (M (), und von Mt(a) fiir t 1 herstellen. Die erste
Beweismethode ist recht elementar und anschaulich: Mit dem Borel-Cantelli Lemma
wird gezeigt, dass f.s. (1 —-)M(®) schlieklich durch eine gegen null konvergierende Stu-
fenfunktion dominiert ist. Der Beweis ist insbesondere dadurch einfach, dass fiir alle
Werte von a das gleiche Vorgehen zum Ziel fiihrt. Der zweite Beweis verwendet tiefer
liegende Resultate aus der Theorie lokaler Martingale und ist dadurch vermutlich weni-
ger anschaulich. Auferdem sind fiir die beiden Fille o € (0, 3) und @ > £ verschiedene
Vorgehensweisen notig. Das hat jedoch auch den Vorteil, dass ein gewisser struktureller
Unterschied zwischen diesen beiden Fillen aufgedeckt wird: Im Falle av > % zeigt das

Martingal M@ ein ,chaotisches* Verhalten fiir ¢  1: Wegen der Ito-Isometrie gilt

t
()] _ ds _ _ ap@
Var[Mt } /0(1—3)2a (M©@),,

also Var Mt(a) ] — oo fiir t 1. Die Tatsache, dass sich die a-skalierte Brownsche

Briicke stetig auf [0, 1] fortsetzen ldsst, wird erst durch die gegen 0 konvergierende de-
terministische Funktion ¢ — (1 — ¢)® erreicht. Im Falle o < % verhdlt sich hingegen
schon der stochastische Anteil, d.h. das Martingal M(®) regulir auf [0, 1].

Nachdem wir uns nun iiberzeugt haben, dass die a-skalierte Brownsche Briicke zwi-
schen x und y tatsichlich f.s. fiir ¢ 7 1 gegen y konvergiert, konnen wir diese stetig
auf [0, 1] fortsetzen:

Definition 2.11. Seien @ > 0 und z,y € R. Wir bezeichnen den Prozess {X,
t € [0, 1] }definiert durch

ac+(1—(1—1t)a)(y—:z:)Jr(l—zt)a/ot(di t<1

1—s)’
Y t=1

Xt:

als a-skalierte Brownsche Briicke zwischen x und y. Nach Proposition 2.6 ist der Prozess
X fast sicher stetig auf [0, 1] und wir bezeichnen seine Verteilung auf (C[0, 1], Z(C|0, 1])
mit P7Y.
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2.4. Aquivalenz zum WienermaR und Girsanov-Dichte

Im folgenden Abschnitt beschiiftigen wir uns mit der Aquivalenz von P*Y zum Wie-
nermak bzw. der Aquivalenz von P™ und Py fiir a # . Wir arbeiten auf dem
vollstandigen Wahrscheinlichkeitsraum (C[0, 1], .7, W*) versehen mit der Standardfil-
tration {%, t € [0,1]}, wie beschrieben in Abschnitt 1.2.4.

Proposition 2.12. Fir alle t € (0,1) sind die Einschrinkungen der Wahrscheinlich-
keitsmafie W? und P2V auf #, dquivalent und es gilt

dPy¥| 5 = Lyt -dW*| (38)

t 2t 2
LY .= exp a/ y—XstS_oz_/ Mds :
* 0 1_8 2 0 (1_5)2

Obiges Resultat ist erstmalig in [Man04] formuliert, jedoch ohne Beweis. Barczy
und Pap verweisen zwecks Beweis auf ein sehr allgemeines Resultat [LSA01, Theorem
7.20]. Wir werden nun einen moglichst elementaren, der Situation angepassten, Beweis
angeben.

wobei

Beweis von Proposition 2.12. Aus Gleichung (28) kann man ablesen, dass wenn X ~
P%Y dann ist X —x ~ P%~%_ Also geniigt es, den Fall z = 0 zu behandeln. Die
Aussage der Proposition folgt aus dem Girsanov-Theorem: Falls Lg’fi unter W den

Erwartungswert 1 hat, so folgt mit Theorem 1.21, dass unter Lgﬁ{ -dW

t
— X,
Xt—a/y ds
o 1

— S

eine Brownsche Bewegung ist und folglich {X, s € [0,t]} der definierenden Diffe-
rentialgleichung (28) der a-skalierten Brownschen Briicke geniigt. Den Nachweis, dass
Ew(Lg’fi) = 1 gilt, fiilhren wir mit Hilfe von Lemma 1.22. Wir miissen die Existenz

eines 0 > 0 mit ( )2
— X
sup Ew |exp (602~ 250 | < 39

ogligt Wlxp(a (1_5)2 )] ~ ( )

nachweisen. Wir nutzen die Ungleichung 2a? +2b* > (a—b)? fiir a,b € R sowie die Tat-
sache, dass die Funktion s — 1/(1 —s)? auf [0, 1) monoton wichst, um folgendermaRken
abzuschétzen:

o o (5 ) = o o (555 )

2X?2 29/
< 2 S 2
< Bw [exp (5a —(1 e } exp ((5(1 i t)2>
< Fw [exp (501X82)] exp (dcq)
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fiir gewisse Konstanten ci,co > 0. Unter W ist die Zufallsvariable X/+/s standard-
normalverteilt und folglich gilt fiir den Erwartungswert in obigem Ausdruck

Ew [exp (601X§)] = BFw [exp (5013X12)]
< Bw [exp (5cltX12)}

1 400 ) 22
- E/oo exp (501752 )exp <—3> dz.

Diese Schranke ist unabhéngig von s € [0,¢] und endlich fiir § < %ﬂ Damit ist (39)

gezeigt. Die behauptete Aquivalenz der Wahrscheinlichkeitsmage folgt, da Lg’},{ strikt
positiv ist. n

Mit dem folgenden Lemma erhalten wir eine alternative, besonders handliche Dar-
stellung fiir die Girsanov-Dichte. Auch diese Darstellung wird in [Man04| angegeben.

Lemma 2.13. Fiir die Girsanov-Dichte Ly aus Proposition 2.12 gilt

(40)

Beweis. Wir definieren X durch X, = X; — y fiir ¢ € [0,1). Dann gilt dX; = dX, und

somit
t X 5 a2 t Xz
LY = — = dX, — — S —ds|. 41
a,t exp( a/01—8 2/0'(1_5)2 S ( )

Die folgende Rechnung ist auch in [G614] zu finden. Fiir die Prozesse X2 und Y, =
=, t € [0, 1), erhalten wir mit der Ito-Formel

dX? = 2X,dX, + dt, dY, =

(1—1)

Mittels der partiellen Integrationsformel (19) folgt daraus

X2 . X - X2 1
d L) =d(X,Y;) =2 dX L dt dt
( t) (X)) =27 t+(1—t)2 T

oder dquivalent

[ aogies (L)itt ‘(””_W] -, %ds*log(l_t)>' )

Einsetzen in (41) ergibt schlieflich (40). O
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Bemerkung 2.14. Die Tatsache X ~ W% ist fiir obige Rechnung unerheblich. Tat-
sichlich gilt Formel (42) auch, wenn X ein beliebiger It6-Prozess ist.

Der besondere Vorteil von Darstellung (40) ist, dass sie kein stochastisches Integral
mehr enthilt. So ist es in dieser Darstellung zum Beispiel moglich, direkt das Verhalten
von Ly} fir t 1 zu analysieren. Zunichst eine heuristische Uberlegung: Es gilt
P y(Xl = y) = 1 und die riickstellende Kraft, die dieses Verhalten bewirkt, ist umso
stirker, je grofser o ist. Also ist zu erwarten, dass fiir ¢ 1 die Girsanov-Dichte auf
der Menge {X; # y} verschwindet, und zwar umso schneller, je grofer o und | X; — y|
sind. Das folgende Lemma bestétigt diese Intuition.

Lemma 2.15. Wir definieren

: (y — X)) 2 "y — X))
lay() logLat___ <10g(1—t)+|:1—_t_(y—l') +(OZ—1) . st .
Dann gilt

z,y Q(y—X1)2
~lim(1 - DIz = I

Beweis. Wegen der Stetigkeit der Abbildung ¢ — (y — X;(w))?, existiert fiir alle w €
C[0,1] ein 7(w) < 1, s.d. |(y — X(w))? — (y — X1 (w))?| < € fiir alle t > 7(w). Also gilt

< (1-1) /{:%ds—%((y—)ﬁf—l—e) (%_t— 1i7>]'

Daraus folgt

limsup (1 — ) ds < (y— X1)2

t 1

lim inf ( 1—t/ 1—5 d3>( - X))~

t 1

Genauso erhilt man

Weiter gilt

lim(1 — ¢)log(1 —¢) = — lim gll_t — _lim 2L .
t1 1 r—oco T
Insgesamt erhalten wir also
o a? . X 2
lim(1 = 02(0) = =5 (4 = X0)* + (0 = Dy = X1)°) = - y . 1)
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Als Korollar von Proposition 2.12 erhalten wir fiir alle o, 4 > 0 und alle ¢ € (0,1)
die Aquivalenz von P%Y und Py¥ auf Z;. Es gilt ndmlich

L‘T7y Lm7y
T,y _ Ty T _ ot ray T _ ot T,y
dPyY| , = Lt - dW?| o _—L%Lm dwW?| ~ I dpg?| ;..

Unter Verwendung von Darstellung (40) fiir die Girsanov-Dichten erhalten wir:

Korollar 2.16. Fir alle a,3 > 0 und alle t € (0,1) sind P7Y und Py auf %
aquivalent und es gilt

1 a—fB[(y— X;)? 2
€,y - _ — —
APy, = 1 pyaaE P ( 5 [ T (y —z)

+Ha+ B 1) /Ot ((yl__—f;fdsb -dPgY| .

Insbesondere erhalten wir fir 3 = 1 die Aquivalenz von P2 zur Verteilung der Brown-
schen Briicke, W%V := PV,

Bemerkung 2.17. 1. Obiges Korollar ergibt sich im Falle x = y = 0 auch aus dem
Beweis von Lemma 3 in [BP10b|.

2. Fiir a # B iibertrigt sich die eben bewiesene Aquivalenz von P?¥ und Py auf 7,
fiir alle ¢ € (0, 1) nicht auf die Aquivalenz der beiden Mafe auf (C[0,1), Z(C|[0,1)).
Barczy und Pap zeigen in [BP10a), dass fiir o # 3 die Make P%? und Pg,o sogar
singular auf (C[0, 1), Z(C0,1)) sind.

38



3. Ist die a-skalierte Brownsche Bricke wirklich eine
Briicke?

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, ob die a-skalierte Brownsche Briicke als Briicke
eines Markovprozesses aufgefasst werden kann. Da in der Literatur eine einheitliche De-
finition von Briickenprozessen schwer zu finden ist, legen wir zunéchst fest, was genau
wir in vorliegender Arbeit unter der Briicke eines Markovprozesses verstehen wollen.
Wir werden Markovbriicken als eine bestimmte reguldre Version der bedingten Ver-
teilung eines Markovprozesses definieren, wobei die Bedingung durch den Wert des
Prozesses zum Zeitpunkt ¢ = 1 gegeben ist. Dieser Definition ist der Abschnitt 3.1 ge-
widmet. In diesem wird aufserdem ein Kriterium présentiert, mit dem man iiberpriifen
kann, ob es sich bei einer gegebenen Familie von Prozessen um die Briicken eines Mar-
kovprozesses handelt, sofern dieser zu einer gewissen Klasse von [to-Diffusionen gehort.
Bekanntermafen kann man die Verteilungen der Brownschen Briicken zwischen x und
y als eine auf ihren Wert zum Zeitpunkt ¢ = 1 bedingte Brownsche Bewegung auf-
fassen, d.h. {W®¥ y € R} ist eine regulidre Version der bedingten Wahrscheinlichkeit
{W?(-1X; =y), y € R}. Dabei sei darauf hingewiesen, dass W*¥ fiir alle y € R defi-
niert ist, nicht nur W® o X, '-fast sicher. In Abschnitt 3.2 werden wir zuniichst daran
erinnern, dass es sich bei {W®¥ x y € R} auch im Sinne unserer Definition um eine
Familie von {W?, x € R}-Briicken handelt. Ausgehend von dieser Beobachtung werden
wir uns mit der Frage beschéftigen, ob es sich auch fiir v # 1 bei {P?Y, z,y € R} um
die Briicken eines Markovprozesses handelt. Dazu betrachten wir das folgende Resul-
tat aus [Man04|: Die a-skalierte Brownsche Briicke ist nicht Briicke eines zentrierten
Gaufs-Markov-Prozesses. Wir werden sehen, dass der von Mansuy gefiihrte Beweis die-
ser Aussage nicht vollstindig ist. Basierend auf bereits existierenden Resultaten zur
Kovarianzstruktur Gaufischer Prozesse, wird uns ein vollstdndiger Beweis der Aussa-
ge von Mansuy gelingen. Abschliefsend werden wir in Abschnitt 3.3 die Aussage von
Mansuy verallgemeinern: Wir zeigen, dass { P?¥Y, z,y € R} auch nicht die Familie von
Briicken einer Ito-Diffusion (mit gewissen Regularitéitsvoraussetzungen) ist.

3.1. Markovbriicken

Wir betrachten den messbaren Raum (C10, 1], Z(C[0, 1])) ausgestattet mit der kano-
nischen Filtration {Z?, t € [0,1]}. X = {X;, t € [0,1]} sei der Koordinatenprozess.

Definition 3.1. Unter einem Markovmaf mit strikt positiven Ubergangsdichten ver-
stehen wir eine Familie Q = {Q”, x € R} von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (C|0, 1],
A(C[0,1])) mit den folgenden Eigenschafen:

(i) Q°(Xo=1z) =1 fir alle z € R.

(ii) Fiir alle x € R ist Prozess X unter Q* ein Markovprozess mit strikt positiver,
von z unabhéngiger Ubergangsdichte

p(s,w;t, 2), w,z€ R, 0<s<t <1,
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beziiglich eines o-endlichen Mafkes m auf R.

Sei nun () wie in obiger Definition. Bevor wir definieren, was wir in vorliegender
Arbeit unter Markovbriicken bzgl. () verstehen wollen, folgen einige motivierende Be-
merkungen:

Wir bemerken zunéchst, dass fiir beliebiges A € Z(C|0,1]) die Abbildung =
Q" (A), x € R, messbar ist. Das zeigt man genau wie im Beweis von Proposition 3.3.
Sei nun v eine beliebige Verteilung auf R. Dann koénnen wir mittels ) durch

Q" () = / Q"(-) voldz)

eine Wahrscheinlichkeitsmafs auf (C10, 1], Z(C[0, 1])) definieren, unter dem X ein Mar-
kovprozess mit Anfangsverteilung vy und Ubergangsdichte p ist. Fiir Q* haben wir
dann per Definition eine regulire Desintegration bzgl. Xy. Nun ist es von Interesse, in
einem zweiten Schritt auch eine reguldre Desintegration bzgl. X; zu bekommen, das
heifft, wir suchen eine Familie {Q™Y, x,y € R}, so dass fiir alle z € R die Familie
{Q™Y, y € R} eine reguldre Version der bedingten Verteilung von Q* gegeben X ist.

In diesem Falle konnten wir darstellen
Q"(+) :/ Q"Y(+) vy (dy)vo(dx),

wobei 1 = Q%o X, !, d.h. v¥(dy) = p(0,z;1,y) m(dy). Ist auch 4y durch eine m-Dichte
po gegeben, so lautet diese Darstellung

Q) = / / Q" (Ypol2)p(0, 2 1, y) m(dz)m(dy).

Unabhéngig davon, ob 1y eine Dichte besitzt, hitten wir auf diese Weise eine re-
guldre Desintegration von Q" bzgl. (Xo, X1) erzeugt. Existiert eine solche Familie
{Q™Y, x,y € R}, so nennt man sie im Allgemeinen eine Familie von Markovbriicken fiir
Q. Da der Raum (C[0, 1], (C|0, 1])) polnisch ist, existiert grundsétzlich eine regulire
Version von Q*( - | X1). Diese ist allerdings a priori nur fast sicher definiert und eine Kon-
struktion der kompletten Familie {Q™Y, y € R} ist (falls sie iiberhaupt existiert) nicht
trivial. Das gilt insbesondere, wenn man zusétzliche Regularititseigenschaften fordert.
Fiir gewisse Klassen zeithomogener Markovmafe sind jedoch Konstruktionsverfahren
bekannt: Beispielsweise erfolgen Konstruktionen in [FPY92] unter der Voraussetzung,
dass ein zu X dualer Prozess existiert, und in [CU11| unter der Voraussetzung, dass X
die Feller-Eigenschaft besitzt, jeweils unter *. Des Weiteren wird jeweils die Existenz
einer Ubergangsdichte p,(-,-) mit gewissen Stetigkeitseigenschaften vorausgesetzt. Fiir
Details sei auf die entsprechenden Artikel verwiesen. Markovbriicken Q%Y werden fiir
alle z,y € R als die Mafe mit den folgenden Figenschaften realisiert:

(i) Es gilt
QY Xo=z, X1 =y) =1
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(ii) Fir alle 0 <t < 1 gilt
dQ™¥| zo _ n(Xey)
de|?tO p1($7y) '

Unter Voraussetzung (ii) ist laut [FPY92| der Prozess {X;, t € [0,1)} unter Q™Y ein
Markovprozess mit Ubergangsdichte

ptfs(wu Z)plft(zu 3/)
plfs(wa y)

Inspiriert von dieser Konstruktion, definieren wir nun, was wir in vorliegender Arbeit
unter Markovbriicken verstehen wollen.

’ w,z€e€ R, 0<s<t< 1.

Definition 3.2. Sei Q = {Q% x € R} ein MarkovmaR mit strikt positiven Uber-
gangsdichten p(s,w;t, z) bzgl. eines o-endlichen Makes m auf R, wobei w, z € R und
0 < s <t < 1. Unter einer Familie von Q)-Briicken verstehen wir (falls existent) eine
Familie {Q*Y, z,y € R} von Verteilungen auf (C|0, 1], Z(C0,1])) mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) Fiir alle z,y € R gilt Q*¥(Xo =2, X; =y) = L.
(ii) Fiir alle x,y € R ist X unter Q™Y ein Markovprozess mit m-Ubergangsdichte

p(s,w;t, 2)p(t, z;1,y)
p(s,w;1,y)

pY(s,w;it, z) = , w,ze€ R, 0<s<t<1. (43)

Wie die folgende Proposition zeigt, ist eine Markovbriicke im Sinne obiger Definition
auch eine Markovbriicke im eingangs erwdhnten Sinne.

Proposition 3.3. Unter den Bedingungen von Definition 3.2 ist {Q™Y, y € R} eine
reguldre Version der bedingten Wahrscheinlichkeit {Q*(-| X1 = y),y € R} fir alle
z € R.

Beweis. Im folgenden Beweis wird der Dynkinsche m-A-Satz verwendet. Zur Erinne-
rung ist dieser Satz und die Definition von Dynkin-Systemen in Anhang B formuliert.

Nach Voraussetzung ist Q™ fiir alle y € R ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Damit bleibt
es, fiir alle A € Z(C[0,1]) die folgenden Aussagen zu zeigen:

a) Die Abbildung y — Q%Y(A), y € R, ist messbar.
b) Fiir alle B € (X)), dh. B ={X, € B} fiir ein B € #(R), gilt

Q(ANB) = / 15 Q™ 1 (A)dQ",

oder gleichbedeutend

Q'(ANB) = / 15 () QY (A)p(0, 5 1,y) m(dy). (44)
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Wir stellen zunéchst fest, dass geméf Formel (11) die m ® - - - ® m-Dichte von Q*¥ o
(X4, ..., Xy,) 7! durch

Giooin @1, ) = pY(0, w5ty 2)pY (b, 1 b, 2) - - pY(Enet, Tty T)
:ﬁ li 1,96} 1t x)p(ti, xis 1 y)
paley tic1, Ti-151,y)
p(0,x tl,ml) (t1, 1, t2, ) - P(tn—1, Tn_1;tn, Tp)P(tn, Tn; 1,Y)
p(0,x;1,y)

gegeben ist, wobei 0 =ty < t; <ty < ... <t, <1 und zy = . Wir betrachten nun
das schnittstabile Erzeugendensystem

A={{Xy, € By,...,X;, € B,}|t; €]0,1], B; € B(R) fiir i = 1,...,n und n € N}
von A(C0,1]). Sei A € A, d.h.
A={X}, € By,..., Xy,,, € Bpy1} (45)
fiir gewisse 0 =t <t; <+ <tyyy =1lund B; € Z(R) firi =0,...,n+ 1 und ein

n € N. Die Festlegung ty, = 0 und ¢,,.1 = 1 stellt keine Einschriankung dar, denn man
kann stets By = R bzw. B, ;1 = R wihlen. Offensichtlich gilt

@A) =1 @1aa) [ o [ ahor e m) dm(a) i)

Das ist eine messbare Funktion von y, denn g7,
Wir betrachten nun das Mengensystem

-----

D ={D e B(C[0,1]) |y — QY(D) ist messbar}.

Wir zeigen, dass D ein Dynkin-System ist: Offenbar gilt C|0,1] € D. Weiter gilt fiir
D,E € Dmit D C E,dassy — Q"Y(E\D) = Q"Y(E)—Q"Y(D) als Differenz messba-
rer Funktionen messbar ist, also gilt £\ D € D. Sei schlieklich {D;, i € N} eine Folge
in D mit Dy C Dy C ... und sei D := |J,cn Di- Dann folgt Q*Y(D) = sup;cn Q™Y(D;)
aus der Mafstetigkeit von unten. Folglich ist y — Q®¥(D) als Supremum messba-
rer Funktionen messbar. Damit ist D ein Dynkin-System und weil A C D, folgt
#(C10,1]) = o(A) C D aus dem Dynkinschen m-A-Satz. Das zeigt a).

Da beide Seiten von Gleichung (44) ein endliches Mak auf (C|0, 1], Z(C[0,1])) mit
Gesamtmasse Q*(B) definieren, reicht es, die Gleichheit fiir alle A € A zu zeigen, denn
A ist ein schnittstabiler Erzeuger von #(C|0, 1]). A sei weiterhin durch (45) gegeben.
Dann gilt mit g = 2 und z,,1 =y

n+1

H 1 p( i—1y Li— 1atlaxz)
Q" (A) = 1p,(x)1 =
( ) Bo Bn+1 /n N (0 p Ly) dm(:vl) dm(ﬂfn),
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also ist die rechte Seite von Gleichung (44) gegeben durch

n+1

1p,(z / / / [ ptios, zioasti, ) dm(ay) - - - dm(,)dm(y)
n+1mB n B

1 4=1

=Q*(Xo € Bo,...,X,, € By, X, € Byy1NB)=Q% (AN B).
O

Wie bereits angekiindigt, werden wir in Abschnitt 3.3 der Frage nachgehen, ob die
a-skalierte Brownsche Briicke die Briicke eines Markovprozesses ist. Im Falle o # 1
werden wir das fiir zwei Klassen von Markovprozessen ausschliefen konnen. Eine der
beiden Klassen besteht aus gewissen Ito-Diffusionen, die wir nun einfiihren werden.
Anschliefend prasentieren wir die Methode, mit deren Hilfe wir zeigen werden, dass
{P%¥, z,y € R} nicht die Familie von Briicken eines Mitglieds besagter Klasse ist.

3.1.1. Briicken einer It6-Diffusion und ihre Charakterisierung

Definition 3.4. Wir bezeichnen mit Z die Menge aller Markovmake @ = {Q*, = € R}
mit strikt positiven Lebesgue-Ubergangsdichten p, die den folgenden Bedingungen (B)
geniigen.

(B1) Es existieren stetige Funktionen p, 0 : [0, 1] x R — R, so dass fiir alle z € R eine

schwache Losung
(©,.7,P), (Y, B),{F, t €[0,1]} (46)

von

{dXt = p(t, Xp)dt + o(t, X;)dBy, ¢ €[0,1] (47)

XQ = X.
mit der Eigenschaft Q® = P o Y ! existiert.

(B2) Fiir alle t € (0,1] und z € R erfiillt die Funktion, definiert durch
pee:[0,t) x R—=R, (s,w)— p(s,w;t,2),
die Bedingungen

pi. € CV2([0,1) x R)
00 00
0s awpt 2 dw &spt’z’

wobei beide Seiten der zweiten Gleichung existent seien.

In diesem Falle schreiben wir Q = I(p, 0?).
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Bemerkung 3.5. Man beachte, dass die Notation Q = I(u,c?) aus obiger Definition
praktisch, jedoch etwas nachlissig ist, da sie eigentlich eine Zuordnung Q > (u,0?)
beschreibt, nicht umgekehrt. Die Eindeutigkeit der Zuordnung Q — (i, o?) folgt aus
dem folgenden Lemma 3.6.

Die Frage, ob die Verteilung der Losung einer stochastischen Differentialgleichung
bereits eindeutig durch deren Koeffizienten bestimmt ist, ist von grundlegendem In-
teresse und wird in der Literatur intensiv behandelt. Fiir unsere Zwecke ist jedoch
genau die umgekehrte Fragestellung wichtig. Das folgende Lemma besagt, dass (unter
gewissen Bedingungen) die Verteilung einer schwachen Losung die Koeffizienten der
zugrundeliegenden stochastischen Differentialgleichung bereits eindeutig bestimmt.

Lemma 3.6. Seien puy, ji2, 01,02 : [0, T] Xx R — R stetige Funktionen und
(@, 7P, (Y', B'), {4, t € [0,T]}

jeweils schwache Losungen von

dXt = ,U/Z(t,Xt) dt—FO'l(t,Xt) dBt, te [O,T]
(48)
XO =X
fiir i = 1,2. Weiter setzen wir voraus, dass Y' und Y? Markovprozesse mit strikt

positiven Lebesque-Ubergangsdichten sind. Dann folgt aus Py o Y1 =PyoY, ! bereits
(0%, 1) = (03, pia).

Beweis. Sei P:=PloY; ' =P2oY, . Aus der Ito6-Formel folgt, dass fiir i = 1,2 und
alle f € C*(R)

t
M= f) = 105) - [ £ te T
0
it 1 o? 0
L= Z02(s,)=— + (s, )—
S 20-7,(57 )ax2+u(87 )ax
ein stetiges lokales Martingal ist. Diese Eigenschaft bleibt erhalten, wenn wir fiir ¢ = 1, 2

den Prozess Y* durch den Koordinatenprozess X auf (C[0,T], (C[0,T1]), P), ausge-
stattet mit der kanonischen Filtration, ersetzen. Damit ist auch

t
N/ = M — M = / (2= LOf(X,)ds,  te[0,T]
0

unter P ein stetiges lokales Martingal. N/ ist offensichtlich absolut stetig, also insbe-
sondere von endlicher Variation. AuRerdem gilt N/ = 0 P-f.s. Aus Lemma 1.11 folgt
N/ =0 P-fs. Das— (L£2—L1) f(X,) stetig ist, folgt weiter (£2— L) f(X,) = 0 fiir alle
s € [0,T] P-f.s. Mit der Wahl f(z) = x folgt daraus P-f.s ps(s, Xs) — (s, Xs) = 0 fiir
alle s € [0,7]. Wegen der vorausgesetzten Existenz von strikt positiven Ubergangsdich-
ten gilt P(Xs € U) > 0 fiir alle s € (0,7 und alle offenen Mengen U C R, also folgt
daraus py = pp. Mit der Wahl von f(z) = z? erhalten wir nun ebenso 0% = o3. O
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Wir werden nun ein Kriterium entwickeln, mit dem wir erkennen konnen, ob es
sich bei einer betrachteten Familie von Ito-Diffusionen um die Briicken eines Ele-
ments () € Z handeln kann. Der erste Schritt ist das folgende bekannte Resultat,
das besagt, dass die Ubergangsdichte einer It6-Diffusion der zugehérigen Kolmogorov-
Riickwirtsgleichung geniigt.

Lemma 3.7. Es sei I(y,0%) € Z und p die zugehérige Ubergangsdichte. Dann gilt fiir
allet € (0,1) und z € R

9 (s,w) + p(s w)i (s,w) + 102(5 w)a—2 (s,w) =0 (49)
aspt,z ) His, awpt,z ) 9 aw2pt,z ) — Y.

2
Normalerweise werden Resultate dieser Art unter Voraussetzungen an die Koeffizi-
enten ;o und o bewiesen, die die Existenz einer Losung und der zugehérigen Uber-
gangsdichte garantieren, siche z.B [KS91, S. 369]. Um unter den hier betrachteten
Bedingungen keinen Zweifel an der Giiltigkeit des Lemmas zu lassen, folgt ein kurzer
Beweis.

Beweis. Sei x € R beliebig. Wir fixieren ¢ € [0,1) und z € R. Nach Voraussetzung
existiert ein Prozess Y auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,.%, P) mit Standardfil-
tration und Brownscher Bewegung B, der f.s. dY; = pu(t,Y;) dt+o(t,Y:) dB;und Yy = x
erfiillt. Der Prozess M** := {p; .(s,Y5), s € [0,t)} ist dann ein Martingal, denn mit der
Markoveigenschaft und der Chapman-Kolmogorov Gleichung gilt f.s. fiir 0 <r < s <t

E [pt,z<3>Y:9) | yr] = /pt,z(sag)p(ray;‘; 576) dﬁ
= /p<r7}/;";57£)p(57£;t7 Z) d£ :p(T’,Y;«,t,Z) :pt,z<r7n>'

Differenzieren von p (s, Ys) mit der Ito-Formel ergibt

2

0 0 1 0
(Y0 = (el Y0+ (Y s, o) 4 Yo 5 (s, o)) s

0
Ys) 5—pe2(8,Ys) dBs.
+ o (s, )8wpt’ (s,Y5)
Da M%* ein Martingal und die Semimartingalzerlegung eindeutig ist, verschwindet der
Term von endlicher Variation, d.h. es gilt f.s. fiir alle s € [0, 1)

(0 9 1, & -
/0 (52?1‘,,2(707 K‘) + ,u(r7 K’)a_wpt,z(ra K“) + 50- (Ta K«)@pt,z@} K‘)) dr — O

Da der Integrand stetig in 7 ist, muss auch dieser f.s. fiir alle r € [0,¢) konstant null
sein. Wegen der vorausgesetzten strikten Positivitdt von p gilt fiir alle » € (0,¢) und
alle offenen Mengen U C R, dass P[X, € U] > 0. Damit folgt die Giiltigkeit von
Gleichung (49). O
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Folgende Proposition gibt Aufschluss dariiber, welcher Semimartingalzerlegung die
@-Briicken geniigen fiir Q € Z. Diese Proposition entspricht im Wesentlichen [Jam75,
Theorem 2|, allerdings wird dort unter der Voraussetzung gearbeitet, dass die Koeffi-
zienten p und o beschrinkt sind.

Proposition 3.8. Es sei Q := I(p,02) € T und p die zugehdrige Ubergangsdichte. Fiir
zwei weitere stetige Funktionen fi,6 : [0,1) x R — R und beliebiges x € R betrachten
wir die stochastische Differentialgleichung

{dXt = [i(t, X,) dt + 5(t, X;) dB, (50)

XO = X.
Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Fir alle T € (0,1) existiert eine schwache Losung

(Q,.7,P), (Y W), {%, t€0,T]}

von Gleichung (50) auf [0,T), so dass Y unter P ein Markouprozess mit Lebesgue-

Ubergangsdichte
;T t, 21
(s, it 2) = p(s,w;t, 2)p(t, 2 1,y) (51)
p(s,w; 1,y)
ist, wober 0 < s <t <T undw,z € R.
(ii) Es gelten fir alle t € [0,1) und z € R die Identitdten
%t z) = o’ (t, 2), (52)
. 0
filt, z) = p(t, 2) + 0°(t, 2) o~ log p(t, 2; 1, y). (53)

0z

Beweis von Proposition 3.8. Die Darstellung dieses Beweises ist inspiriert von [Gub16].
Nach Voraussetzung existiert ein Prozess Y auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q2, .7, P)
mit Standardfiltration und Brownscher Bewegung B, der f.s. dY; = u(t,Y;) dt+o(t,Y;) dB;
sowie Y = x erfiillt und dessen Verteilung Q* ist. Seien zunéichst die Identitidten aus (i)
erfiillt. Wir konstruieren mit Hilfe von Y eine schwache Losung von Gleichung (50). Sei
T € [0, 1) beliebig. Wir haben im Beweis von (49) gesehen, dass {p(t, Y; 1,v), t € [0,T]}
fiir alle y € R ein Martingal ist. Also ist auch fiir alle z,y € R der Prozess

p(t, Yy 1,y)
p(0,2;1,y)’

ein Martingal. Auferdem gilt f.s. h*¥(0,Yy) = 1. Folglich kénnen wir mit dem Girsanov-
Theorem bzw. den Uberlegungen zur Doobschen h-Transformation aus Abschnitt 1.3.3
auf .#r das Wahrscheinlichkeitsmaf dQ7¥ = h*¥(T, Y7 )dP definieren. Unter Beachtung

von

h™¥(t,Y;) = te[0,T]

0 0
I zy _ )
5 logh (t,2) 5 log p(t, z; 1, y)
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sieht man dann, dass
(Q7 yT» Q?y% (Y|[O,T]7 B)a {tg;t?t S T}

mit der Q)r-Brownschen Bewegung

t
~ 0
Bt = Bt - / 0-(87}/8)6.1’ logp(s,YS, 17y) d87 t € [OvT]
0

eine schwache Losung von (50) ist. Es bleibt zu zeigen, dass Yo 7 unter Q7Y ein Mar-

kovprozess mit Lebesgue-Ubergangsdichte p¥ ist, d.h., dass fiir alle messbaren Funk-
tionen f: R — Ry und 0 < s <t <Tfs.

o (F(Y)]72) ‘/f Vs, Yiit,€) de

gilt: Die rechte Seite dieser Gleichung ist offensichtlich .#,-messbar und unter Beach-
tung von

Eqzn (V) = E[V h™(T,Yr)] = E[E[V h*(T, Y7) | Z,]]
=E[VE[M(T,Yr)| F || =E[VLI(rY,)]

fir alle r < T und .%,-messbaren Zufallsvariablen V' rechnet man fiir alle A € %

Eges <1A/f (s Y;,t,g)dg)

—E | h™¥(s,Y}) 1A/f s,YS,tf)df}

~® WW&KMA/fw Vit € o de|

:E]A/fgm&nm@m%ao%}

=E[LLE[f(Y)r™(t,Y) | Zs]]
=E[E[14f(Y)R™(t,Y}) | F]]
= E[14f(Y)h™¥(t, V)]

= Eqgev(1af(Y2)).

Damit ist (i7) = (i) gezeigt.

Nun gelte (7). Die Losung (Q Fr, Q3Y), (Yo, B), {Z,t < T} aus dem ersten Teil
des Beweises und (Q, .Z,P), (Y, W), {%7 t € [0,7)} haben die gleichen Ubergangsdich-
ten pY, also die gleichen Verteilungen auf (C[0,T], Z(C|0,T])) fiir alle T € [0, 1). Die
Koeftizienten der jeweiligen Differenzialgleichungen sind stetig, also folgt aus Lemma
3.6, dass diese Koeffizienten iibereinstimmen miissen. Folglich gelten die Identititen
(52) und (53). O
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Schlieflich brauchen wir noch eine Variante eines Resultats aus [Cla9d1]. Clark zeigt
in [Cla91, Theorem 1], dass zwei Ito-Diffusionen mit glattem Drift und Diffusionskoef-
fizient © und o bzw. & und ¢ genau dann die gleichen Briickenprozesse haben, wenn
die Identitédten

0n 10 (@ L 0i)_0u
oto? 20z

. 10 (| 5,0 p
eI —a§*§£(§+“@;
erfiillt sind. Das Paar (Fj 52,62) mit

~ ~2 ~
Lo 9p 10 (M_+&z£ﬁ>

o = 5152 T 20r \ 52 Dz 52

ist folglich invariant innerhalb der Klasse der It6-Diffusionen, deren Briicken mit den
Briicken der Ito-Diffusion dY; = u(t,Y:) dt + o(t,Y:) dB; iibereinstimmen. Clark nennt
diese Invarianten (lokale) reziproke Charakteristiken. Fiir unsere Zwecke geniigt die
folgende ,einfache Richtung® dieses Resultates:

Korollar 3.9. Fine It6-Diffusion I(u,0?) € T hat dieselben reziproken Charakteris-
tiken wie thre Briickenprozesse. Das heif$t, falls fir zwei stetige Funktionen f[i,7 :
[0,1) x R — R eine schwache Lisung

(2, 7. P), (Y. W), {%, t € [0,1)}

von Gleichung (50) existiert, so dass'Y ein Markovprozess mit Ubergangsdichte (51)
ist (p sei die Ubergangsdichte von I(u,0?)), dann gelten die Identititen

5 =02,
Fﬂ,6'2 - FM70'2'

Beweis. Wir folgen der Argumentation in [Thi02]. Sei p die zu Z(u, 0?) gehorige Uber-
gangsdichte. Wir wissen aus Proposition 3.8, dass die Identitdten

0
6’ =0% f=p+o’=logpy,
ox ’

gelten. Folglich ist

op 10
aﬁ+5@(
1
2
—i—gilogpl _,_12 2,u£10gp + o? 2lo 2—1— 28—21
x Y x ox Ly ox &Py 4 0x? 08Py | -
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Es bleibt zu zeigen, dass der Term in der letzten Zeile verschwindet. Dieser vereinfacht
sich unter Verwendung von (B2) zu

g L 2 =+ 2 +1 28_2
0r | p1y gty T Hg Py T 57 P )|

Der Term in den runden Klammern verschwindet geméf (49) und somit ist die Aussage
bewiesen. O

3.2. Die a-skalierte Brownsche Briicke ist fiir a # 1 nicht
Briicke eines GauR-Markov-Prozesses

Bevor wir uns dem Fall o # 1 zuwenden, prisentieren wir im folgenden Theorem ein
bekanntes Resultat fiir den Fall o« = 1: Die Brownsche Briicke kann als Briicke der
Brownschen Bewegung aufgefasst werden. Wir erinnern daran, dass fiir x,y € R, W*¥
als diejenige Verteilung auf (C[0, 1], Z(C10, 1])) definiert ist, unter der X ein Gaufscher
Prozess mit Erwartungswert und Kovarianz gegeben durch

Covwew (Xs, X)) = sAt — st

fir s,t € [0,1] ist.
Theorem 3.10. {W*¥ x,y € R} ist eine Familie von {W?*, x € R}-Briicken.

Beweis. Sei z € R beliebig. W*¥( X, = z, X; = y) = 1 haben wir bereits in Proposi-
tion 2.6 gezeigt. Wir berechnen nun die endlichdimensionalen Verteilungen von W*¥,

Seien 0 =ty < t; < ... <t, < 1. Wie in [KS91, Aufgabe 6.11] vorgeschlagen, rech-
Xti _ Xt,i71

1—t; 1—t;—1

nen wir zunichst nach, dass unter W*¥ die Zufallsvariablen Z; =
¢ =1,...,n unabhéngig sind: Es gilt fiir ¢ < k

(1 —ty) tic1 (1 —tg—1)
Covwen(Zi, Z) T —t)(1—tp) (1= tii) (1 —tes)
tl(l — tk_1> ti_l(l — tk>

— — =0.
(T=t)(1 —tpr)  (L—=timn)(1 —ti)
Da (Z;, Z),) normalverteilt ist, folgt die Unabhéngigkeit bereits aus der somit gezeigten
Unkorreliertheit. Weiter gilt fiiri =1,...,n
ti ti-1 ti —ti

= Byew(Z;) = R Sy
H wea(Zi) T i 1—t)(1—t.i 1)’

und

ti(l—t) ti1(1—tiq) tici(1—1t;) t; —ti
2:V T,y ZZ — —2 == .
7= Ve ) = e T e =) () — )
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Damit ist die gemeinsame Lebesgue-Dichte von (Z1,.. ., Z,) gegeben durch

n

1 Zi — W
ftyl,...,tn(zlv"wzn):H;90< o )7

i=1 *

22 . . . .
wobei ¢(z) = \/%e’T fiir z € R. Wir betrachten die lineare Transformation

T T Tn Tn—1
J: — — — e, Tn).
<1—t1 -t 1—t, 1—tn_1) (@1, n)

Die Funktionaldeterminante der inversen Abbildung ist offensichtlich gegeben durch

n

detDJ—l :H]_it

i=1

Nach der Transformationsformel fiir Lebesgue Integrale folgt, dass (Xy,, ..., X;,) unter
WY die Dichte

n

1 r;  _ _Ti—-1 /1/
” B 1—t; 1t ‘
N e e

=1

mit xo := x besitzt. Direktes Ausmultiplizieren ergibt

2 2
x; Ti1 B Z; Ti1 ti —ti
1—t;, 1—t;4 Hi) = 1—t;, 11—t (1—t,~)(1—tz~_1)y

1 ( )2 1 tz — ti—l
= T; — Ti—
(1—t)(1—t;1) Vo= 0)2(1 =t
t; —ti 9
(1 - tl)(l - tifl)Q (xz—l y) .

Es folgt

1 Ti—Ti—1 1 Ti—Y
n
y Vit ? <\/ti—ti_1> it ¥ ( l—tl—>
G (@1, ) =[] :
i=1 1 Ti—1—Y
\/l—tq;_l SO (\/1—ti—1

Nach Proposition 1.15 ist damit X unter W*¥ ein Markovprozess mit Ubergangsdichte
(43), wobei

p(s,wit,z) = \/% ; <%)

die Ubergangsdichte von W? ist. Damit ist die Proposition bewiesen. O]
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Nun wollen wir uns damit befassen, ob die a-skalierte Brownsche Briicke auch fiir
a # 1 die Briicke eines Gaufk-Markov-Prozesses ist. Diese Problematik wurde bereits
von Mansuy [Man04]| behandelt. Wir erinnern daran, dass Mansuy nur a-skalierte
Brownsche Briicken zwischen x und 0 betrachtet. Er beantwortet in [Man04, Pro-
position 4| oben aufgeworfene Frage negativ. Die Aussage dieser Proposition lautet:
Fiir a # 1 ist die a-skalierte Brownsche Briicke nicht die Briicke eines zentrierten
Gaubk-Markov-Prozesses. Der dazu angegebene Beweis stellt sich allerdings als nicht
vollstandig heraus. Die Aussage, die er tatsichlich beweist, ldsst sich folgendermafen
formulieren:

Proposition 3.11. Es existiert kein Gaufi-Markov-Prozess mit Start in 0 und Uber-
gangsdichte

po(w: 2) = ——— exp <_M> w2 € R (54)

210y 20?
fiir gewisse oy > 0,t € (0,1], so dass die Ubergangsdichte von P90 gegeben ist durch

DPi— s(w Z)Pl t(Z O)
p1—s(w,0)

(s, w;t, z) = , w,z€e€R,0<s<t<1. (55)

Wir kénnen an der Ubergangsdichte (55) erkennen, dass Mansuy ausschlieklich zeit-
homogene zentrierte Gaufs-Markov-Prozesse betrachtet. Wir wollen seinen Beweis kurz
angeben.

Beweis. Mansuy fiihrt den folgenden Widerspruchsbeweis. Seien die Ubergangsdichten
von P%Y gegeben durch (55). Die Verteilung des Prozesses mit Ubergangsdichte p;
bezeichnen wir mit Q°. Fiir messbare Funktionen f : R — R, gilt dann

f(y)dy
X
:EQo plt ¢, 0
ploo

2 2
[E ()

Mansuy berechnet nun den ersten und letzten Ausdruck aus obiger Gleichungskette fiir
die Funktionen f =1 bzw. f(z) = exp (2;"22
1—

). Daraus resultieren die Gleichungen
t

2 9 2
0] =014 +0;

2 2
%y, Bpn(XD)
o2 o2 '
i it

Durch Kombination dieser Gleichungen ergibt sich

2 2
0y 014

2 )
5]

Ey0(X7) =
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das heiftt, dass die Varianz der a-skalierten Brownschen Briicke symmetrisch um ¢ =
1/2 sein miisste. Schlieklich wird ohne Beweis angefiihrt, dass dies ausschlieflich im
Falle a = 1 zutrifft. Wir schliefsen diese Liicke im Beweis mit folgendem Argument:
Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion ¢ : (0,1) — R, die ¢g(t) = g(1 — t) fiir alle
t € (0,1) erfiillt, gilt bekanntlich auch ¢”(t) = ¢”(1 — t) fiir alle t € (0,1). Fiir die
Varianz der a-skalierten Brownschen Briicke (32) gilt allerdings

2 2 S
— Foo0(X?) = — l—t2a/ | = —2a(1 —t)** %
i B0 = 5 |- [ = e

Diese Funktion ist fiir & > 1 streng monoton wachsend und fiir @ < 1 streng monoton
fallend auf (0, 1), also in keinem dieser Fille symmetrisch um ¢t = % Folglich ist fiir
a # 1 auch Epoo(X?) nicht symmetrisch um ¢ = 3. O

Bemerkung 3.12. Auf die in obigem Beweis aus der Widerspruchsannahme hergeleitete
Symmetrie von Epg,o(Xf) um ¢t = 3 hétte man auch folgendermaRen schlieken kénnen:
Da pi(u,v) = py(v,u) fiir alle u,v € R und ¢ € (0, 1], gilt

0 —+(v,0
p(0.0;:t,0) = PO o 01 1,0,

P1 (0, 0)

das heifst, der Prozess ist zeitsymmetrisch. Diese Symmetrie gilt dann auch fiir die
zweiten Momente:

EPS,o(XtQ) = /02 p°(0,0;t,v) dv = /U2 p°(0,0;1 —t,v)dv = Epoo (X2).

Die von Mansuy angefiihrte Argumentation bricht natiirlich fiir zeitinhomogene Pro-
zesse in sich zusammen, denn fiir diese gilt die Symmetrie der bedingten Varian-
zen nicht notwendigerweise. Wir werden im Folgenden einen vollstdndigen Beweis fiir
die Proposition von Mansuy angeben. Wir formulieren nun unsere Version der Aus-
sage. Unter einem Gauf--Markov-Mafs verstehen wir ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(C0,1],8(C10,1])), unter dem der Koordinatenprozess X ein Gaufsscher Markovpro-
zess ist. Wir betrachten die folgende Klasse von Gaufs-Markov-Mafen.

Definition 3.13. Wir bezeichnen mit G die Menge aller Markovmafe mit strikt posi-
tiven Lebesgue-Ubergangsdichten, unter denen X ein Gaufscher Prozess ist.

Fiir die somit definierte Klasse von Verteilungen erhalten wir:

Theorem 3.14. Sei o # 1. Dann ist {PY, x,y € R} keine Familie von Q-Briicken
fiir ein beliebiges GaufS-Markov-MafS Q € G.

Unser Beweis dieses Theorems wird auf Eigenschaften der Kovarianzfunktion von
Gauhk-Markov-Prozessen beruhen. Daher fiigen wir an dieser Stelle den folgenden Ab-
schnitt ein.
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Einige Aussagen zur Kovarianzstruktur GauBscher Prozesse

In diesem Abschnitt werden wir drei Lemmas iiber die Kovarianzstruktur Gaufscher
Prozesse prasentieren. Da die Zusatzvoraussetzung, dass es sich dabei um einen stetigen
Markovprozess handelt, nicht fiir alle Lemmas relevant ist, arbeiten wir in diesem
Abschnitt mit einem Gaufschen Prozess Y = {Y;, t € [0,1]} auf einem beliebigen
Wahrscheinlichkeitsraum (2, .#, P). Dadurch kénnen wir die folgenden Resultate in
groktmoglicher Allgemeinheit priasentieren. Ist im folgenden Abschnitt Y als Markovsch
vorausgesetzt, so ist stets Markovsch bzgl. #) = o(Y,, s < t) mit ¢ € [0, 1] gemeint.

Lemma 3.15. Sei Y = {Y;, t € [0,1]} ein stetiger Gaufscher Prozess. Dann ist die
Kovarianzfunktion von Y, d.h. die Abbildung

(5,t) = c(s,t) := Cov (Y,,Y;), (s,t)€]0,1]?
stetig.

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass wir o.E. annehmen kénnen, dass Y zentriert ist:
Nach Definition eines stetigen Prozesses gilt lim,_,, Y; = Y; f.s. fiir alle ¢ € [0,1]. Fiir
Gaufssche Zufallsvariablen impliziert nach Proposition 1.6 Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit (also insbesondere fast sichere Konvergenz) bereits LP-Konvergenz, p € [1,00).
Mit p = 1 erhalten wir daraus, dass die Funktion ¢ — m, := E[Y;] stetig ist. Folglich
ist Y = {Y;—my, t €[0,1]} ein stetiger zentrierter Gaukscher Prozess. Da Y und Y die
gleiche Kovarianzstruktur besitzen, konnen wir also o.E. annehmen, dass Y zentriert
ist. Damit gilt insbesondere ¢(s,t) = E[Y,Y;] fiir s,¢ € [0,1]. Seien nun (¢!),cn Folgen
in [0,1] mit ¢, — ¢ € [0,1],4 = 1,2. Wir miissen c(t},t2) — c(t!,t?) zeigen. Das
folgende Argument ist [Nev68, S. 41| entnommen. Mit Dreiecks- und Cauchy-Schwarz-
Ungleichung erhalten wir

et %) = clth, 12)] = [B[YaYe] - B[y Vs ]|
<E[[Va(Ye - Ya)l] + B[V (Yo - Yy)I]

< VB[] B[00~ vep] + /B v | B[00 - vy)]

Der letzte Term konvergiert gegen 0, denn (wie oben) folgt aus der Stetigkeit von
Y bereits Yy — Yy in L2, also E[(Y; — Y;)2] — 0 fiir i = 1,2 und E [yf] ist
beschrinkt in n € N. O

Folgendes Lemma wird den entscheidenden Baustein fiir den Beweis von Theorem
3.14 liefern.

Lemma 3.16. Sei Y = {Y;, t € [0,1]} ein Gaufscher Prozess mit Kovarianzfunktion
c(s,t), s,t €[0,1]. Dann ist Y genau dann Markovsch, wenn fir alle0 < s <t <u <1

c(s, t)e(t,u) = c(t, t)c(s,u). (56)

gilt.
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Beweis. Sei m; := E[Y;] fir t € [0,1]. Unter Beachtung von o(Y;) = o(Y; — my) fiir
alle ¢ € [0,1] stellen wir mit der Charakterisierung (10) eines Markovprozesses fest,
dass Y genau dann Markovsch ist, wenn Y := {Y; — my, t € [0, 1]} Markovsch ist. Da
Y und Y die gleiche Kovarianzstruktur besitzen, kénnen wir o.E. annehmen, dass YV
zentriert ist. Folgende Argumentation ist eine etwas detailliertere Version von [Nev68,
S. 53]. Sei zunéchst Y Markovsch und 0 < s < t < u < 1. Erneute Anwendung von
(10) liefert in Verbindung mit Gleichung (5) im Falle Var [Y;]| = ¢(¢,t) # 0

c(s,u) =E[Y,Y,]=E[E[Y,Y, |Y;]]=E[E[Y; |V} E[Y,|Y:]]

c(s,t), c(t,u) c(s,t)e(t, u) c(s,t)e(t,u)

B BY]= c(t,t)

=B e e o(t,1)2

somit (s, t)c(t,u) = c(t,t)c(s,u). Falls ¢(t,t) = 0, gilt auch c(s,t) = 0 fiir alle s €
[0,1] und somit ist auch dann die Aussage der Proposition erfiillt. Die umgekehrte
Implikation ist fiir unsere Zwecke nicht notwendig, daher skizzieren wir ihren Beweis
nur: Es gelte (56). Die Rechnung im ersten Teil dieses Beweises zeigt dann

E[E[Y,|Y:|E[Y, Y]] = B[V,Y.].

Da fiir alle r € [0, 1] der bedingte Erwartungswert E [Y,. | Y; | die orthogonale Projektion
im Hilbertraum L?(2, %, P) von Y, auf L?(Q, o(Y};), P) ist (siche z.B. [Klel3, S. 180]),
gilt E[(Y, —E[Y,|Y;]) Z] =0 fiir alle Z € L*(Q,0(Y;), P). Daraus folgt
E[Y.Y, | =E[(Y, -E[Y |V ]+ E[Y, [V, )(Ys - E[Y, |V ]+ E[Y,[Yi])]
—E[(Y. ~ E[Y,[Y,)(Y, ~E[Y,|Y:])] + B[V.Y,],

also E[ (Y —E[Y|Y:]) (Y. —E[Y,|Y:])] = 0. Da Y ein Gaufsscher Prozess und Y, —
E[Y,|Y;] eine Linearkombination von Y, und Y; fiir alle € [0, 1] ist, folgt aus dieser
Unkorreliertheit bereits die Unabhéngigkeit der drei o-Algebren

G=0(Y,—E[Y.|Y],s<1), & =0(Y;i-E[Y,|Y;] s=1t), o).

Offensichtlich gilt 0(4%, U o(Y:)) = o(Ys, s < t) und o(¥/ Uo(Y:)) = o(Ys, s > t). Die
Aussage der Proposition folgt nun aus folgender Beobachtung: Sind ¢,%’ und 7 drei
unabhéngige o-Algebren, dann sind o(4U) und o(9'U) gegeben J# unabhéngig.
Diese Aussage wiederum zeigt man folgendermafen: Wir setzen

A={GNH|Ge¥Y , Hex}, A={GNH|Ge¥Y HeH}
Dann rechnet man leicht nach, dass fir A€ Aund A’ € A
P[ANA'|#]=P[A|A|P[A|#] fs. (57)

gilt. Schliefslich zeigt man die Giiltigkeit dieser Gleichung fiir alle A € (¢ U ) und
A" € 0(9'U.), indem man den Dynkinschen w-A-Satz zunéchst auf den schnittstabilen

Erzeuger A von o(¥¢ U s¢) und anschliefsend auf den schnittstabilen Erzeuger A’ von
0(¢' U ) anwendet. O
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Schlieklich brauchen wir noch das folgende Kriterium fiir die strikte Positivitat der
Kovarianzfunktion.

Lemma 3.17. Sei Y = {Y}, t € [0,1]} ein Gauf-Markov-Prozess mit stetiger Kovari-
anzfunktion (s,t) — c(s,t) := Cov (Ys,Y;), wobei (s,t) € [0,1]%. Seien 0 < s <t <1
fest gewdahlt und sei Var [Y, ] > 0 fir alle u € [s,t]. Dann gilt Cov (Y, Y;) > 0.

Beweis. Der folgende Beweis ist eine detailliertere Version eines Argumentes in [Nev68,
S. 55]. Da ¢(u,u) = Var[Y, ] > 0 fiir alle u € [s,¢] und die Kovarianzfunktion als
stetig vorausgesetzt ist, existiert ein ¢ > 0, so dass c(u,v) > 0 fiir alle v € [s,¢] und
v € [u,u+¢€)N[s,t]. Andernfalls géibe es namlich Folgen u,, € [s,t] und &, — 0, so dass
Up+e, € [8,t] und c(uy, u, +¢,) < 0 fiir alle n € N. Da (u,,) beschrinkt ist, konnen wir
nach dem Satz von Bolzano-Weierstra (nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge)
U, — u* € [s,t] annehmen. Folglich gilt c(u*, u*) = lim, oo c(tp, u, + &,) < 0, im
Widerspruch zur Voraussetzung. Wir wihlen nun eine Folge s = up < u; < ... <wu, =1
mit u; 41 — u; < €, also c(u;, uiq) > 0, fiir alle i = 0,...,n — 1. Aus Lemma 3.16 folgt
nun

c(s,up)c(uy,t) _ c(s,uy)e(uy, ug)c(usg, t)
c(uy,uy) c(uy, uy)e(ug, ug)
c(s,uy)e(uy, ug)c(ug, ug) -+ - c(Up_1,1)

_ .= > 0.
c(uy, uy)e(ug, ug) -+ - c(Up—1, Up—1)

c(s,t) =

]

Wir haben nun alle n6tigen Aussagen iiber die Kovarianzstruktur Gaufscher Prozesse
zusammengetragen und sind bereit fiir den Beweis unseres Theorems.

Beweis von Theorem 3.1/. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Sei also ) € G und
p die zugehérige strikt positive Ubergangsdichte. Wir nehmen an, dass { P, z,y € R}
eine Familie von Q-Briicken ist und schreiben Q%Y = P¥¥ fiir alle x,y € R. Sei nun
x € R beliebig. Wir verwenden die Notation

0sr = Covge (X, Xy), o0f = Varg:(X;), my = Eg«(Xy), s,t€[0,1].  (58)

Wir berechnen nun Covgey (X, X;) fiir 0 < s < ¢t < 1. Die gemeinsame Dichte von
(X5, X¢) unter Q™Y ist nach Gleichung (11) gegeben durch

gof (w, z) = p¥(0, 25 5, w)p? (s, w; t, 2)
~ p(0,z;5,w)p(s,w; 1,y)  p(s,w;t, 2)p(t, 21, y)

p(0,z;1,y) p(s,w;1,y)
_ p(0,z;5,w)p(s, w;t, 2)p(t, 21, y)
p(0,2;1,y) '

Im Zihler des obigen Bruchs erkennen wir die Dichte von Q% o (X, X;, X1)7!, im
Nenner die Dichte von Q"o X *. Diese Verteilungen wiederum sind nach Voraussetzung

%)



Gaufssch, wobei die Verteilungsparameter durch (58) gegeben sind. Als Quotient der
beiden Gaufschen Dichten entspricht ¢;} nach Formel (4) der Dichte der Verteilung

s,t
Ny </l(y), i), wobei
~ o ms y - ml O‘S,l
u@)(m)-% = (%J>,
~ o2 et 1 (o4,
Z — S S,t _ S, . ;
(Us,t o} o2 \ o1 (U ! Ut’l)

2 2
[ od oy 1 051 051011
— il J— » .
Ost O 02 \0s1001  Ojq

Daraus kénnen wir die Kovarianz von X, und X; unter )*¥ ablesen,

COVQM (X57Xt) = Ost — Us’lgt’l- (59)
01

Nach Voraussetzung ist X unter Q° ein Gauk-Markov-Prozess, also ist nach Lemma
3.16 die Identitat o001 = 057103 erfiillt. Da X stetig ist, folgt nach Lemma 3.15, dass
X unter Q" eine stetige Kovarianzfunktion besitzt. Aus der Existenz strikt positiver
Ubergangsdichten folgt aukerdem o2 > 0 fiir alle r € (0, 1], also kénnen wir mit Lemma
3.17 041 > 0 schliefen. Damit erhalten wir

0'5’10'132
Ost =
0¢,1
fiir 0 < s <t < 1. Einsetzen in (59) liefert
O'tQ Ot1
COVQz,y (Xsa Xt) =01\ — — = |-
O-t71 01

Wir vergleichen diesen Ausdruck nun mit der Kovarianzfunktion der a-skalierten Brown-
schen Briicke,

—v/ (1 =35)(1 —1t)log(l —s), a:%
@l =9 (1 9o - e — (1 -5 1
1-2a a7y

fiir s < t, vgl. Korollar 2.3. Unter der Voraussetzung, dass die a-skalierte Brownsche
Briicke eine ()-Briicke ist, stimmen diese Kovarianzfunktionen iiberein. Da sich beide
Kovarianzfunktionen als Produkt der Form f(t)g(s) darstellen lassen, stimmen die
ausschliefslich von s abhdngenden Terme der beiden Funktionen bis auf ein skalares
Vielfaches iiberein. Mit anderen Worten: Es existiert ein A, € R mit

. {—\/Tslog(l—s), a=

(1—s5)*— (1), a+ (60)

051 =

)

D= D=
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Im Falle o > 1 konvergiert die rechte Seite gegen unendlich fiir s 1. Aus der Stetigkeit
der Kovarianzfunktion (s,t) — o, folgt damit

2 .
=1 = 0.
oh 81;1[} 051 = 00
Das ist ein Widerspruch zur Normalverteilungsannahme an X; unter )®. Im Falle

a € (0,1) konvergiert die rechte Seite von (60) gegen 0 fiir s ' 1. Fiir o # 3 ist das
klar und fiir o = % folgt das aus

log h
—li}q\/l—slog(l—s): lim —20 —

h—00 \/E 0.

Fiir a < 1 gilt somit
2 .
=1 =0.

Das ist ein Widerspruch zur vorausgesetzten Existenz strikt positiver Ubergangsdich-
ten. Folglich kann {P¥Y x,y € R} keine Familie von Q-Briicken sein und das Theorem
ist bewiesen. ]

Bemerkung 3.18. Tatséchlich zeigt obiger Beweis eine stiarkere Aussage als die im zuge-
horigen Theorem formulierte: Fiir beliebige feste x,y € R existiert kein Gauk-Markov-
Maf Q% mit Q*(Xy = x) = 1 und strikt positiven Ubergangsdichten p so dass die
Ubergangsdichte von P>¥ durch (43) gegeben ist.

Im obigen Beweis haben wir die durch Lemma 3.16 implizierte Charakterisierung
Gaukscher Markovprozesse verwendet. Alternativ kann man Proposition 3.14 auch mit
folgender Charakterisierung beweisen:

Proposition 3.19. Jeder zentrierte Gauf-Markov-Prozess {Y;, t € (0,1]} mit stetiger
Kovarianzfunktion und Var [Y; ] > 0 fir alle t € (0, 1] ldsst sich (in Verteilung) in der
Form

Y, = u(t)Bv(t)a le (07 1] (61)

darstellen. Dabei ist B eine Brownsche Bewegung, u eine stetige, strikt positive Funkti-
on auf (0,1] und v eine stetige, monoton wachsende, strikt positive Funktion auf (0, 1].
Weiter ist jeder Prozess der Form (61) ein zentrierter Gauf-Markov-Prozess mit ste-
tiger, strikt positiver Kovarianzfunktion.

Beweis. Wir folgen der Argumentation in [Nev68, S. 55]. Nach Lemma 3.17 gilt (s, t) :=
Cov (Y,,Y;) > 0 fiir alle s,t € (0, 1]. Sei nun ug € (0, 1) beliebig. Wir definieren zwei
Funktionen a,u : (0,1] — (0, 00) durch

c(s,up), s < g
a(s) =
(s) c(uo,uo)c(s,s)’ s>
c(ug, 8)
t.t
C( ) ) , tS U,O
c(t, up)
u(t) =
c(ug, t)
0T s .
c(ug, up)
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Unter Verwendung von Formel (56) ergibt sich fiir alle s < ¢ die Identitét

c(s,t) = a(s)u(t) = u(s)u(t)v(s),

wobei wir v(s) = a(s)/u(s) definieren. Die Stetigkeit und strikte Positivitédt der Kovari-
anzfunktion c(+,-) iibertragt sich auf die Funktionen « und v. Mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung gilt (s, t)* < ¢(s, s)c(t,t), also fiir s <t

(u(s)u(t)o(s))” < uls)?v(s)u(t)?o(t).

Das impliziert wiederum v(s) < v(t), d.h. v ist monoton wachsend. Wir definieren nun
mittels einer beliebigen Brownschen Bewegung B den Prozess Y; = u(t)Byy), t € 1.

Mit B ist auch Y ein Markovprozess und ein zentrierter Gaufsscher Prozess. Fiir s <t
gilt schlieklich

Cov (f/s, YQ) = u(s)u(t) Cov (Bv(s), Bv(t))
u(s)u(t) (v(s) Ao(t)) = u(s)ut)v(s) = c(s,t),

wobei der vorletzte Schritt aus der Monotonie von v folgt. Da die Verteilung zentrier-
ter Gaufischer Prozesse eindeutig durch die Kovarianzfunktion bestimmt ist, folgt die
behauptete Aussage. m

Bemerkung 3.20. Ist in obiger Proposition Y auf [0, 1] definiert und gilt Var[Y;] =0,
so liefert die im Beweis angegebene Konstruktion im Allgemeinen keine Darstellung
der Form (61) mit auf ganz [0, 1] stetigen Funktionen w und v. Wir betrachten zum
Beispiel den Prozess 5
v, = tl_/t4 te (0,1

0, t=0.

Dann ist die Kovarianzfunktion

sy = T 0<s <<
’ 0=s<t<1

Y — —

zwar stetig auf [0, 1]%, jedoch gilt fiir die Funktion u aus obigem Beweis

ult) = c(t,t) _ (@)1/4

et u) t

fiir 0 < ¢ < up mit beliebigem uy € (0,1) . Diese ist offensichtlich nicht stetig auf [0, u]
fortsetzbar.

Mit dieser Darstellung erhalten wir:
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Zweiter Beweis von Theorem 3.14. Im ersten Beweis hatten wir unter der Vorausset-
zung, dass X unter Q* ein Gaul-Markov-Prozess mit existierenden Ubergangsdichten,
Q*(Xo = z) = 1 und Kovarianzfunktion o, ist, die Kovarianzfunktion des Briicken-

prozesses,
05,10¢,1

2

COVQz,y <X57 Xt) - O-S,t -
01

fiir 0 < s <t < 1 berechnet. Aus der Existenz von Ubergangsdichten folgt Varg=(X;) >
0 fiir alle ¢ € (0, 1]. Da weiter (s,t) — o, stetig ist, konnen wir, wie in obiger Propo-
sition,

X, D m(t) + u(t)Buwy, € (0,1]

mit stetigen, strikt positiven Funktionen u, v, mit v monoton wachsend sowie m(t) =
Eqg=(X;) fiir t € (0,1] darstellen. Damit gilt fiir s <t

051 = u(s)u(t)v(s).
Einsetzen in die Kovarianzfunktion des Briickenprozesses liefert

v(s) - u(t)u(l)v(t)
u(1)?u(1)

— u(s)u(s) - (u(t) - “(szzl’st)) .

Wie im ersten Beweis folgt nun durch Vergleich dieses Ausdrucks mit der Kovarianz-
funktion der a-skalierten Brownschen Briicke

Covaea (Xs, X2) = u(s)u(t)o(s) — u(s)u(l)

o Falls a > 1:
u(s)v(s) — oo firs /1.

Dies steht jedoch im Widerspruch zur vorausgesetzten Stetigkeit der Funktionen
w und v auf (0, 1].

e Falls a € (0,1):
u(s)v(s) — 0 firs 1.

Da v als strikt positiv und wachsend vorausgesetzt war, folgt

l% u(s) =0,

also mit der Stetigkeit von u auch u(l) = 0. Dies steht im Widerspruch zu
Annahme u(s) # 0 fiir alle s € (0, 1].

]
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3.3. Die a-skalierte Brownsche Briicke ist fiir a # 1 nicht
Briicke einer 1t6-Diffusion

Wir wenden uns erneut zunédchst dem Fall a« = 1 zu. Wie wir bereits wissen, gilt
PPV = W% fiir alle z,y € R, und {W?*Y, z,y € R} ist eine Familie von Markov-
briicken fir {W* x € R}. Wir verifizieren nun fiir dieses Beispiel die in Abschnitt
3.1.1 préasentierten Resultate, wobei wir die Brownsche Bewegung als eine [t6-Diffusion
auffassen. Offensichtlich ist W = {W?* z € R} ein Element von Z aus Definition 3.4
und es gilt W = I(0,1). Wie bereits erwihnt, ist die zugehdrige Ubergangsdichte p
gegeben durch (12). Es gilt

y—2z
1—t°

0
PN logp(t, z;1,y) =

Somit sind geméf Proposition 3.8 die zugehorigen Briickenprozesse (falls existent)
schwache Losungen von

ax, = 2"V gt 4 ap,
1-1¢
fiir t € [0,1). Wie zu erwarten, erkennen wir die Gleichung fiir die Brownsche Briicke,
den Briickenprozess der Brownschen Bewegung. Laut Korollar 3.9 gilt weiter, dass
Brownsche Bewegung und Brownsche Briicke die gleichen reziproken Charakteristi-
ken besitzen. Fiir die Brownsche Bewegung sind Drift und Diffusionskoeffizient durch
(p,0%) = (0,1) gegeben und folglich lautet die reziproke Charakteristik (F), ,2,0%) =
(0,1). Fiir die Brownsche Briicke sind Drift und Diffusionskoeffizient gegeben durch
fiy(t, z) = 4= fiir z € R, t € [0,1) und 6% = 1. Tatséchlich berechnen sich auch daraus
die reziproken Charakteristiken zu (Fj 52,5%) = (0,1), denn es gilt fiir alle z € R und
tel0,1)

Wir wollen nun zeigen, dass fiir @ # 1 die a-skalierten Brownschen Briicken nicht
die Familie von Markovbriicken einer Ito-Diffusion () € 7 sind.

Theorem 3.21. Sei o # 1. Dann ist {P¥Y, x,y € R} keine Familie von Q-Briicken
fiir eine Ité-Diffusion Q € T.

Mit Hilfe der in Abschnitt 3.1 geleisteten Vorarbeit reduziert sich der Beweis von
Theorem 3.21 auf die einfache Berechnung von Ableitungen des Driftkoeffizienten der
a-skalierten Brownschen Briicke:
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Beweis von Theorem 3.21. Nehmen wir an, dass {P?¥, x,y € R} eine Familie von
Q-Briicken ist und sei Q = I(u,0?) sowie p die zugehérige Ubergangsdichte. Nach
Definition sind dann die Ubergangsdichten von P*Y gegeben durch p¥ aus Gleichung
(51). Mit Korollar 3.9 folgt dann, dass fiir Drift und Diffusionskoeffizienten der a-
skalierten Brownschen Briicke von z nach y,

ﬂy(t,z):ay_z, Gt 2) =1,
1—1t
die Identitéten 6 = 0 und F), ,2 = F}; 5 erfiillt sein miissen. Wir berechnen
Opf, 10 (2 _, 004
Fpaetz)=="2+-— |2+ =
ot (b2) = 55+ 55, (52 LR

Dieser Term ist jedoch fiir a € (0,00) \ {1} von y abhéngig und kann folglich nicht fiir
alle y € R mit F), ;> iibereinstimmen. O]

Bemerkung 3.22. Schlieklich wollen wir uns klarmachen, dass weder Theorem 3.21 be-
reits aus Theorem 3.14 folgt, noch umgekehrt. Mit anderen Worten: Es gilt weder
G C Z noch Z C G. Sei dazu B eine Brownsche Bewegung auf einem beliebigen Wahr-
scheinlichkeitsraum, der mit einer Standardfiltration ausgestattet ist. Zunéachst ist klar,
dass nicht jede Ito-Diffusion ein Gaufscher Prozess ist. Wir bezeichnen mit sinh ™! die
Umkehrfunktion von sinh. Dann ist beispielsweise der nicht-Gaufssche Prozess

Y™ = {sinh(i + B,), t € [0,1]}

mit & = sinh ™' () eine It6-Diffusion mit Semimartingalzerlegung

1
dY;z = v/ 1 + (th)2 dBt + é}/tx dt, )/bm = X.

Um zu zeigen, dass die Verteilung von Y* x € R, in Z liegt, bestimmen wir die
Ubergangsdichten von Y?. Fiir messbare Funktionen f: R — R, und s < ¢ gilt f.s.

E[f(Y") [ F] = E[f (sinh(Z + By)) | & + B]

- \/ﬁ / f(sinh(r)) exp (—(T _gﬁff 55))2> v

B 1 (sinh ™" (h) — sinh ™' (V:7))? 1
- —m/f@ b (_ 2(t — s) ) i
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wobei wir die Substitution h = sinh(r) und - sinh™'(h) = ﬁ fiir h € R verwendet

haben. Folglich ist Y* ein zeithomogener Markovprozess mit Ubergangsdichte

1 (sinh™!(2) — sinh ™ (w))? 1
o) = e - o ) =

fiir t € (0,1]. Also sind offensichtlich die Bedingungen (B) erfiillt.

Nun geben wir ein Beispiel eines stetigen Gauf-Markov-Prozesses mit glatten Uber-
gangsdichten an, der keine Ito-Diffusion ist. Sei dazu w : [0, 1] — R eine stetige, auf
(0, 1) strikt positive Funktion. Weiter sei « von endlicher Variation, allerdings nicht ab-
solut stetig. Ein Beispiel einer solchen Funktion ist die Cantorfunktion. Diese kann man
zum Beispiel als Verteilungsfunktion von Z = "2, 2.X;/3" fiir eine iid Folge X, X, ...
mit P[X; =0] =P[X; =1] = 1 definieren, siche z.B. [Wen08, S. 76|. Nach Proposi-
tion 3.19 ist Y* = {z + u(t) By, t € [0, 1]} ein Gauk-Markov-Prozess. Die Existenz von
strikt positiven Ubergangsdichten fiir Y ist offensichtlich, da Y eine deterministische
rdumliche Skalierung der Brownschen Bewegung ist. Die partielle Integrationsformel
(20) liefert die Semimartingalzerlegung

z,w e R

d(z +u(t)B;) = By duy + uy dBy.
Aufgrund der Eindeutigkeit der Semimartingalzerlegung und weil u nicht absolut stetig

ist, kann dieser Prozess keine [t6-Diffusion sein. Folglich liegt die Verteilung von Y?, x €
R, nicht in Z.
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4. Schatzung von «

Sei (€2, .#, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Standardfiltration {.%#,t € [0, 1]}
und einer Brownschen Bewegung B = {B;, t € [0,1]}. Sei X : Q@ — C]0,1] eine
a-skalierte Brownsche Briicke zwischen x und y beziiglich dieser Objekte. Weiter sei
T € (0,1). Wir betrachten die Schitzung von a auf Basis einer Beobachtung

& =¢pm,

wobei ¢ eine Realisierung von X sei. Wir werden uns mit dem Maximum-Likelihood-
Schitzer (MLS) fiir a beschéftigen. Ziel dieses Abschnittes ist es, fiir den Fallz = y = 0
existierende Resultate (sieche [BP10b|, [GT14]) iiber den MLS fiir «, auf allgemeine z
und y zu erweitern. Man konnte zunéchst vermuten, dass diese Verallgemeinerung
unnotig ist, da man durch Betrachtung von £ — E[ X ] stets ohne Einschrinkung an-
nehmen kann, dass = y = 0 gilt. Das ist jedoch aus statistischer Sicht nicht sinnvoll,
da E[X.] vom unbekannten Parameter a abhéngt, vgl. Korollar 2.3. Fiir die Beweise
dieser Resultate konnen wir die fiir den Fall z = y = 0 bekannten Methoden beibehal-
ten, die Berechnungen werden allerdings deutlich aufwendiger. Zunéchst werden wir die
gemeinsame Laplace-Transformation zweier Funktionale der a-skalierten Brownschen
Briicke berechnen. Das wird uns insofern hilfreich sein, als dass sich der MLS fiir «
als Funktion dieser beiden Funktionale schreiben lisst. Als Anwendung dieser Laplace-
Transformation werden wir die starke Konsistenz des MLS fiir 7' " 1 nachweisen sowie
seinen Bias (fiir 7' < 1) berechnen.

Bemerkung 4.1. Tatséchlich wird in [BP10b], allgemeiner als die a-skalierte Brownsche
Briicke zwischen 0 und 0, der Prozess, gegeben durch die stochastische Differentialglei-
chung

dX: = ab(t) X dt +o(t)dB, te0,T)

Xo =10,

betrachtet. Dabei sei @« € R und b, 0 : [0,7) — R seien stetig differenzierbare Funktio-
nen mit o(t) > 0, b(t) # 0 fiir alle ¢ € [0,7), die der Differentialgleichung

d [b(t) } _ o b(t)?

dt | o(t)? o(t)?’

fiir ein gewisses K € R geniigen. Offensichtlich ist die a-skalierte Brownsche Briicke

zwischen 0 und 0 ein solcher Prozess, wobei b(t) = =15, 0 = 1 und K = 3.

te0,T)

Zunichst bestimmen wir den MLS fiir o. Dazu gehen wir analog zu [BP10b| bzw.
|G614] vor, die den Fall x = y = 0 behandeln. Wir schreiben abkiirzend Lz (a, §), lr(a, &)
sowie ar(€) anstelle von Ly (o, €1, Ip(a, £T) sowie ap(€7) fiir (log-)Likelihood-Funktion
und den MLS fiir o basierend auf einer Beobachtung 7. Gemiift Proposition 2.12 sowie
Lemma 2.13 und der darauffolgenden Bemerkung ist die Likelihood-Funktion fiir X7
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gegeben durch

T 2 i 2
y— X, (3/ S>
Ly(a: X) = v [ =X
(a; X) = exp (a/o s dX, 5 /0 e ds

T —1T)a/2 P (_% {% —- xﬂ N a(az_ . /OT <?(J1_—)§§32 ds) '

Folglich ist die log-Likelihood-Funktion [ = log L gegeben durch

lr(0; X) = /0 yl__)is dX, — % /0 %ds (62)
o 1 al(y— Xr)? 9 ala—1) T (y — X,)?
= Sron g5 | g e - [ )

Auch hier ist es von Vorteil, die Darstellung ohne stochastisches Integral zu haben,
denn so gibt es kein Problem bei der Definition und Berechnung von Iy (a;€) fiir eine
Realisierung £ von X. Die Maximum-Likelihood-Schétzung ist definiert durch

ar(é) = argiréax Ir(a;€).

Zur Bestimmung von d7(€) betrachten wir die Likelihood-Gleichung

d

EZT(O‘;g) =0,

d.h.

Lig b1 {M . @2} ~ 2a2— 1 / <(y1—_is)>j o

Diese Gleichung hat die eindeutige Losung

2 T (y—£.)2
logﬁ - [(yl—ﬁ? —(y— w)Q} + fo ((yl—i))2 ds

T _és 2
2/, ((7’1_5))2 ds

@T(f) =

Wir bemerken, dass diese Losung nicht notwendigerweise positiv ist. Aus

d? . _ g (y_és)Q
EZT(O{,g)——/O md8<0

fiir P7¥-fast alle £ € C[0, 1] folgt, dass (64) f.s. die Likelihood-Funktion maximiert und
wir erhalten:

Proposition 4.2. Sei £ eine Realisierung von X ~ PyY. Dann ezistiert basierend auf
der Beobachtung & = &|jo1 [.s. eine eindeutig bestimmte ML-Schitzung fir o in R
und ist gegeben durch (64).
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Bemerkung 4.3. Indem wir die log-Likelihood-Funktion in der Darstellung, die ein sto-
chastisches Integral enthélt, maximieren (bzw. Gleichung (42) auf den MLS (64) an-
wenden), erhalten wir die alternative Darstellung

i 0,

1

T (y—Xs)?
Jo ?(/1—3)2 ds

@T(X) =

fiir den MLS. Wie bereits erwéhnt, ist a priori nicht klar, wie dieser Schétzer an einer
Stelle X = & ausgewertet werden sollte. Setzen wir allerdings die Semimartingalzer-
legung dX; = ayl_—_Xt‘dt + dB; ein, so erhalten wir die folgende Darstellung fiir die
Differenz von Schitzer und zu schitzendem Parameter:

Ji 4,

T ( Xs)
fO Z(Jl 5)2 dS

ar(X) —a = (65)

Diese Darstellung wird uns beim Nachweis der starken Konsistenz des MLS niitzlich
sein.

4.1. Vorbereitung: Laplace-Transformation der fiir den MLS
relevanten Funktionale

Die Untersuchung der Eigenschaften des MLS fiir a basiert auf der Tatsache, dass fiir ei-
ne a-skalierte Brownsche Brucke von x nach y die gemeinsame Laplace-Transformation

von (y— X;)? und f ! (?(’ Xa) ds analytisch zuginglich ist und sich der MLS als Funktion

dieser Terme ausdriicken lasst Die folgende Proposition ist eine Verallgemeinerung von
[BP10b, Theorem 21|, wo der Fall x = y = 0 behandelt wird.

Proposition 4.4. FEs sei X eine a-skalierte Brownsche Bricke zwischen x und y.
Dann gult fir alle p > 0 und v >0

Xo) ds —v(y — Xy) ) ]

2 t

Ui, v; @) ::E{exp( M/O(

s)

oxp (22 (e —y)? +log1t [ sa) s @) + G0 (1 >]

o . Gi(v;a) ’
\/ct(u;a) + QGF'E#’; ))St 1 o

Ct(ﬂa )+2F(HQ)St(M7 )

wobes

F(u;a):\/2u+(a—%), Gi(v;a) =1—2a —4v(1 —t)

sowie

c(p; @) = cosh (F(p; o) log(1 —t)), s¢(p; ) = sinh (F(p; o) log(1 —t)).
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Fiir den Beweis brauchen wir die folgende Formel fiir die Laplace-Transformation
des Quadrats einer normalverteilten Zufallsvariable.

Lemma 4.5. Sei Z ~ N (a,7?) und s > 0, dann gilt

2 1 sa?
E[ ~s2 } - exp( ). 66
‘ \/zsv2+1exp< 2872+1> %)
Beweis. Es gilt \/sZ ~ N (y/sa, s7?) und folglich fiir s > 0

— / zexp< Z_\/_a))dz
\/27&5’7 2s7?
/ ( (2572 +1)22 —2\/_az—|—sa)d
z
\/27r57 2s7?
2
Vsa
(\/2572 +1z— \/2572+1> 257 =+ sa?

=
=——— [exp| —
V2 2577

E [6_522

dz

o
= ——= [ exp
27872 2572

1 1 (z — my sa?
exp _3—’72 dz - exp —ﬁ
\/237 +1 \/27r 225724_1 sY° +

2572 +1

1 ( sa® )
= ——exp| ——— | .
V2572 + 1 2577 +1

Beweis von Proposition 4.4. Sei 3 € R beliebig und X” sei die eindeutige starke Lo-
sung auf (2, %, P) der stochastischen Differentialgleichung

_X
dthﬂyl ttdt+dBt, X, ==

fir t € [0,1). Fiir 8 > 0 ist dieser Prozess eine (-skalierte Brownsche Briicke. Fiir
die meisten in Abschnitt 2 prisentierten Resultate ist die Voraussetzung § > 0 uner-
heblich. So gelten insbesondere die Losungsformel (29), die in Korollar 2.3 gennanten
Verteilungseigenschaften und die in Korollar 2.16 zur Aquivalenz der Verteilungen ge-
troffenen Aussagen genauso fiir 5 < 0. Einzig das deterministische Verhalten X b Y
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f.s. fiir t 1 liegt im Falle 5 < 0 nicht vor, spielt aber in diesem Abschnitt auch keine
Rolle. Fiir ¢ € (0,1) sei

Mpan = Hﬁ exp (—a 0 [(yl__)ff)z —(y —a)?
w554

Nach Korollar 2.16 ist unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf dPg o, = Mg o, dP auf #,
der Prozess X B|[0,t] eine a-skalierte Brownsche Briicke von x nach y. Damit konnen wir
darstellen

Ue(p, via) = E {exp (—u /Ot % ds —v(y — Xf)z) - Mﬁ,mt]

Wir setzen nun

2
5:;_%,#(&_;).

Damit erreichen wir 2u — o + 8 + a? — 32 = 0 und folglich gilt

wt(:ua v, a)

— exp (O‘gﬁ ((y—x)2+log1it)>E {eXp (_% (2u+%) (y—Xff” |

Da p > 0 vorausgesetzt ist, gilt g # % Aus Korollar 2.3 folgt dann

X[ =y~ N(E(t:8),V(E5)),
wobei
E(:8) =B [ X/ —y| = (1=~ y)

1—t—(1-t)%
26 — 1 '

V(t; B) := Var [Xf —y] =

Daa—f=a—-1+,/2u+(a—13)? > 0 fir p > 0, konnen wir mit Formel (66)
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berechnen

)P (537 (log 55 + (@ —9)")) [ 5@+ TOE®A)
B P (2v + CI—:f)V(t; B)+1

oxp (2271 (log 115 + (v — 9)?)) (1 — 1) Ve3P
\/(2’/+ V(5 8) + 1

20+ (o — 3)? , &
5 (z —y) e

B B(1; 5)
SBY(t; B) +

- exp

vt i (67)

Wir merken an, dass an dieser Stelle die eigentliche Verallgemeinerung des Falles
x =y = 0 stattfindet: Falls x = y = 0, ist auch E(¢;5) = 0 und entsprechend er-
hilt man dann einen deutlich einfacheren Ausdruck fiir ;.

Nun bleibt es, die Terme geeignet zusammenzufassen Dazu schreiben wir abkiirzend

F = F(u; ) und G = G¢(v; ). Damit ist § = 5 — F. Wir berechnen zunéchst
B ‘ _2y(1—t)+a—l+F 1—t—(1—¢t)2F
(2 +T>V(t,6)+1_ - 2 : ~F +1

F-a)@-p"-a-")+1-1"

N (1—1)F

G+ -0 = (F-5) 0 =07"

="

cosh (Flog(1 —t)) + & sinh (Flog(1 — t))

= A= t)F : (68)

Weiter gilt

Zusammen ergibt das

(21/—|- = )E(t ﬂ) B % (F — %) (1—t)"F(x —y)?

(2v+ % 5) V(t; 5) + cosh (Flog(1 —t)) + <= sinh (F log(1 — t))

: )
5 (1= 5 )(1—15) Mz —y)
cosh (Flog(1 —t)) + = sinh (F log(1 — t))
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und damit

2p+ (=) , 2w+ SEE(; B)?
2 (=) T +a—-ﬁ) (t8) 11

_F , cosh (Flog(l—1))+ 5% smh (Flog(l —t)) — (1 %) (1—-t)F
B E(I —y cosh (Flog(l — 1)) + <& sinh (Flog(1 — t))

_E e 3 (A=) +(1—1) )+%%((1—t) —(1=07)

2 Y cosh (F'log(1 —t)) + <= sinh (F'log(1 — t))

T(l—-t)y 1=t "
cosh (Flog(l — 1)) + <% sinh (Flog(1 — t))
_ (x — y)2 F sinh (Flog(l — 1)) + £ cosh (Flog(1 — t))

2 cosh (Flog(1 —t)) + = sinh (Flog(1 —t)) |

(69)
Einsetzen von (68) und (69) in (67) liefert schlieklich die behauptete Darstellung. [

4.2. Starke Konsistenz des MLS

Als erste Anwendung der eben hergeleiteten expliziten Formel der Laplace-Transformation
erhalten wir die starke Konsistenz des MLS fiir a. Folgende Proposition folgt im Falle
x =y = 0 aus [BP10b, Theorem 20].

Proposition 4.6. Der MLS (64) ist stark konsistent fir o, d.h. es gilt
P {lim ar(X) = a} =1
T
fiir alle o > 0.

Beweis. Wir betrachten Darstellung (65) fiir die Differenz a7 (X) — a. Diese ist offen-
sichtlich vom Typ &Iﬁ, wobei M ein lokales Martingal ist. Nach dem starken Gesetz

grofer Zahlen fiir lokale Martingale (Proposition 2.9), folgt aus limy ~ (M), = oo P-f:s.
bereits limz ~ % = 0 P-fis., also die starke Konsistenz des MLS. Wir zeigen nun
gleichbedeutend zu P [limp ~ (M) = oco| = 1, dass

o) 2o 20

gilt: Aus der Stetigkeit von h — e~ sowie [e™"| < 1 fiir h > 0 (dominierte Konvergenz)
erhalten wir

ol - f 5 )] el (- 925 )

= %1;1117,%(1,0; a).
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Aus Proposition 4.4 kénnen wir ablesen

Q/JT(L O, CY)
_exp (22=L(z —y)?) (1 — )20/ exp {(m —y)? . Fsp(l;a) + 2% (1; a)
- . 1-2a . )
\/CT(l;Oé) + 1;§QST(1S a) 2 CT(l, Oé) + =57 ST(l,Oé)
wobei wir die Abkiirzung F' = /2 + (a — %)2 verwenden. Zunéchst gilt

Fsr(lia) + Her(lia) (L4 5 -T)" - (1= )1 -1)"" =
or(l; @) + ptsr(1;a) I+ 50 =T + (1 -5 -1T)"

fir T /1, denn es gilt F' > 0. Weiter gilt

cr(lia)+ 582sr(La) 1 (I+52)0-D)F+(1 -2 -1)"
(1 —T)1-20)/2 T 9 (1—T)t-20/2
ALz, pyer-veape 2P 1200 coreae o

4F

fir T' /1, denn es gilt £2F —142a = £1/8 + (2a — 1)24+2a—1 2 0. Folglich konver-
giert die Wurzel des Kehrwerts gegen 0 und wir erhalten insgesamt limp ~ ¢p(1,0; ) =
0. Damit ist die Proposition bewiesen. O

4F

Bemerkung 4.7. Im Falle x = y = 0 und a > 1 zeigen Barczy und Pap in [BP10b]
neben der starken Konsistenz auch die asymptotische Normalitéit des MLS fiir T 7 1.
Man konnte versuchen auch dieses Resultat auf allgemeine x und y zu erweitern. Diesen

Weg werden wir in vorliegender Arbeit jedoch nicht beschreiten.

4.3. Der Bias des MLS

Als weitere Anwendung von Proposition 4.4 erhalten wir eine Formel fiir den (nicht-
asymptotischen) Erwartungswert und somit den Bias des MLS. Die folgende Proposi-
tion verallgemeinert [GT14, Proposition 1], wo der Fall z = y = 0 behandelt wird.

Proposition 4.8. Sei X eine a-skalierte Brownsche Briicke zwischen x und y. Fir
u€eR und T € (0,1) seien

St(u) := sinh(ulog(l — 7)), Cr(u) := cosh(ulog(l —T)),

2

Hr :=log + (x —y)*~.

1-T

Dann gilt

1 20— 1
E[ar(X)] = 3 {eXp ( - HT) (b 103+ 120) + 11 , (70)
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(x—y)>2 uSp(u)+22%Cp ()

/OO ueXp ( 2 ! CT(U)+ 1;%& ST(U)
d
\

a3 \/CT(U) + 15206, ()
1) — /°° ‘ [exp ((x —y)? uSr(u) + %CT(U))

’ Cr(u) + 5,251 (u)
.ST(U) (CT(U) + %ST(u)) —u(x —y)?
(Cr(u) + 55228 (u)) ™

Obige Formel fiir den Erwartungswert des MLS ist sehr kompliziert und daher schwer
interpretierbar. Wir kénnen allerdings die auftretenden Integrale numerisch berechnen.
In Abbildung 3 ist der Bias des MLS, d.h. E [ a7 (X) ] —a fiir eine a-skalierte Brownsche
Briicke X, fiir ' = 0.9 und verschiedene Werte von |z —y| als Funktion von « aufgetra-
gen. Wie bereits von Gorgens und Thulin [GT14| bemerkt, ist fiir z = y = 0 der Bias
des MLS betrichtlich. Besonders fiir kleine Werte von « ist der mittlere relative Schétz-
fehler sehr grofs. Allerdings zeigt die Abbildung, dass, gemessen am Bias, der MLS mit
wachsendem Abstand von x und y deutlich besser wird. Fiir |z —y| = 10 beispielsweise
ist der MLS bereits beinahe unverzerrt. Fiir andere Werte von 7' folgt der Bias einem
dhnlichen Muster. Der Bias als Funktion von T ist beispielhaft fiir den Fall « = 1 in
Abbildung 4 dargestellt. Wie man sieht, fillt der Bias fiir kleinere Werte von |z — y|
tiber den gesamten Zeitverlauf stark ab. Fiir grokere Werte von |z — y| hingegen ist der
Bias zunéchst sogar leicht wachsend und fallt erst in unmittelbarer Nahe von 7' = 1 ab.

Y

du.

Wir kommen nun zum Beweis von Proposition 4.8. Den Zusammenhang zwischen
der Laplace-Transformation aus Proposition 4.4 und dem Erwartungswert des MLS
stellt das folgende Lemma her.

Lemma 4.9 (siche z.B. |[CDFP81|). Seien Y und Z Zufallsvariablen mitY >0, Z >0
f.5. Sei Y(s,t) = E [e_SY_tZ] fir s,t > 0 deren gemeinsame Laplace- Transformation.
Dann gilt fiir j € Ng und k € N

i1 o (=) [,
E{Z’f} _(k—l)!/o £ lim o v(s, ) dt

Beweisskizze. s gilt
: i 1 j—sY —tZ j j\—tZ
lim 20 (s, 1) = (-1 Im B [Y7e™ 7 | = (-1 E [Y/e ™ ],

dabei folgen der erste Schritt aus dem Differentiationslemma (siche z.B. S. 145-146 in
[Kle13]) und der zweite Schritt aus monotoner Konvergenz. Mit vollstéindiger Induktion
und partieller Integration erhilt man weiter fiir £ € N und A > 0 die Formel

1 o0 1
e Mdt = —.
(k—1) /0 ¢ N
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Abbildung 3: Bias des MLS fiir 7" = 0.9 als Funktion von a. Durchgehende Linien bezie-
hen sich auf den theoretischen Bias geméf Proposition 4.8. Gestrichelte
Linien beziehen sich auf das arithmetische Mittel von 2000 Simulationen
von dgg, berechnet fiir € {0.001,0.5,1.0,1.5,...,9.5,10}. Dazu wur-
den a-skalierte Brownsche Briicken mit dem Eulerverfahren (Schrittweite
107*) auf [0, 0.9] erzeugt und das Integral in (64) mittels Trapezregel (361
Stiitzstellen) approximativ berechnet.

Da der Integrand positiv ist, gilt schlieflich mit dem Satz von Fubini

1 ‘ k—1 j —tZ _ Y ! k—1 _—tZ _ Y/
(k—l)!/ot E[Y/e ] dt=E (k_1>!/0t edt| =E |-

[
Beweis von Proposition 4.8. Wir betrachten die Darstellung (64) des MLS. Offensicht-

lich gilt
([ e) |-t )

und es bleibt die beiden Erwartungswerte unter Verwendung von Lemma 4.9 zu berech-

(y — XT)2

T (y—X)?
o ?(J173)2 ds

2

E[ar(X)] = - <HTE

nen. Wir verwenden weiterhin die Abkiirzung F(u; ) = 1/2p+ (a — 1), Einerseits
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Abbildung 4: Bias des MLS fiir a = 1 als Funktion von 7. Man beachte die verschie-
denen Skalen auf den beiden y-Achsen.

gilt

E

</OT%(13>_1] :/Ooollli{%lﬁT(,u,u;oz)du

- 200 — 1H & 1
= SXP 4 r 120 .
0 \/CT<Maa) + ST(Mva)

2F (p;00)

exp ((m —y) | Flma)sr(ma) + Fer(u a))] ”

’ —2«

2 erua) + (o)

u

200 — 1 o
:eXp< 4 HT)/_l _ 1-2a _
lo—3 cosh(ulog(l —T')) + 5% sinh(ulog(1 — 7))

exp ((:c —y)* usinh(ulog(l —T)) + 15 cosh(ulog(1 — T)))} au.

2 cosh(ulog(1 —T)) + 452¢ sinh(ulog(1 — 7))

wobei wir die Substitution u = F'(u; ) verwendet haben. Zum anderen gilt

(y — X7)? /OO .0
E| 77— |=—- lim — SV ) dp.
[ OT (l(ll__)i;f ds 0 Vl\o 8V¢T(N via)du
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Dazu berechnen wir

| P a)sr(ps ) + =220 (p, a)]
v | ep(psa) + T s (s )

—~2(1 = T)er(ui ) (er(pi @) + 520 sr (1)
2
(CT(M? a) + st (i 00)
_iﬁé;(f))sT(u; @) (F(,u; a)sy(p; o) + %MCT(M, a))

2
(cT(M;Oz) + %,ZS)_T)ST(M;@)
21 —T)

2
(er(ni@) + 5T sr (15 a))

wobei wir cosh? —sinh® = 1 verwendet haben. Weiter gilt

) 1 Fud(1-1)

0_ —2a—4v(1— e dp(1— 3/2°
[ o s T Tortae)]|  (cre) + S Dor )

Mit der Formel L f(1v)ed™) = (f'(v)+¢'(v) f(v))e?™ fiir differenzierbare Funktionen f
und g sowie v N\ 0 ergibt sich

D [ (y — Xr)? ]
Jy G d
= —exp (20[4_ 1HT)

_/meXp<(fL’—y)2.F(u;a)ST(M; a) + Fer(ps o ))

2 cr(p; @) + speay s @)

Fomp (1-T) B (z — y)*(1 - T) ]
3/2 52 | A
(ertm o)+ s2essr(ma)) " (er(ma) + sh2ysr(u )
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Durch erneute Substitution u = F'(u; ) erhalten wir daraus schlieklich

- X 2
B = X1) ]
fO (1— ss
— —exp (20‘4_ 1HT) (1-1T)
/OO (x —y)? wusinh(ulog(l —T)) + 122 cosh(ulog(1l — T'))
' exp ' - 2a
Y 2 cosh(ulog(l —T)) + sinh(ulog(1 —T))
sinh(ulog(1 — 1))
(cosh(ulog(l —T)) + 522 sinh(u log(1 — T)))?’/2
u(z —y)?
B ( y) | au
(cosh(ulog(1 —T)) + 1522 sinh(ulog(1 — T')))
was den Beweis abschliefst. O

4.4. Ausblick

Die Ergebnisse dieses Abschnittes stellen einen ersten Schritt dar, im Falle z =y =0
existierende Resultate {iber den MLS des Parameters a auf allgemeine x,y € R zu
erweitern. Wie bereits erwidhnt, konnte in einem n#chsten Schritt versucht werden, die
asymptotische Verteilung des MLS fiir 7" 7 1 zu bestimmen. Wir haben bisher die
Parameter x und y stets als bekannt vorausgesetzt. Weitere Fragestellungen kénnten
die gleichzeitige Schéitzung von o und y oder die Schitzung von einem der beiden
Parameter, wenn beide unbekannt sind, betreffen. Da bereits zur Zeit t = 0 die volle
Information iiber den Parameter x vorliegt, wére es dabei sinnvoll, diesen weiterhin als
bekannt anzunehmen.
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Anhang

A. Funktionen von endlicher Variation

Definition A.1. Eine Funktion F': R, — R heikt von endlicher Variation auf [a,b] C
R, falls

SUP{Z‘F(Q)_F(QM a§t0<"'<tn§b,n€}N}<oo.
i=1

F heift von endlicher Variation, wenn sie auf allen Intervallen [a, b] C R von endlicher
Variation ist.

B. Dynkinscher 7-\-Satz

Definition B.1. Sei Q2 # () eine Menge und D C (). D heikt Dynkin-System, falls
(i) QeD
(ii) B\ A€ Dfiralle A, BeDmit AC B

(iii) U,en Di € D fiir alle Folgen (D;)jen in D mit Dy C Dy C ...

Theorem B.2 (Dynkinscher m-A-Satz). Sei Q) # () eine Menge, D C Z(Q)) ein Dynkin-
System und A C D schnittstabil. Dann gilt o(A) C D.

Beweis. Fiir einen Beweis siche z.B. [Klel3, S. 7]. O
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