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ZUSAMMENFASSUNG

Harness-Prozesse finden in der Forschung immer mehr Anwendung. Vor allem
gewinnen Harness-Prozesse in stetiger Zeit an Bedeutung. Grundlegende Litera-
tur zu diesem Thema ist allerdings wenig vorhanden. In der vorliegenden Arbeit
wird die vorhandene Grundlagenliteratur zu Harness-Prozessen in diskreter und
stetiger Zeit aufgearbeitet und Beweise ausgefiihrt, die bisher nur skizziert wa-
ren. Ziel dessen ist die Existenz einer Zerlegung von Harness-Prozessen iiber Z
beziehungsweise R™ nachzuweisen.

ABSTRACT

Harness processes apply more and more in research. Particularly harness processes
in continuous time gain in importance. However basic literature on this subject
is scarce. In the present work we will process the existing basic literature on
harness processes in discrete and continuous time and complete proofs which
have only been sketched so far. The objective being to verify the existence of a
decomposition of harness processes over Z respectively R™.
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EINLEITUNG

Nach ihrer Einftihrung durch J.M. Hammersley fanden Harness-Prozesse als "iso-
trope Analogie der Martingaleigenschaft™ in den achtziger Jahren wachsende Auf-
merksamkeit in der mathematischen Forschung [26, 10]. Seit 2004 stoflen sie durch
ihre enge Beziehung zu Martingalen und Lévy-Prozessen [6, 3] und Anwendungen
in der Strukturanalyse von Metallen [11, 12] auf immer groBer werdendes Inter-
esse. Perspektivisch zeichnet sich dariiber hinaus eine zunehmende Bedeutung
fir die Finanzmathematik ab, wo man fiir einige stochastische Prozesse durch
die Erweiterung der betrachteten Filtrationen ("Enlargement of filtrations™) die
Harness-Eigenschaft erhalt [16, 20].

In seinem Paper von 1966 hat J.M. Hammersley [15] fur ein mathematisches
Modell von metallischen Strukturen den Begriff “"Harness-Prozess™ vorgeschlagen.
Die Atome in Metallen sind auf regelméfiigen Gittern angeordnet. Allerdings be-
steht ein Klumpen Metall nicht aus genau einem regelméfligen Gitter von Atomen,
sondern aus vielen Kliimpchen, die aus solchen Gittern bestehen. Die Atomgit-
ter der einzelnen Klimpchen stehen zueinander verdreht. Jedem Gitter wird nun
durch Wahl eines Koordinatensystems eine Orientierung zugeordnet. Von einem
zum nachsten Gitter kann dann die Abweichung als Winkel beschrieben werden.
J.M. Hammersley sollte diese Abweichung der Gitter zueinander modellieren.

Durch Beobachtungen wurde festgestellt, dass die Abweichung von einem zum
nédchsten Gitter von derselben Groflenordnung ist, wie von zwei beliebigen Git-
tern zueinander. Diese Erkenntnis wurde von J.M. Hammersley folgendermaflen
umgesetzt:

Er fixierte ein Gitter Gy und legte dessen Orientierung durch das Standard-
Koordinatensystem (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) fest. Da ein Klumpen Metall ein drei-
dimensionales Objekt ist und die Menge der Gitter abzahlbar, kann die Indexmen-
ge durch Z3 beschrieben werden. Der Erwartungswert der Orientierung eines von
Gy beliebig weit entfernten Gitters G, hangt gemafl obiger Beobachtung nur von
den Orientierungen seiner direkten Nachbarn ab und kann somit als Linearkombi-
nation der Orientierung der Nachbarn beschrieben werden. Fiir die Modellierung
hat J.M. Hammersley vorgeschlagen, die Martingaleigenschaft geeignet zu erwei-
tern.

Im eindimensionalen mit diskretem Index gilt fiir ein Martingal (X,,),en fir
alle n € N, dass
E [anXn—l] =Xn-1.

D. Williams schlug motiviert von J.M. Hammersleys Vorstudien in [26] die fol-
gende Erweiterung vor:

E [ X|Xm : m # n] = 5(Xpt1+ Xn-1).
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Im mehrdimensionalen Fall existieren zu jedem Gitter natiirlich mehrere Nach-
barn, was D. Williams in folgender Definition aufgriff:

Definition 0.1 (Q-Harness-Prozess [24])

Sei A C Z% ein Gitter, mit (i1,...,iq) =i € A, und sei Q = (9ij)1<i,j<a die Ein-
schritt-Ubergangsmatrix einer einfachen Irrfahrt. Ein Prozess X = (X;);ca heifit
Q-Harness-Prozess, wenn X; € £1(Q,F,P) fiir alle i € A und

E[Xi| X7 #1=>_ qi;X;.
jEA

Harness-Prozesse wie sie heute verwendet werden, zum Beispiel in [20] oder
[11], basieren auf dieser Definition von D. Williams. Nachdem er 1973 fiir das
Buch Stochastic Analysis [24] einen Abschnitt iiber Harness-Prozesse tiber der
Indexmenge Z? beigetragen hatte, verfasste er 1980 ein Manuskript [25], in dem
er sich mit Harness-Prozessen in stetiger Zeit befasste. Dieses Manuskript wur-
de nicht veroffentlicht. Und obwohl sein Hauptresultat in Fachkreisen bekannt
ist, ist es aufgrund der wenigen vorhandenen Kopien kaum zugénglich. Hinzu
kommt, dass dort auf nur sieben handschriftlichen Seiten in sehr knapper Form
die Grundlagen von Harness Prozessen in stetiger Zeit skizziert werden. Auch
zu Harness-Prozessen iiber eindimensionalen, diskreten Indexmengen ist nur sehr
wenig Literatur bekannt. Dieser Fall wird auf nur zwei Seiten in [26] behandelt.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir die Grundlagen von Harness-Prozessen
iiber eindimensionalen Indexmengen aufarbeiten und so fiir Studenten und in-
teressierte Mathematiker zugénglich machen. Wir befassen uns in Kapitel 2 mit
Harness-Prozessen iiber Z und in Kapitel 3 mit Harness-Prozessen itber RT. In
beiden Fallen existiert eine fiir diese Prozesse charakteristische Zerlegung, die wir
herleiten werden. Auflerdem geben wir Beispiele bekannter Prozesse an, die den
jeweiligen Definitionen gentigen. Im letzten Kapitel zeigen wir verschiedene Mog-
lichkeiten auf, wie Harness-Prozesse iiber der erweiterten Indexmenge R zerlegt
werden konnten. In der gesamten Arbeit wird bewusst nur stochastisches Grund-
wissen vorausgesetzt. Um Missverstandnisse zu vermeiden, werden spéter beno-
tigte Definitionen und weiterfithrende Aussagen aus der Stochastik zu Beginn im
Kapitel 1 eingefiihrt. Wichtige Notationen konnen zudem im Symbolverzeichnis
jederzeit nachgeschlagen werden.
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Bevor wir beginnen uns mit Harness-Prozessen zu beschéaftigen, miissen einige
Voraussetzungen geschaffen werden. Im Grundlagenteil werden Notationen, Defi-
nitionen und Aussagen, die wir in dieser Arbeit verwenden wollen, zitiert und auf
weiterfiihrende Literatur verwiesen.

Notation 1.1
Im Folgenden seien:

1. (Q,F,P) der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum,
2. N*:={1,2,...} C€{0,1,2,...} = N,
3. T eine Indexmenge, genauer:

T:=N, T:=7 oder T C R ein Intervall.

Diese und weitere Mengenbezeichnungen kénnen bei Bedarf im Symbolverzeichnis
auf Seite 55 nachgeschlagen werden.

Notation 1.2 (Wichtige Begriffe zu o-Algebren)
1. Wenn G und H Unter-o-Algebren von F sind und im Folgenden fiir die
bedingte Erwartung steht E[.|G, ], dann ist damit die korrekte Form ge-
meint:

E[IG,H] :=E[[o(G,H)].

2. Eine Familie von Unter o-Algebren F := (F),cp heifit aufsteigend oder Fil-
tration, wenn

FsCFCF Vs<t.
3. Eine Familie (}),cp von Unter-o-Algebren, fiir die gilt
FitCFsCF Vs<t
nennen wir abnehmend oder absteigend.

4. Wir nennen einen Prozess X = (X;)ier adaptiert beziiglich einer auf- oder
absteigenden Familie (F;)ier von o-Algebren, wenn X; Fy-messbar ist fiir
allet €T.

5. Eine Familie von o-Algebren (F¢)ier heifit geméB [2] rechts-stetig, falls

ﬂfu:}} furalleteT

u>t

und links-stetig, falls

ﬂ}"s:]-"t fur allet € T.

s<t



4 GRUNDLAGEN

Fiir die folgenden Beweise wird wiederholt eine Eigenschaft der bedingten Erwar-
tung verwendet, die sogenannte Turmeigenschaft, oder auch iterierte bedingte
Erwartung:

Lemma 1.3 (Turmeigenschaft [18], S.176)
Seien X eine £1(Q, F,P)-Zufallsvariable und A, G mit

ACGCF
Unter-o-Algebren von F. Dann gilt:
E[E[X|G]|.A] = E[E[X|.A]|g] = E[X|A]. (1.1)
AuBerdem bendtigen wir das 0-1-Gesetz von Kolmogorov:

Theorem 1.4 (0-1-Gesetz von Kolmogorov, [18])
Sei (Xp),en €ine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen und sei Ta, die Tail-

o-Algebra von (Xy,),,cy, das heit
Too =[] 0 (Xim|m >n). (1.2)
neN

Dann gilt

V. FeTew = P(F)=0 oder P(F)=1.

Harness-Prozesse besitzen sowohl Vorwéarts- als auch Riickwértsmartingaleigen-
schaften. Daher fithren wir uns hier noch einmal beide Definitionen vor Augen.

Definition 1.5 ((Vorwérts-)Martingal)

Sei F := (Ft)ier, eine Filtration. Ein reellwertiger Prozess M = (M;),cp ist ein
Martingal beziiglich der Filtration F = (F;),cp, wenn folgende Bedingungen er-
fillt sind:

i) Mye LY(Q,F,P) VteT
ii) M ist beztiglich F adaptiert.
iii) E[M:|Fs] =M P-fast sicher fur jedes Paar s,t € T' mit s <t

Definition 1.6 (Riickwartsmartingal ([14], S.112, [21], S.115))
Sei F := (F}),cp eine abnehmende Familie von Unter-o-Algebren von F. Dann
heiflt M = (M), Rickwértsmartingal beziiglich (F),cp, falls

i) My € LYQ,F,P) VteT oder Miw)>0 YwoeQteT
ii) (My)ier adaptiert ist beztglich F,

iii) E[Ms|F:] = M; P-fast sicher fiir jedes Paar s,t € T' mit s <.



Bemerkung 1.7 (Bezeichnungen)

1. In der Literatur findet sich oft die Bezeichnung “inverse Martingale™ fiir
Riickwartsmartingale. Dieser Begriff kann aber irrefithrend sein, wenn er so
aufgefasst wird, als invertiere man ein Martingal. Daher legen wir uns in
dieser Arbeit auf die Bezeichnung Riickwértsmartingal fest.

2. Fir den diskreten Fall findet man Definitionen von Riickwértsmartingalen,
die als Indexmenge —N benutzen, siehe [1] oder [13]. In diesem Fall wird

J_';(nJrl) cCF_,CF Vn € N. (1.3)

als Folge von Unter-o-Algebren von F betrachtet. Die Eigenschaft (iii) wird
dann zu

E [ M ol F_ni1)] = M_(ui1) Vn € N.

3. In den folgenden Kapiteln wird immer wieder in der Betrachtung zwischen
Vorwérts- und Riickwartsmartingalen gewechselt. Der Einfachheit halber
werden wir bei Vorwartsmartingalen nur von Martingalen sprechen.

An dieser Stelle schlieflen wir Konvergenzsétze fiir Riickwartsmartingale an. Wir
werden sie nutzen, um in den nachsten Kapiteln eine allgemeine Zerlegung von
Harness-Prozessen sowohl iiber Z, als auch iiber R™ zu zeigen. Den diskreten Fall
findet man zum Beispiel in [21] auf S.115 oder in [1], S.171. Fur den stetigen
Fall siehe [8], S.79 oder [23], S.176 und vergleiche auch [1, 21]. Die Aussagen
werden oft nur fir Riickwérts-Supermartingale bewiesen. Martingale sind aber
insbesondere auch Supermartingale und damit gelten das folgende Theorem und
Korollar implizit auch fiir sie.

Theorem 1.8 (Konvergenz von Riickwirtsmartingalen)
Sei (Fi),cr eine absteigende Familie von Unter-o-Algebren von F, und Fo, sei
definiert durch

Foo i = t}‘leroo Fi.

Dann gilt fiir jedes Riickwértsmartingal (M;),cq beziiglich (F)ier:
1. (My)¢er ist gleichgradig integrierbar.

2. My = tlim M; existiert P-fast sicher und in £1(Q, F,P).
—00

3. My = E[M;|Fx] P-fast sicher fiir allet € T.

Ein Spezialfall dieses Theorems ist das Downward Theorem. Dies ist fiir einige
Beweise in dieser Arbeit der entscheidende Punkt. Es gibt davon allerdings viele
verschiedene Versionen. Der diskrete Fall wird in [26] unter dem Namen Lévy’s
Downward Theorem behandelt und der stetige in [8, 17].

Korollar 1.9 (Downward Theorem)
Wir betrachten die gleiche Situation wie in Theorem 1.8. Zusatzlich sei 7y eine
integrierbare Zufallsvariable und

M, :=E[y|F)].
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Dann existiert

My := lim M; P-fast sicher und in £L'(Q, F,P)
t,+oo

und

My =E [ﬂ t}‘i+moo }}1 =E[y|Fx| P-fast sicher.

Bemerkung 1.10
1. In diskreter Zeit gelten das Theorem und das Korollar vollig analog auch
fir T'= —N, beziehungsweise als Konvergenz fir t — —oo.

2. Im stetigen Fall, siehe [8], existiert auBerdem fiir jedes integrierbare Martin-
gal (My)¢so beztglich der Filtration (F)¢>o

}i\I‘I(I)Mt =M, P-fast sicher und in £Y(Q, F,P).

Insbesondere gilt diese Konvergenzaussage fiir ¢ — 0 auch fiir das Korollar.

3. Aufgrund der speziellen Form von (M;)ier im Korollar bildet (My)er hier
ein Riickwéartsmartingal, das gleichgradig integrierbar ist, siehe [26].

4. Sowohl im Theorem als auch im Korollar betrachten wir Folgen von Unter-
o-Algebren von F. Aufgrund der Monotonie dieser Algebren gilt

Fuo= ) Fe
terT

5. Wir werden in Kapitel 2 das Downward Theorem sowohl fiir die Indexmenge
N, als auch fiir —N anwenden. Dabei betrachten wir dann also eine Folge
von o-Algebren wie in (1.3), wobei die Aussagen dann fir M_,, und F_,,
n € N, gelten. Die Aussagen des Theorems 1.8 und des Korollars 1.9 werden
nicht verdndert, wenn anstelle von N — N verwendet wird.

Als néchstes zeigen wir eine Aussage, die D. Williams in [25] und in [26] als
eine von P. Lévy bewiesene Tatsache voraussetzt, deren Beweis aber nicht mit
angegeben wird. Sie ist im diskreten und im stetigen Fall entscheidend fiir den
Beweis der allgemeinen Zerlegung von Harness-Prozessen.

Lemma 1.11
Seien X,Y € L1 (Q, F,P) so, dass

E[X|Y]=Y P-fast sicher, E[Y|X]=X P-fast sicher.
Dann gilt:

P(X=Y)=1.



Beweis Betrachte zunichst X,Y € £2. Dann erhalten wir
E[(X-Y)?|X] =E[X?-2XY +Y?|X]
= X?—2XE[Y|X]+E[V?|X]
=E [YQ\X} - X2
analog dazu ergibt sich
E[(X-Y)*|Y] =E[X*|y] -2
Damit kénnen wir weiter folgern
E[(X-Y)!| =E[E[(X -Y)*|X]]
=E [E[Y?X] - Xx?]
=E[Y?]-E[X?] >0
= E[X’|<E[y?].

Aus Symmetriegriinden ist auch
E[Y?] <E|[X?],
und somit
E[X?]=E[Y?] und E[X-Y)*|=0.

Daraus folgt X =Y P-fast sicher. Um das Ergebnis auch fiir X,Y € £1(Q, F,P)

folgern zu kénnen, approximieren wir X und Y durch zwei in £(Q, F,P) konver-
gierende Folgen von Zufallsvariablen (X, ), (Yin)m € £2. d

In Kapitel 3 bendtigen wir die beiden folgenden Definitionen der quadratischen
Variation eines stochastischen Prozesses:

Definition 1.12 (Quadratische Variation)
1. Definition nach [22]:
Sei (X¢)ter ein reellwertiger stochastischer Prozess. Dann hat (X¢)ier end-
liche quadratische Variation, falls ein Prozess ((X)¢)ier existiert, so dass es
fir jedes t € [0,00) eine Folge von Zerlegungen

An::{ozzt0”<t?<...<t?n ::t}

von [0,¢] gibt mit | A, | := ax [t —t" 1| = 0 fir n — oo und

. 2
(X)ee= Jim, 3 (X=X, ) < o0
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2. Definition nach [14]:
Sei X = (X¢)¢>0 ein stetiges Martingal. Dann existiert ein eindeutig be-
stimmter Prozess ({X);)¢>0, fiir den (X7 — (X);)¢>0 ein Martingal ist. Dieser
Prozess wird als quadratische Variation von X bezeichnet.

Bemerkung 1.13
Die quadratische Variation des Prozesses (X¢):>0 auf einem beliebigen Intervall
[a,b] C [0,00) kann dann folgendermafien bestimmt werden:

(X)o = (X)p—{X)a

a



2 HARNESS-PROZESSE IN DISKRETER ZEIT

Dieses Kapitel, das auf einigen Seiten des Buches Probability with martingales von
D. Williams, [26] basiert, dient als Einstieg in das Thema Harness-Prozesse. Dazu
beginnen wir mit der Definition von Harness-Prozessen in diskreter Zeit Z. Die
Idee dieser Definition ist eng verbunden mit der von Martingalen, weshalb auch ih-
re jeweiligen Interpretationen in einem engen Zusammenhang stehen. Auflerdem
besitzen Harness-Prozesse iiber Z Martingal-, beziehungsweise Riickwartsmartin-
galeigenschaften, die im Abschnitt 2.1 besprochen werden. Auch wenn auf den
ersten Blick Harness-Prozesse zum Vergleich mit Martingalen anregen, muss man
doch vorsichtig sein. Denn am Ende des Abschnitts 2.1 werden wir zeigen, dass
ein Harness-Prozess iiber Z eine sehr einfache Form hat. Genauer: wenn X ein
Harness-Prozess tiber Z ist, dann ist X affin in n, das heifit, fast alle Pfade von X
sind Geraden. Wir wissen aber, dass es durchaus nicht-triviale Martingale tiber
Z gibt. Das bedeutet, die zusétzlichen Bedingungen, die im Vergleich zu Mar-
tingalen an Harness-Prozesse gestellt werden, schranken die Klasse der stochasti-
schen Prozesse iiber Z deutlich ein. Sobald man jedoch die Indexmenge vergrofiert
oder die betrachteten Prozesse modifiziert, erhédlt man Harness-Prozesse, die ei-
ne komplexere Form haben. Der Abschnitt 2.2 dient als Ausblick. Dort werden
Differenzenharness-Prozesse vorgestellt, welche eine Moglichkeit sind die Klasse
der Harness-Prozesse tiber Z zu vergroflern. Wir werden zeigen, dass zum Beispiel
klassische Irrfahrten Differenzenharness-Prozesse sind.

2.1 HARNESS-PROZESSE UBER Z

Bevor wir zur Definition von Harness-Prozessen kommen, fithren wir spezielle
Unter-o-Algebren ein, die fiir das ganze Kapitel 2 benotigt werden.

Notation 2.1
Sei X := (Xy),,ez €in stochastischer Prozess. Es sei fiir m € Z:

Gm =0 (Xg| —00 <k <m)=0(Xm, Xm-1,Xm—2,...),
Hon 1= 0 (Kol <1 < +00) = 0 (X Xoms1, Xy 2,0

Bemerkung 2.2 (Interpretation der o-Algebren)

1. Wir interpretieren hier G, _1 als alle Informationen tiber den stochastischen
Prozess X bis zum Zeitpunkt n — 1, also die Vergangenheit, wenn n die Ge-
genwart darstellt. Analog dazu kann man H,, als alle Informationen iiber
X ab dem Zeitpunkt n+ 1, also die Zukunft des Prozesses X, interpretieren.

2. J.M. Hammersley fiithrte in [15] Harness-Prozesse zur Modellierung dreidi-
mensionaler Objekte ein. In diesem Kontext kann man die entsprechenden
o-Algebren als Informationen tiber die raumliche Orientierung der Nachbarn
auffassen. Fiir eindimensionale Indexmengen hingegen erscheint die Inter-
pretation als Zeitachse geeigneter, da so der Zusammenhang mit der Mar-
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tingaltheorie hervorgehoben wird. Damit ergeben sich insbesondere Anwen-
dungsbeispiele im Bereich der Finanzmathematik, wo zum Beispiel Kursver-
laufe in Abhéngigkeit von der Zeit durch stochastische Prozesse beschrieben
werden. Auch die sogenannten Nachbarn eines Punktes werden dann beziig-
lich der Zeit und nicht mehr beziiglich ihrer raumlichen Position festgelegt.
Wir betrachten also ausgehend von der Gegenwart (heute) zum Beispiel die
direkte Vergangenheit (gestern) und die direkte Zukunft (morgen).

Definition 2.3 (Harness-Prozess iiber 7)
Ein stochastischer Prozess X := (X,,), o7 heifit Harness-Prozess, wenn

i) X,eLYQ,FP), VYnelZ
i) E[Xp|Xmim#n] =3 (Xp1+Xnq1), Ynez (2.1)

Bemerkung 2.4 (Interpretation der Definition)
1. Mithilfe der Unter-o-Algebren G, und H,, lasst sich die Eigenschaft (2.1)
auch wie folgt schreiben:

E[Xn|Xm:m#n] =E[Xn|Gn_1, Hns1]
=5 (Xu-1+Xnn1), VneZ (2.2)

Diese Notation ermdglicht uns, auch andere Familien von o-Algebren als die
in Notation 2.1 eingefithrten zu verwenden, wenn der betrachtete Prozess
an sie adaptiert ist. Sie ist somit etwas allgemeiner, was wir insbesondere
in Kapitel 3 ausnutzen wollen. Wie auch D. Williams in [25, 26] werden wir
daher im weiteren Verlauf die bedingte Erwartung hauptséachlich beziiglich
der entsprechenden o-Algebren darstellen.

2. Mithilfe von G, und H,, haben wir die Zeit symmetrisiert. Diese Symme-
trie nutzen wir im weiteren Verlauf des Kapitels aus und drehen sozusagen
die Zeit um. Der Grundgedanke ist, dass Eigenschaften, die man in eine
"Zeitrichtung” zeigen kann unter umgekehrter Zeit auch in der anderen
Richtung gelten.

3. (2.2) besagt, dass ein Harness-Prozess zum Zeitpunkt n bedingt durch die
ganze Vergangenheit bis n — 1 und die ganze Zukunft ab n+1 nur vom
Rand, also von der néchsten Vergangenheit X, 1 und von der nachsten
Zukunft X,,11, abhdngt. Sie bildet insbesondere eine lineare Funktion des
Randes.

4. So wie im Einleitungstext erklart, kann die Orientierung eines Atomgitters
in Metallen unter bedingter Erwartung durch seine direkten Nachbarn be-
schrieben werden. Die Definition von Harness-Prozessen tiiber Z greift diese
Eigenschaft auf. Denn ein Harness-Prozess muss die Eigenschaft erfiillen,
dass er unter bedingter Erwartung von seinen direkten zeitlichen Nachbarn
ausgedriickt wird.
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5. AuBlerdem erinnert die Harness-Eigenschaft in der Notation (2.2) stark an
die Martingaleigenschaft:

E [Xn’gn—l} =Xn-1.

Auch hier kann die bedingte Erwartung des Prozesses X unter der Ver-
gangenheit als lineare Funktion des Randes aufgefasst werden. Der Rand
besteht zum Zeitpunkt n aber nur aus X,,_; und damit ist der Koeffizient
1. Ein deutlicher Unterschied zu Harness-Prozessen ist die Symmetrisierung
der Zeit. Bei Martingalen wird die Zukunft in die Betrachtungen nicht mit
einbezogen.

6. Sogar der Name Harness-Prozess wurde von J.M. Hammersley bewusst vor-
geschlagen, um die Verbindung zu Martingalen zu betonen. Der Begriff
Martingal steht unter anderem fiir einen Riemen, welcher am Zaumzeug
von Pferden befestigt werden kann. Er dient dazu, den Kopf eines Pferdes
eng am Hals zu halten, damit es ihn nicht plétzlich hochreilen kann. Be-
sonders im Dressurreiten wird dieser Riemen verwendet. Harness, tibersetzt
Geschirr, wird ebenfalls bei Zugtieren verwendet. Ein Geschirr schrankt ein
Tier, zum Beispiel ein Pferd, in der Bewegung stérker ein, als ein Martin-
gal. Diese Restriktion in mehrere Richtungen hat J.M. Hammersley bei der
Namensgebung aufgegriffen, da sie Harness-Prozesse charakterisiert.

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften von Harness-Prozessen untersuchen:

Proposition 2.5 (Rekursionseigenschaft)
Ein Harness-Prozess X = (Xy,),, ¢y erfiillt fiir a,b € Z mit a < b folgende Rekursi-
onseigenschaft:

E[Xn|Ga, Hy) = 5 (E[Xn-1|Ga, Hol + E[Xns1|Ga, He])  a<n<b  (2.3)
Beweis Fiir a <n < b folgt aus der Turmeigenschaft (1.1):

E[Xn|ga>Hb] =E []E [Xn|Xm tm# n] |ga7Hb]
E [% (Xn—l +Xn+1)|ga7,Hb} durch (2'1)7
%(E[Xn—l|ga7Hb]+E[Xn+1‘gaa7'[b])' U

Aus dieser Proposition ergibt sich die Frage, ob die Rekursionseigenschaft nur
fiir die nachsten Nachbarn von n € Z , also n+ 1 und n — 1, gilt. Die nachste
Proposition und das daraus folgende Korollar stellen verallgemeinerte Rekursi-
onseigenschaften dar.

Korollar 2.6
Sei X = (Xp),,ez €in Harness-Prozess. Dann gilt fiir allen € Z, u,k € N mit k <,
dass

E[Xn—klGn—u,Hnt1] = (k+1)E [ X |Gn—u, Hn+1] — EXns1 (2.4)
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und somit

1
E [Xn|gn—u7 Hn—l—l] = 7Xn—u +

Hierbei kann man %H und #_1 als Gewichtung von X,,_, und X, 1 betrachten.

Beweis Wir zeigen die erste Aussage per Induktion. Dazu nutzen wir wiederholt
die Turmeigenschaft (1.1) und die Harness-Eigenschaft (2.2). Fiir & = 1 erhalten
wir

]E[Xn|gn—UaHn+l] = [E [Xn|gn—la%n+1] |gn—UaHTL+1]
{%anl + %Xn+1 ’gnfm ,HnJrl}

% E [Xn—l‘gn—uaan—l—l] + %Xn—&—l;

& =

so dass

E [Xn—l |gn—ua Hn—l—l] =2K [Xn|gn—u7 Hn+1] - Xn+1-

Per Induktionsannahme sei Gleichung (2.4) fiir 1 < k <w—1 erfiillt. Andererseits
ist
E [Xn—(u—l) ’gn—u’Hn—H]
=E[E X (1) Gnvi: Ho(u—2) | [Gn—is H 1
= %Xn—u + % E [an(ufg) |gn—ua%n+1} (26)

(2.4) fir k=u—2
= %Xn—u + % ((U - 1) E [Xn|gn—w%n+1] - (u - Q)Xn—H) .

Durch Gleichsetzen von (2.4) fir k=wu—1 und (2.6) folgt
Xn—u= (U + 1) E [Xn|gn—U7Hn+l] —uXni1.
Damit ist der erste Teil gezeigt. Die Gleichung (2.5) ergibt sich dann fir k = u.

O

Bemerkung 2.7

Obwohl die Eigenschaft (2.4) starker ist als die Folgerung (2.5), wird sie im Fol-
genden keine weitere Rolle spielen. Denn fiir die nachsten Folgerungen reicht (2.5)
aus und ist sogar ein entscheidender Punkt im weiteren Verlauf dieses Kapitels,
um die allgemeine Zerlegung von Harness-Prozessen tiber Z herleiten zu konnen.

Spater in diesem Kapitel wollen wir die Zeit sozusagen umkehren und als Gegen-
stiick zu der Vergangenheit G,,_,, die Zukunft H,1,+1 betrachten. Dazu zeigen
wir an dieser Stelle zunachst eine analoge Aussage zu Korollar 2.6 fiir beliebige
Zukunft n+u+1.
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Korollar 2.8
Sei (X, )nez ein Harness-Prozess. Dann gilt fiir alle n € Z und u,k € N mit k <u,
dass:

E [Xn—l—k—i-l ‘gnaHn+u+1] = (k + 1) E [XnJrl ‘gm,HnJrqul] - an

und insbesondere

U 1
E [Xn+1’gnan+u+1] = wt 1Xn + wt 1Xn+u+1' (27)

Beweis Analog zum Beweis von Korollar 2.6.

Bemerkung 2.9 (Interpretation)

Die Harness-Eigenschaft kann fir jede Zukunft n+u+ 1 und die Vergangenheit
n als lineare Funktion des Randes mit entsprechender Gewichtung dargestellt
werden, wenn n+ 1 die Gegenwart ist.

Folgerung 2.10
Aus den Korollaren 2.6 und 2.8 lésst sich leicht folgern, dass fiir jede Vergangen-
heit n —u und jede Zukunft n+ v fir u,v € N gilt:

v u

Xn_u+
u+v nou u—+v

E [Xn‘gnfua,Hnva] = Xn+v- (2-8)
Bemerkung 2.11 (Analogie zur stetigen Zeit)

Diese allgemeine Form der Harness-Bedingung wird uns bei der Definition von
Harness-Prozessen iiber R™ wieder begegnen.

Um die zuvor erwahnte Zerlegung von Harness-Prozessen folgern zu kénnen, miis-
sen wir Grenzwerte von o-Algebren bilden. Dabei ist zu beriicksichtigen, ob sie
tiberhaupt konvergent sind. Die o-Algebren o (G,—y, Hpn+1) nehmen fiir u 7 400
ab. Es liegt Nahe zu vermuten, dass

. ? .
ugl_’r_looo'(gn—m%n—i—l) =0 (u}l‘g—loo gn—u,Hn—i—l) ) (29)

wobei aufgrund der Monotonie der o-Algebren gilt

Og(gn—ua%n—l—l) = u}i‘Tooo-<gn_u’Hn+l)

und o (ﬂgn—uaHn—l—l) = U( lim gn—an—i—l) .

/oo

Die Gleichung (2.9) gilt aber im Allgemeinen nicht. Im folgenden Gegenbeispiel,
aus [26], soll verdeutlicht werden, warum. Da dort kein Beweis angegeben ist,
werden wir ihn hier etwas ausfiihrlicher diskutieren.

Proposition 2.12 (Gegenbeispiel)
Seien Yy, Y1,Ys,... unabhangige Zufallsvariablen mit

D[ —

P(Y,=+1)=P(Y,=—-1)=1, VneN.
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Fiir n € N, definieren wir
X =YoY1-...-Y,

und die o-Algebren
YV:i=0(Y1,Ys,...), Tn =0 (Xp|r >n).
Dann gilt
£i=(o (V. T) £0 (y,rnm) R
Insbesondere sind folgende Aussagen erfiillt:
1. Die Variablen X1, X9, ... sind unabhéngig.
2. Es gilt die triviale Inklusion: R C L.

3. Yy ist eine L-messbare Funktion, aber unabhédngig von R.

Beweis

1. Zu zeigen ist, dass

k
P(Xi, = €ig, Xiy = €iy5--, Xif, = €5,,) = HP(Xil =€),
=0

fir alle i, ...,ix € N, mit ¢; # i; fir j # [, wobei ¢;, € {—1,+1}.
Es ist offensichtlich, dass

P(Xi=+1)=P(X;=—1)=1 firieN

D[ —

und
P(Y;....Yig=+1)=P(Y;-....Y;y=-1)=% firileN,

so dass einerseits

Wir haben somit bereits die paarweise Unabhéngigkeit bewiesen. Zum Nach-
weis der allgemeinen Unabhéngigkeit betrachten wir 79 < iy < ... <. Dann
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ist

E
Jad
e
o
D
S

..,Xik :Eik)
:P(Xil = €i17"'7Xik = €ik|Xi0 = eio)P(Xio = Eio)

1 €; €;
QP(}QOH-...%I:;;,...,Yioﬂ.....y —k)

e T €ig
€4 €

1 €i
:21P>(YZ-0+1...YZ-2:g,...,}goﬂ...}gk:E;;|YZ-O+1...YZ-1:€£>

0

) (o= )

1 k+1
S
Es folgt die Unabhangigkeit der (X;);en.

2. R ist im Durchschnitt aller o (Y, 7,) enthalten, da
R=o0 ()),ﬂTm) Co(Y,Tp) furneN.
m

3. Aus der Definition von X, ergibt sich, dass

Xn+1 .
Y = fU_I' ne N
O Y Yo

Also ist Yy o (Y, Ty)-messbar fir alle n und damit auch £ = No (Y, Ty)-
n

messbar. Es bleibt also zu zeigen, dass Yy unabhéngig von 7T, ist, wobei
T wie in (1.2) definiert sei. Fur A € T gilt nach dem 0-1-Gesetz von
Kolmogorov, Theorem 1.4, dass

P(A)=0 oder P(A)=1.
Wenn P(A) =0, dann ergibt sich
P({Yo = e} N 4) = 0= P({¥p = o} P (A).
Wenn P(A) = 1, erhalten wir
1= P(4) < P({Y) = o} U A)
=P{Yo=c})+P(4) -P({Yo=e}NA) <1

so dass

P({Y() = GO}QA) = P(YO = 60).
Es gilt also fiir alle A € T, dass P({Yo =€} NA) =P(Yy = €)P(A). Y ist
somit unabhéngig von T, und per Definition auch von ), so dass schliellich
die Unabhéngigkeit von R folgt.
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4. Wiirde jetzt £ =R gelten, dann miisste Yy von sich selbst unabhéngig sein.
Die einzigen Zufallsvariablen, die von sich selbst unabhangig sind, sind aber
Konstanten. Dies ist ein Widerspruch zur Definition von Y. Daraus ergibt
sich:

o, Tn) =L#R=0(V,(1Tn)-
O

Die Vermutung in (2.9) konnte also nicht bestétigt werden. Diese Feststellung ist
fiir unser weiteres Vorgehen von besonderer Bedeutung, da wir an vielen Stellen
mit einer ahnlichen Situation konfrontiert sein werden. In unserem Kontext bietet
die Turmeigenschaft (1.1) zusammen mit Proposition 2.12 (2) einen geeigneten
Ausweg. Damit wollen wir durch Grenzwertbildung die angektindigte Zerlegung
von Harness-Prozessen schrittweise herleiten. Wir beweisen also, dass zu jedem
Harness-Prozess X zwei Zufallsvariablen A und L existieren, so dass

X,=A+nL P-fast sicher Vn € Z.
Proposition 2.13 (Existenz von L)

Sei (Xp),,ez ein Harness-Prozess, dann existiert der Grenzwert

X
L:= lim — P-fast sicher und in £LY(, F,P). (2.10)

vN\—0o0 U

Beweis Wendet man Korollar 1.9 auf M_,, := E[X,|Gn—u, Hn+1] fir v € N an,
ergibt sich

M_oo= lim M_, existiert P-fast sicher und in £1(Q, F,P).
u /oo

Wir wissen aulerdem aus Korollar 2.6, dass

u

E [Xn|gn—ua /Hn—|—1] - T_HXn—u + THX”H’
so dass insbesondere
lim E[X,|Gn—u, Hn+1] = lim (Xn_u> + Xpt1
u,+00 ’ w Hoo \ u+1

P-fast sicher und in £!(, F,P) existiert. Daraus folgt wegen

X,
L= lim 2 =— lim nu
vN\—00 U u/ o0 u+1

die Behauptung. 0

Folgerung 2.14 (Eigenschaften von L)
1. Als Grenzwert einer in £1(Q, F,P) konvergenten Folge von integrierbaren
Zufallsvariablen ist auch L integrierbar.
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2. Per Konstruktion ist L messbar beztiglich G_ .

Proposition 2.15 (Riickwirtsmartingaleigenschaft)

Sei (Xy), ez ein Harness-Prozess. Dann ist (X, —nL), ., ein Riickwirtsmartin-
gal beziiglich der absteigenden Folge von o-Algebren (o (L, H,)) wobei L in
Proposition 2.13 und H,, in Notation 2.1 definiert ist.

ner’

Beweis Es ist ausreichend die Martingaleigenschaft zu zeigen, da die Integrier-
barkeit und die Messbarkeit aus den entsprechenden Eigenschaften von (X,,)nez
und L folgen. Wegen

E[X,—nL|L, Hpt1] =E[X,|L, Hpt1] —nL
genligt es zu zeigen, dass
E[Xn|L, Hnt1] = Xn+1— L. (2.11)
Wir wissen aus Folgerung 2.14, dass
0(L) €G- CGny

fur alle v € N. Daher folgt mit der Turmeigenschaft (1.1):

|L, Hpt1] -

]E[Xn|LaHn+1] =E [E [Xn| E‘I_’I_l U(gn—UaHn—H)

Fir M_y, :=E[X,|Gn—u, Hn+1], besagt Korollar 1.9, dass

E Xn\u}i&looa(gn,u,”;‘-lnﬂ) = uli/‘ngoE[ngnfu,HnH] P-fast sicher.

Im Beweis des vorigen Lemmas haben wir aulerdem gesehen, dass

lim [E [Xn’gn—m%n—i—l] = Xp41— L.

u oo
Daraus folgt

E[Xn|L, Hpy1] = E[Xpy1 — LIL, Hpt1]
— X1~ L. 0

Wir kénnen nun die Existenz von A beweisen. Dies hat zur Folge, dass L sym-
metrisch konstruiert werden kann, woraus insbesondere die Martingaleigenschaft
des Prozesses (X, —nL),cz folgt.

Proposition 2.16 (Existenz und Eigenschaften von A)
Sei (Xy),cz ein Harness-Prozess, dann existiert

A:= lim (X, —nL) P-fast sicher und in £Y(Q, F,P), (2.12)
n /400

und ist integrierbar.
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Beweisskizze Die Existenz folgt direkt aus Proposition 2.15 und Theorem 1.8.
Als Grenzwert von in £(Q, F,P)-konvergenten, integrierbaren Zufallsvariablen
ist A ebenfalls integrierbar. O

Lemma 2.17 (Symmetrie der Konstruktion von L und A)
Sei (Xy), ez cin Harness-Prozess. Dann gilt:

1. Fiir L gilt auch folgende Darstellung

X
L= lim (n> P-fast sicher, (2.13)
n/+oo \ N

woraus insbesondere die Messbarkeit beziiglich Ho folgt.
2. A erfiillt damit auBerdem

A= lim (X, —nlL) P-fast sicher
n\—00

und somit ist A messbar beziiglich G_ o, und Hso.

Beweis

1. Fiir hinreichend grofle n € N gilt nach Proposition 2.16 P-fast sicher

A X
A~X,—nlL = =“=~""_L (2.14)
n n
und somit
A X
0= lim —= lim —2“—1L.

n/4oon n/SH4oo N

2. Fir grofie n € N folgt mit (2.14), dass

A X
0= lim —= lim 2% —1L. O
n\—oo 1 nN\—oo N

Bemerkung 2.18 (Interpretation)
Wir haben also gezeigt, dass

L= lim %= lim %«
uN\—oo u Hoo U

und

A= ngrfoo(Xn —nl)= ngrjloo(Xn —nlL).
Das heifit, dass L (und ebenso A) auf symmetrische Weise konstruiert werden
kann. Darin spiegelt sich sowohl die Symmetrie der Definition von Harness-Pro-
zessen, als auch die Symmetrisierung der Zeit wieder. Dementsprechend wechseln
wir von nun an in unserer Betrachtungsweise je nach Bedarf zwischen Vergan-
genheit und Zukunft. Dazu untersuchen wir H, 1,41 als Gegenstiick zu G,_,,
wie wir das bereits in Korollar 2.8 angedeutet haben und bilden den Grenzwert
von 0 (Gp, Hp+u+1) fir u — +oo. Wir konnen dann viele der folgenden Aussagen
direkt an die bisher gezeigten anlehnen und analog beweisen.
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Proposition 2.19 (Martingaleigenschaft)
Sei (Xy),cz ein Harness-Prozess. Dann ist (X, —nL)necz ein Martingal beziiglich
der Filtration (0 (Gn,L)),cz-

Beweis Analog zum Beweis von Proposition 2.15 gentigt auch hier wegen
E[Xp+1— (n+1)L|Gn, L] =E[Xp41|Gn, L] — (n+ 1)L

zu zeigen, dass

E[X,11|Gn, L] = X + L.
Mit der Turmeigenschaft (1.1) folgt aus (L) C Hyqqy1 fiir alle uw € N, dass

E [Xn—|—1|gn>L] =K [E

o]

Xn+1 | u}i‘rfooa (gna Hn—l—u—i—l)

Fir n € Z liefert Korollar 1.9 mit M, := E[X,41|Gn, Hntut1], u € N, die P-fast
sichere und £1(€2, F,P) Existenz von

i Bl o] & X0+ tim (X ) 2 X4
so dass sich mit Korollar 1.9 auch
E[Xn+1|Gn, L] = E[Xp + L|Gn, L]
=X, +L (2.15)
ergibt. 0

Lemma 2.20
Sei X = (X, )nez ein Harness-Prozess. Dann gilt:

Xpn=Xp41+L P-fast sicher Vn € Z.
Beweis Wir zeigen zunichst die folgenden Gleichungen fir n € Z:

E[Xy + L|Xns1] = Xni1

Weil 0 (Xp+1) C o (L, Hnt1) ergibt sich, dass:

E[Xy, + LI Xn41] =E[E[X,|L, Hpt1] + LI Xn41] wegen (1.1),
=E[Xp+1— L+ L| Xp41] mittels (2.11),
= An+1-

Fiir die zweite Gleichung gehen wir dhnlich vor. X, + L ist o (Gy, L)-messbar, also
folgt

E[Xp1| X+ L] = E[E [Xps1|Gn, L] | X + L] mithilfe von (1.1),
=E[X,+ L| X, + L] wegen (2.15),
=Xp,+ L.
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Daraus ergibt sich mit Lemma 1.11, dass fiir jedes n € Z gilt:
Xn+1=Xn+ L P-fast sicher.

Sei nun €2, fiir jedes n die Nullmenge, auf der die Gleichung nicht erfiillt ist, das
heif3t:

Qi ={w € Q| Xp41 (w) # X (w)+ L (w)} mit P () =0.

Aus der Abzédhlbarkeit von Z erhalten wir
P (UQ) B, =0,
Somit ergibt sich die Behauptung. 0

Wir haben bereits gezeigt, dass sowohl L als auch A existieren. Damit und mithilfe
des obigen Lemmas beweisen wir zum Schluss, dass fiir Harness-Prozesse iiber Z
die folgende Zerlegung gilt.

Theorem 2.21 (Zerlegung von Harness-Prozessen iiber Z)
Sei (Xp), ez ein Harness-Prozess. Dann existieren integrierbare Zufallsvariablen
L und A, die 0(G_~,Hoo)-messbar sind, so dass

X,=A+nL P-fast sicher ¥n € Z.

Dabei sind L = gm X in (2.10) und A= lim (X, —nL) in (2.12) definiert.
VN0

n 400
Beweis Aus Lemma 2.20 wissen wir, dass P-fast sicher fiir alle n € Z

Xp1 = Xp+ L, (2.16)
so dass insbesondere P-fast sicher fur alle n € Z gilt:
Xp=Xns1—L=Xpp1—(n+1)L+nL. (2.17)
Durch einsetzen von (2.17) fir X4+ in (2.16) erhalten wir

Xn=Xp+2—L—(n+1)L+nL
=Xpy2—(n+2)L+nL

= k}r&o (Xptr—(n+k)L)+nL

=A+nL. O

Dieses Ergebnis bedeutet anschaulich, dass Pfade von Harness-Prozessen in dis-
kreter Zeit P-fast sicher Geraden sind. Nur sehr wenige Prozesse erfiillen diese
Bedingung. Wir werden in Kapitel 3 zeigen, dass alle beziiglich der entsprechen-
den o-Algebren messbaren affinen Prozesse Harness-Prozesse sind. Das Ergebnis
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bedeutet somit, dass sich die Forderungen an Harness-Prozesse sehr restriktiv aus-
wirken. Diese Erkenntnis war unvorhersehbar. Aber um so wichtiger war es, sich
fiir das Verstandnis eingehend mit Harness-Prozessen iiber Z zu befassen. Denn
sowohl in einem erweiterten Rahmen in diskreter Zeit, als auch in stetiger Zeit,
erhalten wir bemerkenswerte Resultate. Dazu werden wir im nachsten Abschnitt
kurz Differenzenharness-Prozesse betrachten und zeigen, dass jede Irrfahrt ein
solcher Harness-Prozess ist. Im stetigen Fall werden wir ahnlich wie im diskreten
eine Zerlegungseigenschaft fiir Harness-Prozesse beweisen, indem wir genau wie
zuvor die 'Konvergenz der Zeit” betrachten. Aulerdem verwenden wir in Kapitel
4 die Zerlegung von Harness-Prozessen tiber Z und deren Herleitung, um in Ab-
schnitt 4.1 eine vermutete dhnliche Zerlegung von Harness-Prozessen iiber R zu
skizzieren.

2.2 DIFFERENZENHARNESS-PROZESSE

In [26], S.171, gibt D. Williams eine Moglichkeit an, wie die Klasse der Harness-
Prozesse iiber Z erweitert werden koénnte: Dies soll hier erwahnt, aber nicht im
Detail ausgefithrt werden, da wir uns auf Kapitel 3, also auf die Zerlegung von
Harness-Prozessen iiber RT konzentrieren wollen. Entfernt man sich von dem
Anspruch, fir jedes X, Eigenschaften zu suchen, und betrachtet statt dessen
die Zufallsvariablen X, — X fiir r,s € Z, dann kann man eine neue Klasse von
Harness-Prozessen definieren.

Definition 2.22 (Differenzenharness-Prozess)

Seien X, : 2 — R fiir alle n € Z integrierbare Zufallsvariablen. Die Differenzen
(X, —X5) rsez Pilden einen sogenannten Differenzenharness-Prozess, wenn zusétz-
lich fiir n, k € Z mit k # n gilt, dass:

E (X, — Xp| Xon — X :m #n] = 5 (Xn—1 — Xp) + 3 (Xnt1 — Xp) -

Proposition 2.23
Jede Irrfahrt tiber Z ist ein Differenzenharness-Prozess.

Dazu definieren wir zunéchst Irrfahrten iiber Z, indem wir gemaf D. Williams
[26] die iibliche Definition tiber N in folgender Weise erweitern.

Definition 2.24 (Irrfahrt)

Seien (Z,),,cz unabhéngige, identisch verteilte und integrierbare Zufallsvariablen.
Sei X, irgendeine integrierbare Zufallsvariable auf €2, die unabhéngig von den
(Zn)nez ist. Dann ist die Irrfahrt X = (X,)pez definiert durch

X+ k1 Z wenn n > 0
e XO—ZganZk wenn n < 0.

Bemerkung 2.25 (Rechtfertigung)
Die angegebene Definition erfiillt offensichtlich fiir alle n € Z die fiir Irrfahrten
charakteristische Eigenschaft, dass

Ip=Xp—Xp-1.



22 HARNESS-PROZESSE IN DISKRETER ZEIT

Beweis der Proposition Wegen

E[Xn—Xk|Xm—Xk m;én] :E[Zn+Xn_1—Xk|Xm—Xk:m7én]
:E[Zn’Xm—Xk:m%n]-i-Xn_l—Xk

und
5 (X1 = Xp) + 5 (Xng1 = Xp) = Xn1 = X+ 5 Xng1 — 5Xn-1.
genligt zu zeigen, dass:
E[Zn|Xm— Xg:m#n] = 3(Xn+1—Xn-1).

Dazu betrachten wir zunéchst die o-Algebren o (X, — X : m #n) fir k < n:

l=m+1 I=k+1
(s 2y Zis1s -3 Zn—1, Zn+ Znt 1, Zng2s - - -) -

k m
J(Xm—Xk|m7én):a( SN Ziim<k; ) Zl:m>k|m5£n)

Diese Form erhalten wir, da eine o-Algebra, die von Z;, Z;+ Z; 11 erzeugt wird, fiir
unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen Z;, © € Z dquivalent zu einer
o-Algebra ist, die nur von Z; und Z;;; erzeugt wird. Aufgrund der Bedingung
m # n gibt es unter den Erzeugern der o-Algebra keine Summe genau bis n oder
ab n. Daher erhalten wir als einen der Erzeuger Z,, 4+ Z,,+1, der sich nicht in Z,
und Z,1 auftrennen lasst. Die Z; sind voneinander unabhéngig und dadurch
reduziert sich die bedingte Erwartung insgesamt auf Folgendes

E[Zn| Xm — X :m #n| =E[Z,|Z,+ Zn+1]-
Weil die Z; identisch verteilt sind, gilt auflerdem
E [Zn|Zn + Zn—i—l] =E [Zn—i—l ’Zn + Zn—H] .

Woraus wir folgern konnen, dass

E[Zn|Xm _Xk: -m 7é n] (E [Zn|Zn + Zn—i—l] +E[Zn+1|Zn ‘f‘Zn—i—l])
(Zn+Zn+1)

(Xn—i—l - Xn—l)

NI NI~ DN~

Fiir k > n lauft der Beweis vollig analog. Somit ist das Gewiinschte gezeigt. [

Wir konnten also zeigen, dass durch die Modifikation der Definition von Harness-
Prozessen in Differenzenharness-Prozesse die Bedingungen nicht mehr so restrik-
tiv wirken wie im vorigen Abschnitt. Eine vielleicht noch interessantere Art von
Harness-Prozessen sind Harness-Prozesse iiber R und deren Zerlegung, womit
wir uns im néchsten Kapitel eingehend beschéftigen wollen.
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Wir wenden uns nun Harness-Prozessen in stetiger Zeit zu und erweitern somit
die Indexmenge. Da wir in diesem Kapitel das Manuskript [25] von D. Williams
aufarbeiten wollen, betrachten wir allerdings nicht ganz R, sondern nur R*. Das
Ziel des Manuskriptes, und demnach dieses Kapitels, ist Harness-Prozesse ins Ver-
héltnis zur Brownschen Bewegung zu setzen, welche nur auf [0,00) definiert ist.
Wir werden uns aber in Kapitel 4 Harness-Prozessen iiber R zuwenden. Dort wer-
den wir Vermutungen anstellen wie eine Zerlegung von Harness-Prozessen iiber R
aussehen konnte. Die Vermutungen sind an Kapitel 2 und 3 angelehnt. Um also
in Kapitel 4 die Zuordnung zu erleichtern und die Unterschiede zwischen Harness-
Prozessen in diskreter zu stetiger Zeit zu verdeutlichen, die wir in diesem Kapitel
ausfithren, werden wir Harness-Prozesse iiber R™ nicht wie vorher mit X, sondern
mit Y = (Y})¢>0 bezeichnen.

Ausgehend vom vorigen Kapitel konnte man erwarten, dass Harness-Prozesse tiber
R* genauso einfach aufgebaut sind wie Harness-Prozesse iiber Z. Dies ist aber
nicht der Fall, wie wir im Folgenden zeigen werden. Wir wollen in den néchsten
Abschnitten beweisen, dass unter gewissen Zusatzannahmen fiir jeden Harness-
Prozess in stetiger Zeit eine Zerlegung existiert, die nicht nur affin ist, sondern
zusatzlich von der Brownschen Bewegung abhangt.

Zur Motivation stellen wir im Abschnitt 3.1 nach der Definition von Harness-
Prozessen iiber R™ einige interessante Beispiele von Prozessen vor, die dieser
Definition geniigen. Anschliefend fithren wir den zu einem Harness-Prozess asso-
zilerten Prozess als den Restterm von Y; —S —tR ein. Wir diskutieren wichtige
Eigenschaften und untersuchen dann im Abschnitt 3.3 seine quadratische Varia-
tion, wobei auch die Umkehrung der Zeit zum Tragen kommen wird. Aufgrund
dieser Vorbereitungen konnen wir schliefilich die angekiindigte Zerlegung bewei-
sen.

3.1 DEFINITION UND BEISPIELE

Ahnlich wie im vorigen Kapitel beginnen wir mit der Einfiihrung einiger wichtiger
o-Algebren. Um die Betrachtungen zu erleichtern setzen wir wie folgendes voraus:

Zusatzannahme
Der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) sei vollstdndig, das heifit fiir alle N C Q
mit P(N) =0 gilt N € F.

Notation 3.1 (0-Algebren)
Wir bezeichnen mit (Gy),, und (H¢),~( zwei Familien von vollstandigen Unter-
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o-Algebren von F, wobei

GsCG CF V0<s<t, und
Hi CHs S F V0<s<t.

AuBerdem sei (Gy),q rechts- und (H;), o links-stetig. Wir definieren weiterhin

g() = %i\rj(l)gt; (31>
Hoo 1= t}i?oo%t’ (3.2)
Too :=0(Gy, Hoo) - (3.3)

Bemerkung 3.2
1. Die Familien von o-Algebren (G;)¢~o und (H¢)i>0 werden wir, wie schon in
Kapitel 2, als Vergangenheit und Zukunft interpretieren.

2. Im vorigen Kapitel haben wir die o-Algebren nicht so allgemein definiert,
sondern nur als die von dem Prozess X erzeugten o-Algebren. Wir hét-
ten hier genauso vorgehen kénnen. Allerdings sind die Zusatzannahmen der
Rechts- beziehungsweise Links-Stetigkeit eine Erleichterung. Denn wir kon-
nen dadurch in Abschnitt 3.3 die Rechts- beziehungsweise Links-Stetigkeit
von Hilfsprozessen zeigen, die wir zur Identifikation der quadratischen Va-
riation eines Harness-Prozess benotigen. Somit ersparen wir es uns auf Ver-
sionen dieser Prozesse umsteigen zu miissen.

3. Aufgrund der Monotonie der o-Algebren gilt:

Go= ()G
t>0

%oo - ﬂ Ht
t>0

Definition 3.3 (Harness-Prozesse iiber RT)
Ein stochastischer Prozess Y := (Y;), heilt Harness-Prozess beziiglich der Fa-
milie von o-Algebren (0(Gs, Hu))s uer+, wenn er folgende Bedingungen erfiillt:

(i) YieL£'(Q,F,P) Vi >0,
(17) o (Ys|s<t)C G, o(Yylu>t)CHy, vVt >0,
—t t—
(i) E[Yi|Gs Ho] = — Y, + —Y,, fiir s <t < u. (3.4)
u—=Ss u—=_s

Bemerkung 3.4
1. Die Eigenschaft (ii) bedeutet, dass der Prozess (Y;)¢~0 an die o-Algebren
(Gt)t>0 und (H¢)e>0 adaptiert sein soll. Im diskreten Fall brauchten wir diese
Bedingung nicht, da die o-Algebren vom Prozess X selbst erzeugt waren.

2. In stetiger Zeit gibt es keine direkten Nachbarn von ¢, so wie im diskreten
Fall. Daher muss auch die Harness-Bedingung (iii) angepasst werden. Aller-
dings haben wir im diskreten Fall gezeigt, dass aus der Harness-Bedingung
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(2.1) eine allgemeinere Bedingung folgt, siche (2.8):
v u
E [Xn|gn—u7Hn+U] - an—u + an-f—’Uu

wobei u,v € N und n € Z. Mit t =n,u=1t—s und v =u —1t hat sie die
gleiche Form wie die Harness-Bedingung in stetiger Zeit, wodurch die enge
Beziehung zwischen den beiden Ansétzen deutlich wird.

Aquivalent zur Harness-Eigenschaft gilt auch folgende Bedingung.

Korollar 3.5 (Aquivalente Harness-Bedingung)
Die Harness-Eigenschaft ist aquivalent zu:

Y — Yy Yy Y,
E[; t/t’gS’H“}: uT s fiir alle s <t' <t <u

u—=s

Beweis Sei s <t/ <t <u:

Y —Yy
E |50 M| = g (B[Vi1G., ] ~E[Yy G2 1)

= o (v v - ey - =)

1 (-t —(t—1)Ys

o=t U—S
Y, Y.

— u S I:I
u—s

Bemerkung 3.6

Diese Eigenschaft wird in [20] verwendet, um eine Verbindung zwischen Harness-
Prozessen und den sogenannten “Past-Future-Martingales™ herzustellen. Sie fin-
det auch in [7] als spezielle Eigenschaft der Brownschen Bewegung Verwendung.

Im Gegensatz zu Harness-Prozessen in diskreter Zeit, kann man in stetiger Zeit
einige interessante Prozesse finden, die Harness-Prozesse sind. Die folgenden Bei-
spiele sind in [6], S.198-200, inklusive kurzer Beweisskizzen nachzulesen. Wir fiih-
ren die Beweise fiir die ersten beiden Beispiele ausfiihrlicher durch, da wir sie im
weiteren Kapitel verwenden wollen. Wir setzen im Folgenden voraus, dass

Gs=0(Yr|r <s) Hs=0(Yy|s<r) Vs>0
fir den jeweils betrachteten Prozess Y = (Y;)1>0.

Beispiel 3.7 (Affine Prozesse)
Seien R und S zwei integrierbare Zufallsvariablen, die messbar sind beziiglich
0(Gy Hoo), dann ist (Y)i>0 := (S +tR)s>0 ein Harness-Prozess.

Beweis Sei s <t < u, dann gilt mit G, C Gs und Hoo C Hy, Vs,u € RT:
EViG,, Hu] =S +IR

_ (S+sR)+ S(S+uR)
uUu—S u—=_S
Zu_tYs—Ft_SYu -

u—Ss u—=s
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Beispiel 3.8 (Brownsche Bewegung)
(Bt)t>0 bezeichne eine Standard Brownsche Bewegung. Dann ist (B)¢>0 auch ein
Harness-Prozess.

Bevor wir die Aussage beweisen, rufen wir uns die Definition der Brownschen-
Bewegung und ihre Charakterisierung nach P. Lévy in Erinnerung:

Definition 3.9 (Brownsche Bewegung, [18])
Ein reellwertiger stochastischer Prozess B = (B¢)¢>0 heifit Brownsche Bewegung,

falls
i) B,=0 P-fast sicher,
ii) B hat unabhéngige, stationdre Zuwéachse, das heif3t:

unabhangige Zuwachse: fir alle n € N und alle ¢, <t1 <... <t, gilt
(B, — Bi; ,)i=1,...n ist unabhéngig.
stationdre Zuwachse: fur alle r,s,t > 0 ist
Bsityr — Biyr ~ Bsyt — By.

iii) By ~N(0,t) fiir t > 0,
iv) t > By ist P-fast sicher stetig.

Die folgende Charakterisierung der Brownschen Bewegung, die wir im Abschnitt
3.4 benétigen, kann zum Beispiel in [18], S.559, nachgelesen werden.

Proposition 3.10 (Lévy Charakterisierung der Brownschen Bewegung)
Es sei Z = (Z;)1>0 ein stochastischer Prozess fiir den gilt: Wenn Z ein Martingal
ist mit Z, =0 [P-fast sicher, dann sind folgende Bedingungen aquivalent:

1. die quadratische Variation von Z erfiillt fiir alle t > 0: (Z)¢ =t,
2. (Z} —t);>0 ist ein Martingal,
3. Z ist eine Brownsche Bewegung.

Beweis zu Beispiel 3.8 In [19] hat P. Lévy bereits gezeigt, dass

t—s _u—t
By — u—s U u—sBS

fir 0 < s <t < u unabhéngig von o(Gs, H,,) ist.

Denn:

]E [Bt— % u %BS|QS7HU,:|

=E[E B — =2 B.|G.] 16, Hu| — 4=LB,

u—s
_ _ t—s _u—t _
= Bs u—s 8  u—s Bs =0.
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Andererseits ist eine Brownsche Bewegung auch ein Gauflscher- und ein Lévy
Prozess, siehe [16], S.30, 599. Das bedeutet hier, dass reelle Zahlen v und w
existieren, so dass

E[EQKLH7{u]::UE%‘+IUBu
Daraus erhalten wir
E[B; — Bs|Gs,Hu| = (v — 14 w)Bs +w(B, — Bs). (3.5)

Wir wollen jetzt zeigen, dass die reellen Zahlen v und w die Form der Harness-
Bedingung haben. Dazu betrachten wir die folgenden Erwartungswerte.

E[Bs(B; — Bs)] = E [Bs E[B; — Bs|Gs] | = 0. (3.6)
=0

Andererseits erhalten wir fir denselben Erwartungswert mit (3.5) folgendes
E[Bs(Bt— Bs)| = E[BsE [B; — Bs|Gs, Hu]
=E[Bs((v—1+w)Bs+w(By, — By))]
= (v—1+w)E B| + wE[B(B. — By)]

=0
=s(v—14w). (3.7)
Wegen s > 0, ergibt sich aus (3.6) und (3.7), dass
O=v—1+uw (3.8)

Auf dhnliche Weise erhalten wir eine zweite Bedingung fiir die Zahlen v und w.
E[(Bt — Bs)(Bu— Bs)] = E[(Bt — Bs)E[By — Bs|G]]
=E (B - By)’]
=1{—s.
Es folgt aber auch fiir denselben Erwartungswert mit (3.5)

t—s=E[(Bt— Bs) (By— Bs)] (3.9)
=E[E[B; — By|Gs. Hu) (Bu — By)]
= (v—1+w)E[By(B; — By)] +wE (B, — By)?|

—_——
=0 =u—s
=w(u—s)
woraus mit (3.8) folgt
t—s
= w=
u—s
—1
= v = Y O
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Beispiel 3.11

1. Lévy Prozess:
Sei Y := (Y3)t>0 ein Lévy Prozess beziiglich der Filtration (Gi)¢>0, also ge-
méB [16, 2] ein R%wertiger stochastischer Prozess mit

i) Y, =0,
ii) fiir alle s, >0 ist Y;4+5 — Y5 unabhéngig von Gj,
iii) fiir alle s,¢ > 0 haben die Zufallsvariablen Y, s — Y und Y; die gleiche
Verteilung,
iv) Y ist stochastisch stetig, das heifit fiir jedes ¢ > 0 und beliebiges € > 0
gilt
lim P(]Y; —Yy,| >¢) =0.
u—t

Falls Y integrierbar ist, bildet Y einen Harness-Prozess.

2. Gauf$scher Prozess:
Sei Y := (Y})r>0 ein zentrierter Gauischer Prozess, das heifit: fiir n € N und
t1,...,tp >0 gilt

(Ye,, Yo, .., Y2,) ist n-dimensional normalverteilt.

Wenn Y aulerdem Markovsch ist, also fiir jedes A € B(R), die Borelmengen
von R, und jedes Paar s,t > 0 mit s <t gilt

P(Y; € A|Gs) = P(Y; € A]YS),
dann existieren Konstanten o ¢, und S, so dass

E[Y:|Gs, Hu| = astuYs + BstuYu fiir alle 0 < s <t <.

3. Prozess mit stationdren Zuwdchsen:
Sei Y := (Y;);>0 ein in £1(Q, F,P) stetiger Prozess mit stationiren Zuwich-
sen. Dann ist (Y%)¢>0 ein Harness-Prozess.

4. Differenzierbarer Harness-Prozess:
Wenn ein Harness-Prozess (Y;)i>0 £(Q, F,P)-differenzierbar ist, das heift

Y; Y;
lim Yien 1t =

a1
lim h Y in L7(Q,F,P),

dann ist P(Ys =Y;) =1 fiir alle s, und (Y%)¢>0 ist ein trivialer Harness-
Prozess, das heifit fir alle s,t ist Y; = S+ tR fir integrierbare Zufallsvaria-
blen R und S, die 0(G,, Ho)-messbar sind.

Beweis Die erste Aussage haben wir bereits fiir einen Spezialfall bewiesen, da
jede Brownsche Bewegung auch ein Lévy Prozess ist. Fiir einen allgemeinen Nach-
weis siehe zum Beispiel [16], S.620, 621. Die anderen Beispiele kénnen in [6] nach-
gelesen werden. 0
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3.2 DER 7ZU Y ASSOZIIERTE PROZESSE Y

Wir wenden uns nun der angekiindigten Zerlegung von Harness-Prozessen tiber
R* zu. Wir werden also zeigen, dass fiir Harness-Prozesse (Y;)¢~0, unter gewissen
Zusatzvoraussetzungen, Zufallsvariablen R, S und « existieren, so dass

Y; =S +tR++abB; P-fast sicher Vit >0,

wobei (Bj)¢>0 eine Standard Brownsche Bewegung bezeichnet. Diese Zerlegung
ist aus stochastischer Sicht deutlich interessanter als die unter diskreter Zeit, da
sie insbesondere von der Brownschen Bewegung abhéngt und ihre Pfade damit
im Allgemeinen keine Geraden mehr bilden.

Fiir den Beweis ist auch hier wieder die Symmetrie der Definition von Harness-
Prozessen von zentraler Bedeutung. Allerdings unterscheidet sich die konkrete Be-
weisfithrung dadurch, dass die Zeitachse nicht mehr symmetrisch ist. Im diskreten
Fall sind wir in 0, beziechungsweise verschoben in n gestartet und Richtung —oo
gegangen. Dann haben wir die Symmetrie ausgenutzt und die Zeit umgekehrt. So
konnen wir in stetiger Zeit nicht vorgehen, da wir nur R™ betrachten. Stattdessen
werden wir im Zeitpunkt ¢ beginnen und den Grenzwert in Richtung +oco bilden.
Um die Zeit umzukehren, haben wir dann zwei Moglichkeiten. Wir betrachten
entweder bei einem Start in ¢ den Grenzwert in Richtung 0 oder wir invertieren
t und untersuchen somit den Prozess beziiglich % fiir t — +o00.

Dazu betrachten wir zunéchst den ersten Teil der oben erwahnten Zerlegung von
Harness-Prozessen iiber RT. Wir definieren dafiir zwei Zufallsvariablen R und
S, die wir anschliefend zu einem von der Zeit affin abhdngenden Prozess zusam-
mensetzen. Wir kénnen damit dann einen Prozess identifizieren, der die Differenz
zwischen dem betrachten Harness-Prozess Y und dem zuvor konstruierten affinen
Prozess (S +tR),~ beschreibt. Auf diesen sogenannten zu Y assoziierten Prozess
wollen wir uns konzentrieren. Er bildet wieder einen Harness-Prozess, wie wir in
Proposition 3.16 zeigen und erfiillt aulerdem interessante Grenzwert- und Mar-
tingaleigenschaften, die wir in den folgenden Abschnitten verwenden wollen.

Proposition 3.12 (Existenz von R und S)
Fiir einen Harness-Prozess Y = (Y}), sind folgende Aussagen erfiillt:

1. Es existieren P-fast sicher und in £'(Q, F,P)

1
R:= lim -Y, und S :=limY;. (3.10)
u,/ 400 U sN\0

2. R und S sind Tso-messbar, wobei Too = 0(G,, Hoo) Wie in (3.3).

3. (Y;—tR)>0 ist ein Martingal beziiglich (0(Gi, Hoo))t>0-

4. (3(Yy = 8))i>0 ist ein Riickwértsmartingal beziiglich (o/(Gy, Ht))i>o0-
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Beweis Sei Y ein Harness-Prozess und sei s <t < u. Wir zeigen erst die Existenz
der Zufallsvariablen R und S analog zum Beweis von Proposition 2.13 und folgern
daraus die Martingaleigenschaften analog zum Beweis von Proposition 2.15. Zum
Beweis der Existenz von R nutzen wir Korollar 1.9, fiir M,, :=E[Y;|Gs,H,]. Damit
existiert

My = lim M, P-fast sicher und in £1(Q, F,P)
w400
und es gilt My =E|Y;| lim U(QS,HU)] P-fast sicher.
u 00

Die Harness-Eigenschaft (3.4) liefert dabei, dass

MOOZUB’TOOE[YHQS’HU]: lim (u_tYS‘i‘t_isyu)

U/UFOO u—Ss u—Ss

=Ys+(t—s) u%rfoo (ﬁYO

=Y, +(t—s)R. (3.11)

Dauraus folgt, dass R P-fast sicher und in £'(Q, F,P) existiert. Per Definition von
Hoo (3.2) und weil der Prozess (Y;)¢>0 and die o-Algebren (H;):~o adaptiert ist,
folgt R ist Hoo— und damit auch Ts.-messbar. Fiir den nachsten Schritt nutzen
wir erneut die Turmeigenschaft (1.1) und die triviale Inklusion wie in Proposition
2.12 (2) fiir o-Algebren in stetiger Zeit.

ED/t|g57Hoo] =E |FE [n’unga(g57Hu)] |g37%m1

=E[Y;+ (t—s)R|Gs, Hoo] wegen (3.11),
=Y+ (t—s)R.
Wir erhalten damit

Mit Korollar 1.9, allerdings fir s — 0 und M, := E[Y;|Gs, H,], folgern wir analog
die Existenz von S. Damit existiert M, P-fast sicher und in £}(Q, F,P), so dass
wir mit der Harness-Eigenschaft (3.4)

—S u—S~s

_ u—tr; t
=l Y+ (3.12)

erhalten, woraus die Existenz von

S =limYj
s\0

P-fast sicher und in £(Q,F,P) folgt. Wegen der Adaptiertheit von (¥;);~o an
(Gt)i>o0 ist S auBerdem G,— und damit auch To-messbar. Die Turmeigenschaft
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liefert nun, dass (§(Y; —5))i>0 ein Riickwértsmartingal ist:

]E[Y;t’gm?'lu] =E [E [E!;l\%a(gs,%u)] ’goeru‘|

=E [%S—F%YUWO,’HU} wegen (3.12),
=utg4ly,
=S+L(v,-9).
Es gilt damit
E [1(Y; = 9)IG,, Hu| = L(Yu = 5) 0

Bemerkung 3.13 (Messbarkeit von R und S)
1. Als Grenzwerte von in £'(Q, F,P) konvergenten integrierbaren Zufallsvaria-
blen, sind R und S ebenfalls integrierbar.

2. Ahnlich wie im diskreten Fall die Zufallsvariablen L und A, existieren fiir
t — oo die Zufallsvariable R und fiir t — 0 die Zufallsvariable S. Und so er-
halten wir auch eine Martingal- beziehungsweise Riickwéartsmartingaleigen-
schaft. Allerdings sind im diskreten Fall das Martingal und das Riickwérts-
martingal identisch (X, —nL),cz, beztglich verschiedener o-Algebren. In
stetiger Zeit sind (Y; —tR)s~0 und (%(Y} —5))s>0 verschieden. Das liegt dar-
an, dass die Zeit nicht auf lineare Weise symmetrisiert ist, wie im diskreten
Fall. Wir bilden nicht die Grenzwerte in Richtung 400, sondern betrachten
die Grenzwerte gegen +o0o und gegen 0. In Kapitel 4 werden wir auf die Fra-
ge eingehen, ob Harness-Prozesse iiber R doch wieder die eben erwédhnten
symmetrische Eigenschaften haben, so wie im diskreten Fall.

Definition 3.14 (Zu Y assoziierter Prozess Y)
Sei Y = (Y}),+( ein Harness-Prozess, und seien R und S die in (3.10) definierten
Zufallsvariablen. Dann bezeichnen wir

YVi:=Y;—tR—S Vt>0 (3.13)
als den zu Y assoziierten Prozess Y = (YQ)DO.

Bemerkung 3.15 (Bedeutung des assoziierten Prozesses Y))

Wir wollen jetzt zeigen, dass Y ein Vielfaches einer Brownschen Bewegung ist.
Dafiir nutzen wir die Lévy Charakterisierung der Brownschen Bewegung, Pro-
position 3.10, und beweisen nacheinander, dass }70 =0, Y ein Martingal ist und
die quadratische Variation von Y fiir eine nicht-negative Zufallsvariable o erfiillt
<Y/>t = ot.

Proposition 3.16

Sei Y = (Y}),~ ein Harness-Prozess, dann ist der in (3.13) definierte assoziierte
Prozess Y = ()7})
erfiillt:

o0’ ein Harness-Prozess, der auBerdem folgende FEigenschaften

o . 1y _
il{f{l}Ys =0 und u}l‘gl_loo =Y, =0. (3.14)
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Beweis Wir zeigen zunéchst, dass Y ein Harness-Prozess ist. Y; ist integrierbar
fiir alle ¢ > 0, da sowohl R und S, als auch Y; integrierbar sind fiir alle ¢t > 0.
Auflerdem ist (Yt)t>0 an die o-Algebren (G;)i~o und (H;)¢>0 adaptiert, weil Y
als Harness-Prozess und R und S aufgrund ihrer 7o.-Messbarkeit an (G)~o und
(Hi)i>0 adaptiert sind. Die Harness-Eigenschaft ergibt sich ebenfalls aus den
Harness-Eigenschaften von Y und (S +¢R)¢0.

E [i|Ge, Hu } =E[Yi|Gs, Hu] =5 — 1R
bty + =0y, — 2=L(S 4+ sR) — =2 (S uR)
uly 4+ =5y,

Die Grenzwerteigenschaften von Y folgen direkt aus der Definition von R und S:

hmnzll\r"r(l)(}/;—S—sR)zl{‘%)@—S:0

sN\0
und
lim 1Y, = lim l(Yu S—uR)= lim Yo _ i 2_R=0 O
u, oo ¥ u,/ oo ¥ u /400 u /00

Folgerung 3.17 (Translationsinvarianz)

Die Harness-Eigenschaft (3.4) bleibt also bei Translation durch integrierbare Pro-
zesse der Form {S+tR|t > 0;R,S € T} erhalten. Dies liegt daran, dass Prozes-
se der obigen Form selbst Harness-Prozesse sind, sieche Abschnitt 3.1, und die
Zeit linear eingeht. Wiirde stattdessen zum Beispiel einen Harness-Prozess um
einen Prozess der Form (R +t2S5);~0 verschoben werden, dann ginge die Harness-
Eigenschaft verloren.

Proposition 3.18 (Martingaleigen§chaften)
Der zu Y assoziierte Harness-Prozess Y ist ein Martingal beziiglich der Filtration

(0(Gs,Ho))s>0 und der Prozess (%)u>0 ist ein Riickwértsmartingal beziiglich
del" O’—A]gebreﬂ (O-(Q()7Hu))u>0.

Beweis Intergrier- und Messbarkeit erbt Y von Y. Daher reicht es, die Martin-
galeigenschaft nachzupriifen. Mithilfe der Proposition 3.16 und Korollar 1.9, an-
gewendet auf M, :=E [fﬂgs,?{u} erhalten wir die P-fast sichere und £'(Q, F,P)
Existenz von

- u—t t=s
U}IVI—E E[YHQ&HU} - }1&1 uU—s Y +u}l‘r—&r-loou_ Yu=Ys

Korollar 1.9 liefert aulerdem, dass

u/‘—|—oo
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und damit

E[Vi|Gs, Hoo| = E [E [ﬁ\ugrfooo(gsﬂw] \gs,’Hoo]

:E[?Ags’?{oo}
=Y,.

Die Riickwéartsmartingaleigenschaft von (Y;);~o folgt analog, wobei wir s — 0
anstelle von u — oo betrachten. Nach Korollar 1.9 existiert P-fast sicher und in
El

11; Y _ 1y —ty  t=sy ) Bl 1y
%i{‘%E[WQs,Hu} = f;%(hnﬂLr_iYu) wYu:
Jetzt kénnen wir mittels der Turmeigenschaft (1.1) folgern, dass

E[%Wo,?—lu]:1E[E[Y/t|li{%a(gs,%u)]IQO,HU]: RAAER

3.3 QUADRATISCHE VARIATIONEN

Ab jetzt werden wir die Zeit getrennt betrachten. Wir wollen die quadratische
Variation von Y identifizieren. Dafiir gehen wir zundchst nur von der Martin-
galeigenschaft von Y aus. Spater werden wir ganz analog die Riickwartsmartin-

galeigenschaft von (%)Do ausnutzen, um damit die quadratische Variation von

(%)t>0 zu bestimmen. Fiir die Herleitung benutzen wir zwei Hilfsprozesse, die
wir mit (as)s>0 und (Bs)s>o0 bezeichnen werden.

Zusatzannahme

Fir den weiteren Verlauf dieses Kapitels nehmen wir zusitzlich an, dass der
Harness-Prozess Y quadrat-integrierbar sei. Die Aussage des Korollars 1.9 kann
zu LP-Konvergenz verallgemeinert werden, [8], und daraus kann insbesondere die
L£2-Konvergenz fiir R und S gefolgert werden. Damit sind dann auch R und S
quadrat-integrierbar. Dies hat zur Folge, dass der zu Y assoziierte Prozess Y die
Quadrat-Integrierbarkeit von Y erbt.

3.3.1 DIE QUADRATISCHE VARIATION DES ZU Y ASSOZIIERTEN PROZESSES

Proposition 3.19 (Definition und Existenz von (as)s>0)
Y bezeichne den zu Y assoziierten Prozess. Dann existiert fiir alle s > 0 eine
nicht-negative, o (Gs, Hoo)-messbare Zufallsvariable o, so dass

E {57,:2 — Y/:gz|gs>Hoo} =(t—s)as fiir alle t > s. (3.15)
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Beweis Die Martingaleigenschaft von Y liefert, dass
—y?
E [YiYulGt, Hoo| = ViE [Ya|Gr, Hoo| = V2.

Dies nutzen wir aus und erhalten mithilfe der Turmeigenschaft (1.1) eine allge-
meinere Aussage fiir s <t < u:

E [ViYa|Gs, Hoo| = E [ViE [Va|Gr, Hoo| |Gs, Hoo| = B [V[Ge, Hoo|  (3.16)

Andererseits erhalten wir mit (1.1), der Harness-Eigenschaft (3.4) und der Mar-
tingaleigenschaft des Prozesses Y

E[ViYulGs, Hoo] = E [E[ViIGs, Hu| Vil G Hoo
= E[(L=LV, + L25V,) Val G, Hoo
= VLY R [Vl G, Hoo| + 22K [V2(Ga, Hoo

uU—Ss

IV IS E[VGa Hoo

Q

Es ist also wegen (3.16)
E [V7]Gs, Hoo| = 2LV 2 + 2R [V2]Ga, Hoo)
so dass insbesondere
B[V = ¥210s Hoc| = =5 (B [V2105 Moo =77)
= 2R [V - V|G, Moo
und somit

oy = — B[V~ V(G Hoo]

U—s

Fiir den Beweis der Nicht-Negativitit von (as)s>0 bendtigen wir nur die Martin-
galeigenschaft von (Y%)¢~0. Durch einsetzen von

V2 -¥7 = (VY =Y = V2 =2V, (Vi - Yo) + (Vi - Vo)
n (3.15), erhalten wir fir 0 < s <t

(t_ 3)043 = E[Yfg - )752|QS»HOO]
= 2V, E[Y}|Gs, Hoo| — 2V2 + E[(Y: — Y5)?|Gs, Hoo

=E[(Y; — Y5)%Gs, Hoo
> 0.

Die Messbarkeit folgt per Konstruktion. 0J
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Nun wollen wir fiir (as)s>0 ein paar Eigenschaften zeigen, um beweisen zu kénnen,
dass (Y); =/ ; agds die quadratische Variation von Y ist. Dazu zunéchst folgendes
Lemma.

Lemma 3.20 (Martingaleigenschaft von (ag)s>0)
Sei (ovs)s>0 aus Proposition 3.19. Dann ist (o), ein Martingal beziiglich der
Filtration (o (Gs, Hoo))s>0-

Beweis Wir miissen wiederum nur die Martingaleigenschaft iiberpriifen, da die
Integrier- und Messbarkeit bereits aus der Konstruktion folgt. Fiir s < t < u gilt:

(u—s)as =E [V} = V7|Gs, Hoo
= E[V? - V2(Ge Hoc| +E [V~ V(Go Hoo
= E[E [V, — Y2|0r, Hoo] |Gs. Hol + (£ — 5) s
= (u—1t)E[ag|Gs, Hoo] + (t — 5) s,

so dass

E[at|QSan] = Os. U
Lemma 3.21 (Rechts-Stetigkeit von (as)s>0)
S+ g st rechts-stetig, fiir (as)s>o aus (3.15).

Beweis Zu zeigen ist

lim o, = oy fiir alle ¢ > 0.

u N\t
Die Familie (Gs)s>0 ist rechts-stetig und aufgrund der Monotonie ist auch erfiillt,
dass

Og(gtyHoo) = %1\1%0 (Gt, Hoo) -

Dies liefert mit der Martingaleigenschaft von (as)s>o:

11}{304“ = qltig}E[aﬁgu,Hoo] = E[av|iig1ta(gu,Hoo)] =E[ay|G, Hol = O
Bemerkung 3.22 (Verallgemeinerung)

Fiir den Nachweis der Rechts-Stetigkeit von (as)s>0 haben wir die in Notation 3.1
geforderte Rechts-Stetigkeit der o-Algebren (Gs)s>0 verwendet. Lésst man diese
Annahme weg, so kann man trotzdem immer eine Version des Prozesses (as)s>0
finden, die rechts-stetig ist und damit weiterarbeiten ohne die Allgemeingultigkeit
zu verlieren. Die Voraussetzung aus Notation 3.1 ist also niitzlich, aber nicht
notwendig.

Proposition 3.23 (Quadratische Variation von Y)
Es seienY der zu'Y assoziierte Prozess und (as)s>0 wie in Proposition 3.19. Dann
ist

~ t
<Y>t:/0 aydr,

die quadratische Variation von'Y.
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Beweis Nach Definition 1.12 (2) gentigt es zu zeigen, dass

. t
(Yf - / a,«dr>

0
ein Martingal beziiglich der Filtration o (G, Hoo) ist. Dazu iberpriifen wir nur
die Martingaleigenschaft, denn die Integrier- und Messbarkeit folgt wie zuvor aus

der Konstruktion. Da (as)s>0 nicht-negativ ist, konnen wir im folgenden den Satz
von Fubini [18] anwenden. Fiir s <t erhalten wir dann

t>0

3 t
E[Yf—/o apdr| G, Hiso)
~ ~ ~ s t
:E[Kz—Yf—i—}f\gs,%m} —E [/0 ardr+/ ozrdr]gs,Hoo]
S
- S t
:(t—s)as—i—Yf—/O Ozrdr—/ E [y |Gs, Hooldr
S
. s t
Yf—/o ardr—k(t—s)as—/ asdr
S

372—/8adr O
S 0 [t

3.3.2 UMKEHRUNG DER ZEIT

Wir haben zu Anfang dieses Kapitels die Zeit in Richtung 0 und in Richtung oo
parallel betrachtet. Der Ubersicht wegen haben wir in diesem Abschnitt zunéchst
nur das Martingal (f@)bo beziiglich der o-Algebren (0(Gi, Hoo))t>0 ausfihrlicher
behandelt. Wir wollen jetzt die gleichen Uberlegungen fiir das Riickwéirtsmartin-
gal (%)t>0 beziiglich der o-Algebren (o(G,,Ht))t>0 anstellen. Dabei gibt es zwei
Moglichkeiten fortzufahren.

1. Wir kéonnen das Riickwértsmartingal <%)t>0 beziiglich der abnehmenden

Folge von o-Algebren (0 (G,,H¢));~o und die Grenzwerte fiir £ — 0 untersu-
chen.

2. Oder wir invertieren das Setting. Das heifit anstelle von
(gtht7goaHOO7Y%JS7R7}N/t)

betrachten wir

(H%ag%vaagoth%aRﬂsatY/%)?
wobei wir ¢ gegen +o0o konvergieren lassen.

In beiden Fallen kann man darauf schlielen, dass ein nicht-negativer, links - steti-
ger Prozess (8, )u>0 existiert, der messbar ist beziiglich (o(G,, Hu))u>0 beziehungs-
weise beziiglich (o0(H1,G,))u>0 und dhnliche Eigenschaften wie (as)s>0 erfiillt.
Durch Vergleich von Eas) s>0 und (By)u>0 konnen wir schlieBlich die fiir unsere
Zerlegung benotigte Zufallsvariable o identifizieren. Die Beweise der folgenden
Aussagen geben wir gar nicht oder nur verkiirzt an, da sie die gleichen Ideen wie
die entsprechenden Beweise der analogen Aussagen fiir (as)s>o verwenden.
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Proposition 3.24 (Definition und Existenz von (5,)y>0)
Sei Y der zu Y assoziierte Harness-Prozess. Dann existiert fiir alle u > 0 eine
nicht-negative, o (G,,H,)-messbare Zufallsvariable 3, so dass fiir alle u >t

Y2 v? 11
E[tg—ugygo,ﬂu] - (t—u> Bu. (3.17)
Beweis Analog zum Beweis der Proposition 3.19 ergibt sich aus der Riickwérts-
martingaleigenschaft von (ﬁ>t>0’ dassfir 0 <s<t<u

Y, Y Y Y2
[ 7j|g07/H ] [tt [ |g07/Ht] |g07H 1 lttg|g07%u] (3-18)

und mit (1.1) und (3.4), dass

[YY%\GO,HU]:( )E[YZQ!QO,HU] US_?“ElWO,Hu]

t(u—s) tu—s) u
_s(u=1) u(t—s) Yy
= t(u—S)E[ 5 ]QO,”HU] Hu—s) u? (3.19)
Aus (3.18) und (3.19) folgt dann
Y2 _ s(u— ) Y2 s(u—t)\ Y2
e i) = SR [T+ (1- 05 ) 6

woraus sich schlielich mit

ﬁu = -

su Y2 Y2
o[5-Fan

u— 52

das Gewtinschte ergibt:

Y2 s(u—t) V2 Y2
< [ |gO’Hu‘|_lL2>_t(u—S) 2|907HU _ui
1 1\ su Y2 Y2
(t u)u—s lsz 2‘%’7{”]
Lemma 3.25 (Riickwirtsmartingaleigenschaft von (5,)y>0 )

Sei (fu)u>0 wie in (3.17). Dann ist (f3,),~ ein Riickwértsmartingal beziiglich der
o-Algebren o (G,, Hy,).

Beweis Um die Riickwértsmartingaleigenschaft zu zeigen, nutzen wir (3.17), so
dass fiir s<t<u

1 Y2 2 }72 Y2
(—)m [; |gO,Hu] [t— 2|90,Hu]

s 12

_E[E [’j Q\QO,%] Gyt + (5= ) Bu

=E[({—5) g+ (51)

E[B|Gy, Hu] = Bu- O

und damit
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Lemma 3.26 (Links-Stetigkeit von (5,)y>0)
u > [y, ist links-stetig, das heifit:

. _ . > 0.
}%Bt By fiir alle u >0

Bemerkung 3.27 (Verallgemeinerung)

Wie schon bei (as)s>0 kann auch diese Aussage durch ausweichen auf eine links-
stetige Version von (fy)y>0 fur den Fall einer nicht links-stetigen Familie von
o-Algebren verallgemeinert werden.

Proposition 3.28 (Quadratische Variation von %)
Fiir den zu Y assoziierten Harness-Prozess Y gilt:

%t—/ 5wdw

wobei (3, )u>0 Wie in Proposition 3.24.

Beweis Wir zeigen, dass

(5 - [ Ssa)
u u v u>0

ein Riickwartsmartingal beziiglich der o-Algebren (o (G, Hy)),~¢ ist. Fir s <u
folgt analog zum Beweis von Proposition 3.23 aus dem Satz von Fubini [18] und
(3.17), dass

ve Bw

E[5 - 2wl Go, Ml
:@_)% [ [ LB ipaiG, ) o
zj_ u“fugd F (3 2) B [y
:Zf_ uoof;;dw. -

Bemerkung 3.29 (Alternativer Ansatz: Inversion der Zeit)
Wie schon zu Beginn des Abschnitts angedeutet, kann die Existenz von (3, )u>0

auch durch den Prozess (Y1)~ hergeleitet werden. Dazu verindert man das
3
Setting auf folgende Weise: Anstelle von

(gthtvgoaHOO7naS7Rvﬁ>

wird

(H%7Q%,ngo,tY%,R,s,tf/%)

bestrachtet. Wir werden jetzt nicht alle Beweise ein zweites Mal fithren, sondern
nur die wichtigsten Aussagen im verdnderten Setting wiedergeben. Allerdings gilt
fir jeden Harness-Prozess Y im invertierten Setting eine besondere Eigenschaft,

die das Riickwértsmartingal ( )¢~ nicht erfiillt:
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Lemma 3.30 (Harness-Prozess nach Inversion der Zeit)

Wenn (Y;)¢>0 ein Harness-Prozess beztiglich (0(Gs, Hu,) )u,s>0 ist, dann ist (tY1)>o
t

ein Harness-Prozess beziiglich (o0(H1,G1))u,s>0-

Beweis Sei 0 < s <t < u, dann ist % < % < % und somit, gilt

i) tY1 € LYQ,F,P) Vt>0, weil Y ein integrierbarer Prozess ist,
t

ii) (tY%)t>0 ist adaptiert an (g%)bo und (H%)t>0, weil (Y3)¢s0 an (G¢)y>o und
(H¢)¢>0 adaptiert ist.

iii) Die Harness-Bedingung erhalten wir aus der Harness-Bedingung von Y':

1 1_
t

5_% u—t
E[tYi|H1,g1]=t 1YL+ 5
u S

(SY%). O

s u—=s u u—=s

_ u L

1
= t_

11LY1>: > (uY1) +
S u

Bemerkung 3.31 (Verbindung zur Brownschen Bewegung)

Die in Lemma 3.30 bewiesene Eigenschaft gilt als eine Besonderheit der Brown-
schen Bewegung. Da wir am Ende dieses Abschnitts zeigen wollen, dass jeder zu
einem Harness-Prozess Y assoziierte Prozess Y ein Vielfaches der Brownschen Be-
wegung ist, erkldrt sich auch diese Eigenschaft von Harness-Prozessen in stetiger
Zeit. Die Bezeichnung "Inversion der Zeit™ stammt ebenfalls aus der Theorie der
Brownschen Bewegung.

Bemerkung 3.32 (Zu (Y})¢~0 assoziierter Prozess)
Der zu Y assoziierte Prozess hat im invertierten Setting die folgende Gestalt:

tf/% = 1Yy —R—18S. (3.20)

Bemerkung 3.33 (Quadrat-Integrierbarkeit)
Ab hier miissen wir uns bewusst machen, dass der zu Y assoziierter Harness-

Prozess tY1 der Form (3.20) quadratisch integrierbar ist fiir alle t > 0, da wir dies
t
fiir den Prozess Y zuséatzlich vorausgesetzt hatten.

Proposition 3.34 )
Fiir den zu Y assoziierten Harness-Prozess (tY1 )i~ nach Inversion der Zeit gelten
t

folgende Figenschaften:

1. Der Prozess (tY1)iso ist beziiglich der Filtration (O’(H%,go))t>0 ein Mar-
t

tingal und der Prozess (f@ )i>0 Ist ein Riickwartsmartingal beziiglich der
t

o-Algebren (o (H oo, g% ))t>0-

2. Existenz von (By)y>o: Fiir alle u > 0 existiert eine nicht-negative, beziiglich
o(H1,G,)-messbare Zufallsvariable 3, so dass fiir allet <u

E|(tY1)* = (u¥1)*[H1,Gy| = (u—1) fu.
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3. (Bu)us>0 ist ein Martingal beziiglich der Filtration o(H1,G,)u>0-

4. u— B, ist links-stetig.

5. Quadratische Variation:

<u}~%>u = /uoo Puwdw

3.4 ZERLEGUNG VON HARNESS-PROZESSEN UBER RT

Wir haben nun die quadratische Variation von (Y;)s~q durch ([ 5 a,dr)e=o und die

quadratische Variation von (%)t>0 durch ([ %dw}bo beschrieben. Wir werden

damit beweisen, dass (as)s>0 und (By)us0 sogar P-fast sicher gleich sind und
dadurch folgern, dass as = a P-fast sicher fiir alle s > 0, fiir eine Zufallsvariable
a. Mit der Lévy Charakterisierung der Brownschen Bewegung folgt dann direkt,
dass Y das Vielfache einer Brownschen Bewegung ist. Um dies alles folgern zu
konnen miissen wir allerdings noch eine weitere Annahme machen:

Zusatzannahme
Im Folgenden wird zusétzlich angenommen, dass Y stetige Pfade besitzt. Aquiva-
lent gilt dies dann auch fiir den assoziierten Prozess Y.

Lemma 3.35
Fiir (as)s>0, aus Proposition 3.19, und (3, )y>0, aus Proposition 3.24, gilt:

P(as = B fiir fast alle s) =1

Beweis Wir wollen mithilfe der quadratischen Variation folgende Gleichung fiir
beliebige a,b € R mit a < b zeigen:

b oy b
/ —‘;ds: ﬂ—gdu.
a S a U

Dazu betrachten wir die Definition der quadratischen Variation 1.12 fiir den Pro-
7€ss (%)bo und ein beliebiges Intervall [a,b] in R

- ~ - 2
Y b 1; Yt? Y;b?_l
<7>a—ngr,g02 FTRTR B

i<in \ Vi i—1

n4n
ti 1—1

- - 2 - - - - 2
(Ytg B Yt;l_l) B (t?—ﬁ/t;? — 1Y =t Vi +t?—1Yt;l_l)

~ ~ 2 ~ g ™
VoY \* Yoo (=Y Y —12) (-2, \°
7 11—
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Fir n — oo geht [t —t!' ;| — 0, daher konvergiert der letzte Term gegen 0. Auf-

grund der stetigen Pfade von Y konvergiert auch \fft? — }7,5?71] gegen 0. Es bleibt

also nur der erste Term zu betrachten und somit gilt fiir f(t) := (1)%

Y, . ~ ~ 2
(= Jim 32 (Vi =Yip )" e

1<ip

= /abasf(s)ds

b
:/—Sds
a S

Aus Proposition 3.28 folgt insbesondere, dass

Y/t b bﬂu b o

Da dies fiir alle a,b gilt folgt fiir die Integranden
P(as = B fiir fast alle s) =1 O

Lemma 3.36 ((as)s>0 ist konstant in der Zeit)
Fiir (as)s=0 aus Proposition 3.19 existiert eine Zufallsvariable «, so dass:

Plas=a, Vs)=1

Beweis Aus dem vorherigen Lemma folgt insbesondere die schwéchere Eigen-
schaft:
Plas=p8s) =1 fur fast alle s.

Dies und die Martingaleigenschaften von (as)s>0 beziehungsweise (3, )y>0 nutzen
wir aus, um das Gewilinschte zu zeigen. Sei t,v fest gewéhlt, so dass oy = 3; und
oy = [, P-fast sicher. Dann folgt aus der Martingaleigenschaft von (as)s>0, dass

E[ow|at] = E[E [ay|Gt, Hool |ot) = E [ |an] = o

und andersherum aus der Riickwartsmartingaleigenschaft von (5, ),>0 ergibt sich,
dass

E [at’av] =E [ﬁt‘ﬁv] =E [E [ﬁt|g07%u] |Bv] =E [511’&)] = By = .
Mit Lemma 1.11 erhalten wir aus der wechselseitigen bedingten Erwartung
Pay = ay) = 1.

Dies ist fiir fast alle ¢ und v erfiillt. Somit existiert eine Zufallsvariable «;, so dass
fir fast alle s > 0
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Die Behauptung folgt nun durch Widerspruch. Nehmen wir also an es existiere
eine Menge M # () mit

M = {s>0|P(as # ) > 0}.

Diese Menge ist abzahlbar, aufgrund des vorher gezeigten. Daher existiert fiir
jedes s* € M ein w > s*, so dass die Menge (s*,w) N M leer ist. Wegen der Rechts-
Stetigkeit von (ai)s>0 ist dann

agx = lim o, = lim a =« P-fast sicher.
uN\s* uN\s*
Das heifit aber
Plas#a)=0 Vs>0

und damit folgt M = (), so dass schlielich
Plag=aVs)=1.
O

Bemerkung 3.37 (Messbarkeit und Integrierbarkeit)
Aus den Eigenschaften von (a)s>0 und (8, )u>0 folgt die Messbarkeit beziiglich
0(G,,Heo) und die quadratische Integrierbarkeit von a.

Korollar 3.38
Sei Y der zu Y assoziierte Harness-Prozess. Dann existiert ein nicht-negativer

Prozess «, so dass .

Beweis Wegen Lemma 3.36 gilt fiir die quadratische Variation von Y

~ t t
(Y :/ astZ/ ads = at O
0 0

Proposition 3.39
Der zu Y assoziierte Harness-Prozess Y ist das Vielfache einer Brownschen Be-
wegung, das heif3t:

Y; = VaB; Vt>0

fiir eine Brownsche Bewegung (B;)¢>0 und eine nicht-negative Zufallsvariable .

Beweis Wir wollen die geforderten Bedingungen der in Proposition 3.10 angege-
benen Lévy Charakterisierung der Brownschen Bewegung tiberpriifen:

1. Y ist ein Martingal, wie wir in Proposition 3.18 gezeigt haben.
2. 17;) = 0 gilt wegen der Grenzwerteigenschaft aus Proposition 3.16.

3. Fiir die quadratische Variation haben wir in Korollar 3.38 gezeigt, dass:

<}7>t =aot = <ﬁ1~/>t =t.

Insbesondere gilt nach Proposition 3.23 fir s > 0
E [é?? —tlgsyf}'too} = li}f — S.

[e%
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Also ist Y; = \/aBy fir alle t € R, O

Aus der Definition von Y}, vergleiche (3.13), folgt damit die gewtinschte Zerlegung
des Harness-Prozess (Y7)¢>0:

Theorem 3.40 (Zerlegung von Harness-Prozessen in stetiger Zeit)
Fiir jeden quadratisch integrierbaren Harness-Prozess Y mit stetigen Pfaden exis-
tieren 0(G,, Hoo)-messbare Zufallsvariablen R, S und «, so dass

Y, =S+tR+aB; YVt >0
wobei (By)i>o die Standard Brownsche Bewegung bezeichnet.

Bemerkung 3.41
Jeder Prozess der Form

Y;=S+tR++vaB; Vt>0

fir (G, , Hoo))-messbare, integrierbaren Zufallsvariablen R, S und « und eine Stan-
dard Brownsche Bewegung (B;)¢>0 ist ein Harness-Prozess.

Wir haben in den Beispielen zu Beginn dieses Kapitels gezeigt, dass sowohl der
affine Teil als auch die Brownsche Bewegung Harness-Prozesse sind. Bei linea-
rem Zusammensetzen von Harness-Prozessen bleibt also die Harness-Bedingung
erhalten.

Wir haben in diesem Kapitel eine dhnliche Zerlegungseigenschaft fiir Harness-
Prozesse iiber R gefolgert, wie im vorigen Kapitel fiir Harness-Prozesse iiber Z.
Allerdings wére die natiirlichere Verallgemeinerung von Harness-Prozessen tiber
7, Harness-Prozesse liber R gewesen. Diesen Prozessen wollen wir uns im nachsten
Kapitel kurz zuwenden und mégliche Zerlegungen studieren.
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4 AUSBLICK: HARNESS-PROZESSE UBER R

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Harness-Prozessen iiber R beschéftigen.
Dabei richten wir unsere Aufmerksamkeit nur auf Zerlegungen, die wir aufgrund
der Kapitel 2 und 3 fiir moglich halten. Es gibt drei verschiedene Ansétze, wie
Harness-Prozesse tiber R beschrieben werden kénnten. In den folgenden Abschnit-
ten werden wir jeden der Ansétze erklaren, die zugehorige vermutete Zerlegung
vorstellen und einen Beweis dazu skizzieren. Bei jedem der Anséitze gibt es aller-
dings noch ungeklarte Schwierigkeiten auf die wir an gegebener Stelle hinweisen
werden.

Bemerkung 4.1

Die drei Ansétze, die wir besprechen wollen, sind reine Vermutungen. Im Folgen-
den werden wir auf entsprechende Liicken hinweisen. Um aber auf die gewiinsch-
ten Resultate zu kommen, werden wir an den problematischen Stellen die Giiltig-
keit der jeweils benotigten Aussagen annehmen. Dabei wurde die Beweisbarkeit
allerdings nicht tberpriift. Es ist also moglich, dass es echte Liicken sind, die sich
nicht schlieflen lassen und damit wéaren die Ansétze falsch.

4.1 ANSATZ 1: AFFINER PROZESS

Die erste Variante ist angelehnt an Kapitel 2. Dabei gehen wir von vornherein
von ganz R als Indexmenge aus und folgern symmetrische Eigenschaften, so wie
in diskreter Zeit.

Voraussetzung

Fiir diesen Ansatz setzen wir voraus, dass die Konvergenzsétze aus den Grundla-
gen, Theorem 1.8 und Korollar 1.9, auch fiir £ — —oo gelten. Die Definition fiir
Harness-Prozesse bleibt so wie im stetigen Fall aber mit Erweiterung der Index-
menge.

Vermutete Zerlegung: Affiner Prozess
Fiir einen Harness-Prozess X = (X¢);er existieren Zufallsvariablen Aund L, so
dass
X,=A+tL VteR.
Bemerkung 4.2
Da dieser Ansatz an Kapitel 2 angelehnt ist, nennen wir den betrachteten Harness-

Prozess wieder X und die Bezeichnung der Zufallsvariablen A und L soll die
Ahnlichkeit zu den Zufallsvariablen A und L verdeutlichen.

Beweisskizze

Sei also (X;)er ein Harness-Prozess. Dann konnen wir vollig analog zu Kapi-
tel 2 die Existenz einer Zufallsvariable L beweisen. Wegen dem Konvergenzsatz,
Theorem 1.8, existiert P-fast sicher und in £!(2, F,P)

. . 1
r}l‘gl—looE [Xt|gs—7“7 Hu] =Xy + (U - t) r}l‘gr—loo me—r
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und damit erhalten wir

T o 1 T 1
L= r{llr—noo ro r}{i—noo u_(S_T)X87T.

Es folgt daraus direkt eine dhnliche Martingaleigenschaft wie im diskreten Fall

E X, —tL|G s, Hu| = Xy —uL,
Dann ergibt sich die Existenz von A:

A:= lim (X;—tL) existiert IP-fast sicher.
t 400

Im néachsten Schritt kann die Symmetrie der Konstruktion von L bewiesen werden

So erhalten wir weiter die Martingaleigenschaft
E | X, —tL|Gs, Hoo| = X, —sL.

Wenn wir weiter argumentieren wollen wie im Kapitel 2, dann miissten wir u =
t+ 1 betrachten

E X+ LXen] = Xina E | X |Xe+ L] = X+ L
Der néchste Schritt wird auch noch ohne Problem klappen fiir festes t € R

X1 =X+ L P-fast sicher.

Nun aber kommen wir nicht so einfach weiter voran. Fir jedes feste ¢ gilt die
obige Gleichung P-fast sicher. Wir brauchen aber die stirkere Forderung, dass
die Gleichung P-fast sicher fiir jedes ¢ gilt. Da die Menge der Nullmengen, auf
denen die Gleichung nicht erfiillt ist, aber nicht abzéhlbar sein muss, brauchen
wir ein anderes Argument, als wir es in Kapitel 2 verwendet haben.

Nur wenn wir dieses Problem l6sen konnen erhalten wir die Zerlegung jedes
Harness-Prozess tiber R in einen affinen Prozess:

Xt:A—i_tlA—J

Problem:

Wir halten fest, dass das Problem der Nicht-Abzéhlbarkeit der Nullmengen gelost
werden muss, um Harness-Prozesse iiber R als affine Prozesse darzustellen. Au-
Berdem sollte die Anwendbarkeit der Konvergenzséitze tiberpriift werden, obwohl
es intuitiv vielleicht keine Bedenken gibt.
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4.2 ANSATZ 2: BROWNSCHE BEWEGUNG MIT DRIFT

Der zweite Ansatz verlduft analog zu Kapitel 3, indem wir die Zeit von Rt auf
R~ spiegeln, damit eine Zerlegung von Harness-Prozessen iiber R™ folgern und
dann beide Teile zu einem Harness-Prozess iiber ganz R verbinden.

Voraussetzung

Auch fiur diesen Ansatz setzten wir voraus, dass die Konvergenzsitze analog fiir
R~ gelten, entsprechend fiir beide Richtungen ¢ 70 und ¢\, —oo. Auflerdem
behalten wir die Struktur der o-Algebren bei. Das heifit (Gs)s<o sei aufsteigend,
vollstédndig und rechts-stetig und (H,,)u<o sei absteigend, vollstandig und links-
stetig. Die Definition von Harness-Prozessen bleibt weiterhin wie gewohnt, fiir
s<t<u<O.

Vermutete Zerlegung: Brownsche Bewegung mit Drift
Fiir einen Harness-Prozess (Y;):cr existieren Zufallsvariablen R,S, &, sowie R, S
und «, so dass
S+tR+VaB_; t<0
;=<0 t=0
S+iR++aB; t>0

Bemerkung 4.3
Wie bereits im vorigen Abschnitt, haben wir auch hier entsprechend die Bezeich-
nungen an Kapitel 3 angelehnt.

Beweisskizze
Wir folgern zunéchst die Zerlegung des Harness-Prozess iiber R™ und verwenden
erst am Ende die aus Kapitel 3 bekannte Zerlegung fiir R .
Sei (Y)i<o ein Harness-Prozess. Somit kénnen wir analog zum Kapitel 3 die Exis-
tenz von Zufallsvariablen R und S folgern. Das heif}t es existieren

5 N 5. :

R:= lim — und S:=1limY, P-fast sicher,

sN\—oo 8 u, 0

Folgende Martingal-beziehungsweise Riickwartsmartingaleigenschaften sind dann
erfiillt:

A

E[Vi—tRIG oo Hu| =Yu—uR,  E[+(Yi-SIGH,| =1(¥i-9).

S
An dieser Stelle gehen wir wieder tiber auf den assoziierten Prozess Y
V;=Y;—tR—S vt <0.

Fur diesen Prozess gelten analoge Grenzwert und Martingaleigenschaften, wie im
Kapitel 3 fir Y:

- Y.
limY, =0 und lim = =0
u 0 sN\(—oo S

E |Yi|G-oc,Hu| =Y und E|}YilGs, H, | = LY.
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Basierend auf diesen Eigenschaften kann die Existenz eines nicht-negativen Pro-
zesses (G )y<o gefolgert werden

E [V = Y26 0, Hu| = (u—1)du.

Der Prozess (Gu)u<o ist links-stetig und ein Riickwértsmartingal beziiglich
(0(G—o0,Hu))u<o- Die quadratische Variation ergibt sich daraus wie folgt

- 0 - 0
]E[Yf— /t ardr|g_oo,fﬂu] —V2- / aydr.
u

Entsprechend kann man die Existent des nicht-negativen Prozesses (BS) s<0 fol-
gern.

2T o1 (1 1y
5 [tz‘sz'gs’””o] -(G-9)n

(Bs)s<0 ist rechts-stetig und ein Martingal beztiglich (0(Gs,H,))s<o. Damit ergibt
sich dann auch die quadratische Variation

a 82 —00 w2

V2t Bu

Angenommen, dass die Definition der quadratischen Variation 1.12 auch in [r,0]
gilt, dann kann gefolgert werden, dass

Oy =0 = BS P-fast sicher fiir fast alle u < 0.

Damit erhalten wir dann

(V) = /to Gpdr = —Git ¥t <0,

Das bedeutet wiederum, analog zu Kapitel 3,
Y, =VaB_, Vit <0.

Damit erhalten wir zunéchst eine Zerlegung von Harness-Prozessen tiber R™
Y; = S+tR+VaB_, vt <O0.

Fiir die Zerlegung eines Harness-Prozess Y tiber ganz R wiirde damit gelten:

S+tR+vVaB_, t<0
Y, =<0 t=0
S+tR++/aB; t>0
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Problem:

Wie schon im ersten Fall, setzen wir voraus, dass die Konvergenzsatze anwendbar
bleiben. Das muss iiberpriift werden. Genauso besteht die Frage, ob die quadrati-
sche Variation auf (—oo,0] geeignet definiert werden kann. Ohne diese Uberprii-
fung kann die Zerlegung nicht als giiltig angenommen werden. Wenn diese Zerle-
gung allerdings giiltig ware, dann ist interessant zu untersuchen, ob es in diesem
Szenario Verbindungen zwischen den Zufallsvariablen R und R beziehungsweise
zwischen S und S gibt. Gilt zum Beispiel R = R und S = 5?7 Oder gibt es keinen
Zusammenhang zwischen diesen Zufallsvariablen?

4.3 ANSATZ 3: ORNSTEIN-UHLENBECK PROZESS

Im letzten Ansatz wollen wir durch Transformation der Zeit mithilfe der Expo-
nentialfunktion R auf R* projizieren. Die Idee dabei ist, das Wissen aus Kapitel 3
auszunutzen. Nach der Projektion von R auf R*, mittels der Exponentialfunktion
e greift die Zerlegung aus Kapitel 3 fiir Harness-Prozesse iiber R™.

Voraussetzung
Die Definition von Harness-Prozessen und die zugehorigen o-Algebren bleiben
wie in Kapitel 3 allerdings fiir die erweiterte Indexmenge R.

Vermutete Zerlegung: Ornstein-Uhlenbeck Prozess
Fiir einen Harness-Prozess Z = (Z;)er existieren Zufallsvariablen R, S und a, so
dass

:S+etR+\/EBet teR.

Bemerkung 4.4

Als einzige vollig neue Idee, nennen wir in diesem Abschnitt den Harness-Prozess
7. Die Zufallsvariablen R und S haben wir nicht umbenannt, da es sich um genau
die aus Kapitel 3 gefolgerten Zufallsvariablen handelt.

Beweisskizze
Das heifit, wenn Z = (Z;)icr ein Harness-Prozess ist, dann gilt fiir s <t < wu die
iibliche Definition von Harness-Prozess in stetiger Zeit

E[Z|Gs, Hu) = =L Z+ =27,

und nach Transformation der Zeit mittels e ergibt sich

E[Zet‘gesa,Heu] = :u_gs Zes + gu—ees ev-
e’ ist eine stetige und monotone Transformation der Zeit, das heifit e® < ! < et
Damit erhalten wir fiir ¢ =ef,s' =e® und v/ = e

E[Zt/’gs/’,}-[u/] = %ZS/—F t'—s Z /

u' —s’
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einen Harness Prozess iiber R*. Wenn (Z;);cr stetige Pfade besitzt und quadrat-
integrierbar ist, dann gilt dies auch fir (Z.)cr. Das heifit, es existieren Zufalls-
variablen R, S und «, so dass folgende Zerlegung gilt

Zy =S+t R+/aBy VteR
= Zg=S+e'R++/aB, vteR

wobei (By)y>0 eine Standard Brownsche Bewegung ist. Und insbesondere ist
(vaB,t)ier ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.

Problem:

Mathematisch gibt es bei dieser Methode keine offenen Fragen, da alle Beweise
schon in Kapitel 3 gefithrt wurden. Aber entspricht diese Antwort dem, was wir
suchen? Wir haben durch Transformation der Zeit einen Harness-Prozess tiber R
in einen Harness-Prozess iiber R iiberfithrt. Wir wollen aber eine Zerlegung fiir
einen Harness-Prozess iiber R finden.

Wir haben nun die drei verschiedenen Ansédtze studiert und koénnen festhalten,

dass die Anséitze 2 und 3 eine interessante Form haben. Insbesondere der Ornstein-

Uhlenbeck Prozess wiirde einen weiteren interessanten Einblick in Harness-Prozesse
ermoglichen, wenn er sich als richtig herausstellt.
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5 FaziT

Wir haben uns jetzt eingehend mit Harness-Prozessen iiber Z und R™ beschif-
tigt. Dabei haben wir unsere Aufmerksamkeit auf die Zerlegungen von Harness-
Prozessen gerichtet. Zusammengefasst gilt:

e Sei (X;)nez ein Harness-Prozess, dann existieren Zufallsvariablen L und A,
so dass
X,=A+nL Vn ez

e Sei (Y;);>0 ein Harness-Prozess, der £2-integrierbar ist und stetige Pfade
hat, dann existieren Zufallsvariablen R,S und «, so dass

Y; =S +tR++ab; vVt >0,

wobei (Bt)i>0 eine Standard Brownsche Bewegung ist.

Mogliche Weiterfiihrungen der Arbeit

Wir haben in dieser Arbeit den Schwerpunkt auf die oben erwédhnten Zerlegungen
von Harness-Prozessen iiber Z und R gelegt und im Ausblick, Kapitel 4, Vermu-
tungen geaufert wie Zerlegungen tiber R aussehen konnten und dazu Beweisideen
skizziert. Dabei bleiben aber noch einige andere Themen und Fragen offen, die
interessant anzuschauen sind und auf die wir hier nur kurz hinweisen wollen.

1. Im Abschnitt 2.2 haben wir gezeigt, dass jede Irrfahrt tiber Z ein Differenzen-
harness-Prozess ist. Gilt dann auch die Umkehrung? Die Frage ist also: Exis-
tiert fiir jeden Differenzenharness-Prozess eine Zerlegung in eine Irrfahrt?
Es bleibt also zu untersuchen, ob fiir Differenzenharness-Prozesse dhnliche
Zerlegungseigenschaften gelten wie fir die einfachen Harness-Prozesse in
diskreter und stetiger Zeit.

2. Um die oben genannte Zerlegung von Harness-Prozessen iiber Rt zu be-
weisen, mussten wir zwei Zusatzannahmen machen: Erstens die Quadrat-
Integrierbarkeit des Prozesses Y und zweitens die stetigen Pfade. Daraus er-
gibt sich die Frage, ob es eine allgemeinere Zerlegung von Harness-Prozessen
iiber R™ gibt, fiir die die oben angefithrte nur einen Spezialfall darstellt.

3. In Kapitel 4 haben wir mégliche Zerlegungen von Harness-Prozessen iiber R
betrachtet. Deren Existenz-Beweise konnten wir aber nicht ltickenlos fithren.
Es bleibt also zu tiberpriifen, ob eine Zerlegung von Harness-Prozessen iiber
R existiert und ob sie tatséchlich eine der vermuteten Formen annimmt.

4. Im Einleitungstext haben wir kurz Q-Harness-Prozesse erwahnt, die D. Wil-
liams in seinem Beitrag zu dem Buch Stochastic Analysis [24] vorgestellt
hat. Dort setzt er den Q-Harness-Prozess ins Verhaltnis zu dem von J.M.
Hammersley in [15] motivierten Harness-Prozess und zeigt unter anderem,
dass solche Q-Harness-Prozesse ebenfalls eine Zerlegung besitzen, genauer
eine Riesz-Zerlegung. Es wire eine natiirliche Erweiterung dieser Arbeit,
Harness-Prozessen tiber mehrdimensionaler Indexmenge und deren Zerle-
gunseigenschaften zu studieren.
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Forschung und Anwendbarkeit

Nachdem D.Williams 1973 in [24] und 1980 in [25] Harness-Prozesse wie wir sie
heute kennen eingefiihrt hat, haben sie immer mehr an Bedeutung gewonnen.
Schon in den Achtzigern haben verschiedene Mathematiker sich mit Harness-
Prozessen beschéftigt. Zum Beispiel hat sich 1981 M. Dozzi in seinem Paper [9]
damit befasst 2 Parameter Harness-Prozesse im Vergleich zu Wiener Prozessen
(Brownsche Bewegung) iiber (R*)? zu studieren. Dieses Thema greift er in seinem
Buch [10] von 1989 erneut auf. Es haben sich auflerdem 1988 R.C.Zhang und X.W.
Zhuang und 1992 Z.G. Zhou ebenfalls mit zwei Parameter Harness-Prozessen be-
schiftigt, [29, 27, 28]. In moderneren Papern von 2004, 2006 und 2007 haben
sich verschiedene Autoren mit dem Thema Harness-Prozesse in Bezug auf kris-
talline Strukturen befasst, [20, 11, 12]. Dieser Ansatz liegt wohl der Motivation
von J.M. Hammersley am néchsten. Das vielleicht interessanteste Anwendungs-
gebiet findet sich in der Finanzmathematik. In dem Buch Mathematical Methods
for Financial Markets von M. Jeanblanc, M. Yor und M. Chesney, [16], werden
Harness-Prozesse zusammen mit Poisson-Briicken im Rahmen der Ruin-Theorie
erwahnt. Dort wird auch auf den Artikel [7] verwiesen, indem J.M. Corcuera, P.
Imkeller et.al. eine Verbindung zwischen Harness-Prozessen und dem Insider Tra-
ding hergestellt haben. Allerdings wird die Harness-Eigenschaft der Brownschen
Bewegung nicht als solche genannt, sondern folgt aus der Erweiterung der zuge-
horigen Filtration (“enlargement of filtration™). Es bleibt zu erwéhnen, dass sich

Harness-Prozesse seit 2006 auch in Papern aus der ‘russischen Schule” wiederfin-
den, [5, 3, 4].
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SYMBOLVERZEICHNIS

Indexmengen

natiirliche Zahlen ohne Null, {1,2,...}

natiirliche Zahlen einschlieSlich Null, {0,1,2,...

ganze Zahlen, {...,—2,—-1,0,1,2,...}
d-dimensionale Vektoren mit Eintragen in 7Z,
{(i1,...,ig)|iy € Z,l =1,...d}

positive reelle Zahlen, (0,00)

negative reelle Zahlen, (—o0,0)

reelle Zahlen (—o0,00)

Wahrscheinlichkeitstheorie

Wahrscheinlichkeitsraum

Menge der p-integrierbaren Zufallsvariablen,
{X:Q=>R|E[|XP] < 0}, pe N*
Erwartungswert der Zufallsvariable X
bedingte Erwartung von X unter Y
=E[|o(G, H)]

fir o-Algebren G und H

vom Mengensystem & erzeugte o-Algebra

Spezielle Symbole

Gm =0(Xg|—o00o <k <m)

die Vergangenheit des Prozesses (X},)nez

o (Xpm <r < +o0)

die Zukunft des Prozesses (X, )nez
vollstdndige, aufsteigende und rechts-stetige
Familie von o-Algebren

vollstandige, absteigende und links-stetige
Familie von o-Algebren

= lim &,

v\—oo Y
fir einen Harness-Prozess (X, )nez
= lim (X, —nlL),

n /oo

fir einen Harness-Prozess (Xp,)nez

lim Ye fiir einen Harness-Prozess (Y;)¢s0
u/ oo U

= li\r‘%Y;, fiir einen Harness-Prozess (Y;)i~0
S

=Y;—tR— S5, zu (Y;)i>0 assoziierter Prozess

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.
Def.
Def.

5.9

5.9

S.23

S.23

S.16

S.17

S.29
S5.29
S.31
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