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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit beschéftige ich mich mit Martingalen, Quasimartingalen und Amarts
mit Indexmengen N, —N oder beliebiger gerichteter Indexmenge. Spezielles Augenmerk lege ich auf
Konvergenzsiitze zur fast sicheren und essentiellen Konvergenz. Desweiteren untersuche ich Summen
unabhiingiger Zufallsvariablen, Prozesse mit *-mixing-Eigenschaft sowie Martingale und Amarts hin-
sichtlich Wachstumseigenschaften inform Starker Gesetze der grossen Zahlen. In diesem Zusammen-
hang versuche ich Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu erkennen und deutlich zu machen.

In Kapitel 2 beschiiftige ich mich mit Martingalen, Submartingalen und Supermartingalen mit In-
dexmenge N. Die Verbindung zum Gliicksspiel wird selten so deutlich wie im Konzept des Martingals.
Vor diesem Hintergrund koénnen Martingale als ,faire“ Spiele angesehen werden. Der, nach Vergan-
genheit und Gegenwart F, := o(Xq,...,X,) bedingte, erwartete zukiinftige Gewinn E(S,, 11| F»)
entspricht genau (bzw. fast sicher) dem gegenwértigen Vermégen S, := >, _; X}, des Spielers. Ge-
nauso konnen die Verallgemeinerungen Sub- bzw. Supermartingal, als Reihe von Spielen interpretiert
werden, die fiir den Spieler vorteilhaft bzw. unvorteilhaft sind. Noch deutlicher wird dies an folgender
einfachen Umformulierung der Submartingaleigenschaft: .S, ist ein Submartingal genau dann wenn
E(Xpn41| Fn) > 0 fast sicher fiir alle n € N, d.h. wenn jedes einzelne Spiel, auch unter der Kennt-
nis aller Vorgegangenen, im Mittel einen Gewinn fiir den Spieler abwirft. Eng mit der Theorie der
Martingale verbunden sind Stoppzeiten. Sie sind die mathematische Formulierung der Tatsache, dass
ein ehrlicher Spieler nicht vorausschauen kann und sich in der Entscheidung ob er zum Zeitpunkt n
aufhoren soll zu spielen oder fortfahren soll einzig und allein auf seine bisherigen Gewinne (oder auch
Verluste) X7, ..., X, berufen kann. Faire Spiele (Martingale) sind nicht nur weitestgehend immun ge-
geniiber solchen ,,Stoppstrategien®, d.h. man kann seinen erwarteten Gewinn nicht durch geeignetes
Stoppen vergrossern, sondern gestoppte Martingale sind sogar wieder Martingale. Dies sind die Inhalte
der Doobschen Stoppsiitze und des Optional-Sampling-Theorems.

Die Martingaltheorie, so wie man sie heute kennt, geht zuriick auf Paul Lévy. In [Lév37] verall-
gemeinerte er Summen S, = > _; X unabhingiger Zufallsvariablen mit Erwartungswert Null. Er
zentrierte die Zuwéchse X, nach dem bedingten Erwartungswert E(X,, | F,—1); oder anders gesagt: die
Zuwichse X, seiner Prozesse, die spéter als Martingal bekannt werden sollten, besitzen den nach F,_1
bedingten Erwartungswert Null. Selbst die ersten Konvergenzsétze waren nicht aus einer Notwendigkeit
entstanden, sondern allein aus dem Drang heraus, Ergebnisse der Theorie von Summen unabhéngiger
Zufallsvariablen auf groBere Klassen von Prozessen auszuweiten. (Dies wird in vorliegender Arbeit u.a.
mit Starken Gesetzen der groflen Zahlen gemacht.) Viele wichtige Ergebnisse gehen auf die Arbeit von
Doob in den Vierziger und frithen Fiinfziger Jahren des letzten Jahrhunderts zuriick. Darunter sind die
schon erwdhnten Doobschen Stoppsétze und das berithmte Submartingal-Konvergenz-Theorem, wel-
ches Durrett dem Leser in [Dur05], wie ich finde sehr eingéingig, mit folgenden Worten niherbringt:
»[Submartingales] are the stochastic analogues of nondecreasing sequences and so, if they are bounded
above (to be precise, sup EX," < 0o) they converge almost surely*.

Wie dieses Submartingal-Konvergenz-Theorem und das Optional-Sampling-Theorem zur Anwen-
dung gebracht werden konnen mochte ich kurz mit der Bestimmung der Ruinwahrscheinlichkeit im
,gamblers ruin problem* demonstrieren: Zwei Spieler starten mit den Startvermoégen a € N bzw. b € N
in eine Reihe von unabhéngigen identischen Spielen. Ungliicklicherweise (fiir einen der beiden) sind die
Spiele nicht fair. Die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 1 gewinnt sei p # % Der Einsatz den jeder Spieler
pro Spiel setzt sei 1. Der Gewinn von Spieler 1 im k-ten Spiel kann daher via Z; ~ pd; + (1 — p)d_y
und der Gewinn nach n Spielen durch Y, := >.}'_, Z; ausgedriickt werden. Man sieht schnell, dass



X, = (%)Yn ein Martingal ist. Dabei sei q:=1-p. Wegen Y,, € {—a,—a + 1,...,b — 1,b} ist {X, }nen
beschrinkt. Die Zeit des Spielendes 7 := min{n > 1; Y,, = —a oderY,, = b} bei der einer der beiden
Spieler sein komplettes Vermoégen verloren hat ist eine Stoppzeit. 7 ist fast sicher endlich. (Dieses
Ergebnis kann man zum Beispiel aus der Betrachtung von S,, als asymmetrische Irrfahrt erhalten.)
Nach Optional-Sampling-Theorem ist { X ap,}nen ebenfalls ein beschrinktes Martingal und konver-
giert, geméfl Submartingal-Konvergenz-Theorem, fast sicher gegen X ;. Somit gilt, nach Dominierende-
Konvergenz-Theorem, dass 1 = EXy = lim,, oo EX pn = EX, = (l—r)(%)b—kr(%)_“. r=PX, = —a)
ist hierbei die Ruinwahrscheinlichkeit von Spieler 1, die man nun sehr schnell aus obiger Gleichung
bestimmmen kann.

Das darauf folgende Kapitel 3 verbindet Martingale und Submartingale mit dem Konzept der gleich-
gradigen Integrierbarkeit. Da die gleichgradige Integrierbarkeit weitestgehend unter bedingten Erwar-
tungswerten erhalten bleibt (gezeigt im ersten Abschnitt) und eng mit der L'-Konvergenz in Ver-
bindung steht (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und gleichgradige Integrierbarkeit implizieren die
Konvergenz in Ll) ist es klar, dass man fiir jedes Konvergenzergebnis zur Fast-Sicher-Konvergenz aus
Kapitel 2, unter der zusétzlichen Annahme der gleichgradigen Integrierbarkeit, automatisch auch eine
Konvergenz in L' erhilt.

Dariiberhinaus wird im zweiten Abschnitt die T-gleichgradige Integrierbarkeit eingefiihrt, welche
uns in Kaptitel 7 im Zusammenhang mit der Fast-Sicher-Konvergenz von Amarts wieder begegnen
wird. Und es wird gezeigt, dass, fiir Martingale, die T-gleichgradige und gleichgradige Integrierbarkeit
dquivalent sind.

In Kapitel 7 beschiftige ich mich mit asymptotischen Martingalen, kurz Amarts genannt, mit Qua-
simartingalen und mit Semiamarts. Um einen ersten Eindruck zu erhalten in wie weit diese den Mar-
tingalbegriff verallgemeinern, stelle man sich vor, man habe einen rein deterministischen Prozess, also
eine Folge (fast sicher) konstanter Zufallsvariablen. Diese Folge ist ein Martingal, wenn sie (fast sicher)
konstant ist, sie ist ein Quasimartingal, wenn sie eine beschrinkte Variation besitzt, ein Amart, falls sie
konvergiert und ein Semiamart, wenn sie beschriankt ist. Martingale haben die Eigenschaft, dass man
sie mittels Stoppzeiten charakterisieren kann: X,, ist genau dann ein Martingal, wenn EX, = EX,
fiir zwei beliebige beschriinkte Stoppzeiten o, 7, also wenn das Netz {EX }, konstant ist, wohingegen
Amarts integrierbare adaptierte Prozesse {X,, }, derart sind, dass {EX,}, konvergiert. Dementspre-
chend sind Martingale lediglich eine spezielle Art von Amarts. Neben der Definition eines Amarts
kann die Bezeichnung asymptotisches Martingal auch durch die Riesz-Zerlegung gerechtfertigt werden,
wonach jedes Amart zerlegt werden kann in ein Martingal und ein weiteres Amart, welches fast sicher
und in L' gegen Null konvergiert.

Das Konzept Amart ist sehr ,ergiebig“. Ein Grund dafiir ist wohl, dass viele (klassische) Beweise
von Ergebnissen zu Martingalen, eine Vielzahl davon geht auf Doob zuriick, Stoppzeitenbeweise sind
und Amarts Objekte sind, fiir die diese Stoppzeitenbeweise ihre Giiltigkeit behalten. Zum Beispiel
gilt, genauso wie fiir Martingale und Quasimartingale, ein Optional-Sampling-Theorem, d.h. gestoppte
Amarts sind wieder Amarts. Eine weitere wichtige Eigenschaft, die auch schon Martingale besitzen, ist,
dass sie unter L'-Beschrénktheit fast sicher konvergieren. In diesem Kontext wurde, noch bevor der
Begriff des asymptotischen Martingals geldufig war, von Chacon in [Cha74] bzw. Edgar, Austin und
Tulcea in [Tul74] erkannt, dass eine enge Verbindung zwischen der Amarteigenschaft und der Fast-
Sicher-Konvergenz besteht. So zeigten sie u.a., dass unter der Voraussetzung der L'-Dominiertheit von
{X,}n diese beiden Eigenschaften dquivalent sind. Mit der Einfithrung des Begriffes Amart, zeigten
Edgar und Sucheston in [Suc76a] sogar, dass die Voraussetzung der L'-Dominiertheit ersetzt werden
kann durch die schwiichere Bedingung der T-gleichgradigen Integrierbarkeit ({X}, ist gleichgradig
integrierbar).

Ein wesentlicher Vorteil von Amarts gegeniiber Martingalen oder Submartingalen ist, dass sie ,,ro-
buster® sind. Beispielsweise bleibt die Amarteigenschaft unter endlichem Supremum erhalten; und all-
gemeiner sogar unter einer relativ grossen Klasse stetiger Funktionen ¢ : R — R mit ¢(x) = O(z). Die-
ses Ergebnis stelle ich im letzten Abschnitt von Kapitel 9 vor. Es werden dort Stabilitdtseigenschaften
fiir Amarts mit Indexmenge N und —N gemeinsam behandelt.



Die Kapitel 1, 4 und 8 beschiiftigen sich mit Starken Gesetzen der grossen Zahlen. Zwei frithe Beispiele
stammen von Borel, sinngeméf zeigte er Anfang des Zwanzigsten Jahrhunderts folgendes: Man nehme
als Wahrscheinlichkeitsraum € = [0, 1], versehen mit Borelscher o-Algebra und Lebesgue-Ma8. Es sei
k € {0,1,...,9} und XX (w) sei die Anzahl der k’s in den ersten n Stellen von w € . Dann gilt
X} — I fast sicher und das fiir jedes k. Damit wird offenbar die Haufigkeit des Auftretens einer
bestimmten Ziffer von 0 bis 9 in einer beliebig gewihlten Zahl w € [0,1] in ihrer Dezimaldarstel-
lung gekléart. Das zweite Ergebnis ist weitaus bekannter als das eben vorgestellte, nicht zuletzt, da es
der Nachweis ist, dass das, intuitiv klare, Schéitzen einer Wahrscheinlichkeit via relativer Hiufigkeit
auch mathematisch gerechtfertigt ist: X,, sei eine Folge unabhéngiger identischer Zufallsexperimente
mit zwei moglichen Ausgéngen, d.h. Zufallsvariablen X,, € {0,1}. p := P(X,, = 1) sei die Wahr-
scheinlichkeit des ,,Gelingens®“. Dann konvergiert M — p fast sicher. Gut zwanzig Jahre
nach Borel lieferte Kolmogorov eine, vor allem aufgrund der zahlreichen daraus resultierenden Ver-
wendungsméglichkeiten, berithmte Verallgemeinerung: Es sei X,, € L' ein Prozess mit unabhingig
und identisch verteilten Zuwéchsen. Dann konvergiert w — 0 fast sicher. Schreibt man fiir die
Differenzen D,,, so erhilt das Kolmogorovsche SGGZ die gebriauchlichere Form % Zzzl D, —ED; — 0
fast sicher. Mit dieser Schreibweise wird eher die augenscheinliche Konvergenz arithmetischer Mittel
betont, wohingegen die Erstere deutlich macht, dass der Prozess X,, die Ordnung O(n) besitzt.

Ganz allgemein beschreiben Starke Gesetze der grossen Zahlen immer ein Wachstumsverhalten
von Partialsummen; im Kolmogorovschen Fall von Partialsummen unabhéngiger Zufallsvariablen und
ein SGGZ hat die folgende Form: Unter gewissen Voraussetzungen an die Folge X, existieren (zumeist
deterministische) Prozesse a,, und b, derart, dass X"l'l bu _, () fast sicher. Es kann hiufig a, = n
gewihlt werden, aber manchmal beschreibt a, = n bzw. X,, = O(n) nicht das wahre Wachstum. Je
kleiner die Ordnung von {a,}, umso genauer ist natiirlich auch die Angabe zum Wachstumsverhal-
ten (des zentrierten Prozesses {X),},). Dazu folgende Weiterentwicklung des Kolmogorovschen SGGZ
gemif Marcinkiewicz und Zygmund: Es seien p > 0 und X,, € LP unabhiingige identisch verteilte
Zufallsvariablen. Dann konvergiert X2=EXs _, () fast sicher.

In der vorliegenden Arbeit wird begopnderes Augenmerk auf die Giiltigkeit von Starken Gesetzen der
grossen Zahlen unter Wachstumsbedingungen an die p-ten Momente der Zuwichse gelegt. Im Klartext
heisst das: Ist X,, ein F,-adaptierter Prozess, so wird gezeigt, dass XT — 0 fast sicher gilt, falls
ein p € (0,2] existiert mit y -, Elfﬁ‘p. Dabei kénnen die Zuwichse Dy, unabhingig sein, eine Folge
mit *-mixing-Eigenschaft bilden oder X, ein Martingal und sogar ein Amart sein. Da schon im Fall
unabhéngiger anhand eines Gegenbeispiels demonstriert werden kann, dass obige Reihenkonvergenz als
Bedingung fiir die Giiltigkeit des SGGZ im Fall p > 2 nicht mehr geniigt, muss eine stiarkere Bedingung

gefunden werden. Eine Moglichkeit ist es Y -, Elﬁ"i < oo zu fordern. Unter dieser Voraussetzung

gilt tatsdchlich wieder in allen vier Fillen n" — 0 fast sicher.

Ich mo6chte an dieser Stelle auch einige Ergebnisse von B. Heinkel vorstellen, da sie eine Moglichkeit
ertffnen ein tiefergehendes Verstdndnis der Verbindung zwischen Giiltigkeit des SGGZ bzw. der Folge
% und der Amart- bzw. Quabimartingaleigenschaft zu entwickeln. Sind die Differenzen Dy von X,

unabhéngig, so ist > ;_, Tk ein Martingal beziiglich der von {X,}, erzeugten Filtration und Xu jst,
wie es Heinkel in [Hei96] ausdriickt, ,,not too far away*. Dies fiihrte dazu, dass man untersuchte ob
die Folge {X" }n Charakteristika von Martingalen aufweist, im speziellen, ob aus Xa Amarts oder gar
Quasimartingale kontruiert werden konnen.
Hierbei spielt die Konvergenz von > - E‘f;‘
[Hei96], dass, falls diese Reihe fiir ein p € [1,2) konvergiert, ein Quasimartingal ist.
Im Fall von p = 2 ist die Reihenkonvegenz sogar eine hlnrelchende und notwendige Bedingung

wieder eine tragende Rolle, denn Heinkel zeigte in
\an

dafiir, dass X2 die Quasimartingaleigenschaft besitzt.

Gilt die Relhenkonvergenz hingegen nur fiir ein p > 2, so ist die Bedingung ,, ); n — () fast sicher®
dquivalent zur Amarteigenschaft von { I);’;lp }n. Insbesondere erkennt man, dass man, im Gegensatz zu
den vorangegangenen Féllen, mehr fordern muss(die Fast-Sicher-Konvergenz) und man weniger erhélt
(anstatt eines Quasimartingals lediglich ein Amart), denn die Aquivalenz ist in folgendem Sinne op-

timal: Man findet ein p > 2 und ein {X,}, so, dass > ;= ElD’“‘

< oo und X= — () fast sicher, aber




[ X |”
npP

kein Quasimartingal ist (ebenfalls enthalten in [Hei96]).

In den Kapiteln 5 und 9 widme ich mich Martingalen, Amarts und Semiamarts mit Indexmenge
—N. Die hier behandelten Prozesse { X}, },c_n sind beziiglich einer aufsteigenden Filtration {F, }ne_n
adaptiert (und integrierbar). Man kann die n € —N als Zeitpunkte interpretieren und je weiter man in
den , Vergangenheit“ vordringt um so nidher kommt man dem Ursprung des Prozesses, falls existent.
Denn erst eine Konvergenz im Sinne von lim,,_. ., X, (w) = X (w) heisst, dass fiir w € Q iiberhaupt
ein Ursprung existiert. Desweiteren gibt es, hinsichtlich dieser Interpretation, einen gravierenden Un-
terschied zum aufsteigenden Fall (Indexmenge N): Man besitzt zu jedem Zeitpunkt n € —N mit F,, die
vollstéindigen (probabilistische) Informationen zu fast allen Xj. Es fehlen lediglich die Informationen
VAV Xn+1, ce ,X,l.

Neben der eben genannten Besonderheit, die alle adaptierten Prozesse mit Indexmenge —N ge-
meinsam haben, verhalten sich ,,reversed“ Martingale und Amarts auch in anderer Hinsicht besser als
ihre aufsteigenden Pendants. Zum Beispiel sind absteigende Amarts, auch ohne die zusétzliche Voraus-
setzung der L'-Beschriinktheit abgeschlossen unter endlichem Supremum und Infimum. Desweiteren
wird gezeigt, dass absteigende Amarts fast sicher und in L' konvergieren und automatisch gleichgradig
integrierbar sind. Diese Ergebnisse wurden erstmals von Edgar und Sucheston in [Suc76a] bewiesen.

In Kapitel 6 und 10 betrachte ich Martingale und Amarts mit gerichteter Indexmenge G. Beispie-
le fiir gerichtete Indexmengen sind N, Ry oder auch die Menge T aller beschrinkten Stoppzeiten
(versehen mit einer partiellen Ordnung erkldrt durch ,fast sicher <*). Im Fall einer beliebigen ge-
richteten Indexmenge muss der Begriff der Fast-Sicher-Konvergenz erweitert werden, denn ist z.B.
G = Ry, so sind Limes-Superior bzw. Limes-Inferior von {X;}+cq fiir gewthnlich schon nicht mehr
messbar und dementsprechend auch nicht die Menge {lim inf; X; = limsup, X;}. Das heisst, man kann
die Fast-Sicher-Konvergenz nicht iiberpriifen, indem man die Wahrscheinlichkeit dieser Menge auswer-
tet. An diesem Punkt tritt die essentielle Konvergenz auf den Plan, welche, im Fall der Abzéhlbarkeit
von G, z.B. fiir den Fall G = N, wieder mit der fast sicheren Konvergenz zusammentfillt. Krickeberg
war einer der ersten der sich in den spéten flinfziger Jahren des letzten Jahrhunderts mit der essen-
tiellen Konvergenz von Martingalen und Submartingalen beschéftigte. Dabei werden typischerweise
Uberdeckungsbedingungen an die zugrundeliegende Filtration {F;}, (, jedes X, sei F-adaptiert,)
inform von sogenannten Vitali-Eigenschaften gestellt. Die Vitali-Eigenschaft, die, gemifl [Ast78],
dquivalent ist zur essentiellen Konvergenz von L'-beschriinkten Amarts werde ich in der vorliegen-
den Arbeit genauer untersuchen und die Hinrichtung dieser Aquivalenzaussage als Konvergenzsatz
formulieren und beweisen.

Fiir G = N kann die Fast-Sicher-Konvergenz L'-beschriinkter Amarts mit Hilfe der Approximation
von Haufungspunkten (in diesem Fall lim sup,, X, und lim inf,, X,,) durch geeignetes Stoppen erfolgen.
Die Vitali-Bedingung besagt gerade, dass der essentielle Limes-Superior von adaptierten ,,Null-Eins-
Prozessen®, also elimsup, 1y, mit F; € F;, ebenfalls durch Stoppen von {1p,}: angenéhert werden
kann. Und auf dieser Grundlage kann der Beweis dhnlich wie fiir G = N gefiihrt werden. Ein Hilfsmittel
dabei ist der sogenannte stochastische Limes-Superior. Die notwendigen Ergebnisse hierzu findet man
im Anhang.

Weiterfithrend mochte ich in diesem Zusammenhang erwdhnen, dass es noch eine Vielzahl ande-
rer ,, Vitali-ihnlicher* Uberdeckungsbedingungen gibt, welche jeweils zur essentiellen Konvergenz einer
bestimmten Klasse von Amarts korrespondieren. So ist die hier vorgestellte Vitali-Eigenschaft zwar
hinreichend, aber nicht notwendig fiir die essentielle Konvergenz L'-beschriinkter Martingale { X h.
Aber auch in diesem Fall existiert eine entsprechende Uberdeckungsbedingung, nachzulesen in [Talg6)
und [Suc80].

Neben Ergebnissen zur, schon erwéhnten, stochastischen Konvergenz findet man im Anhang auch noch
hilfreiche Umformulierungen der Fast-Sicher-Konvergenz und der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
Ein Abschnitt befasst sich mit der Existenz einer Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit vorgegebe-
ner Verteilung und der letzte Part enthélt sowohl einen Martingal- als auch einen Amartbeweis des
Radon-Nikodym-Theorems als Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten Konvergenzergebnisse.



KAPITEL 1

Starke Gesetze der Grossen Zahlen

Ein Starkes Gesetz der grossen Zahlen besagt fiir gewohnlich, dass, fiir einen zufélligen Prozess
{ X, }nen, geeignete , Normierungsfolgen {a,}, {b,} C R existieren derart, dass

1 n
bfZXk—ak—)O
" k=1

fast sicher. Ein weiteres Ziel ist nichtzuletzt die Normierungsfolgen zu identifizieren. In diesem Kapitel

werden einige Starke Gesetze vorgestellt und es wird so sein, dass a,, entweder EX,, oder Null ist.
E|X|?

Im ersten Abschnitt werden SGGZ unter den Voraussetzungen der Konvergenz der Reihen ', =5
k

bzw. ZZ=1 Eb‘;illp bewiesen. Unter anderem wird gezeigt, dass, mit der zusétzlichen Bedingung der Un-

abhingigkeit itler X, die Konvergenz der ersten Reihe fiir p < 2 geniigt, fiir p > 2 jedoch nicht mehr.

Wenn man davon ausgeht, dass die X, alle dieselbe Verteilung besitzen, so muss man lediglich
die paarweise Unabhéngigkeit und Integrierbarkeit fordern und man erhélt ein SGGZ mit b,, = n. Ab-
schnitt 2 zeigt aber auch, dass die Integrierbarkeit, also X,, € L', immer gefordert werden muss um ein
SGGZ mit ebenjener Normierungsfolge b, zu gewihrleisten. Andert man jedoch die Normierungsfolge
in b, = n%, dann ist es hinreichend X,, € L? zu fordern.

Der dritte Abschnitt fithrt den Begriff *-mixing ein. Prozesse die diese Eigenschaft haben, besit-
zen eine ,verallgemeinerte Form der Unabhéingigkeit“. Unter bestimmten Wachstumsbedingungen an
die Momente kénnen auch hier SGGZ hergeleitet werden. Interessant ist, dass, mit der zusétzlichen
Bedingung der L'-Beschriinktheit, alle SGGZ aus Abschnitt 1 eine ,*-mixing-Version® besitzen.

1. SGGZ unter Wachstumsbedingungen an die p-ten Momente

Eine zentrale Rolle spielt in diesem Abschnitt die Voraussetzung Y p- E‘);p"lp < 00. Kolmogorov
k

behandelt in [Kol30] den Fall p = 2. Er beweist, dass ein Starkes Gesetz der grossen Zahlen gilt, falls
obige Bedingung erfiillt ist, die X,, allesamt unabhéngig sind und b,, gegen Unendlich konvergiert. In
Bemerkung 1.1 und Beispiel 1.1 wird die Notwendigkeit der Reihenkonvergenz gepriift.

Petrov hat sich eingehend mit dem Fall p < 2 beschéftigt. Satz 1.3 zeigt, dass das SGGZ fiir
0 < p < 2 seine Giiltigkeit behalt.

Gegenbeispiel 1.2 macht deutlich, dass die bisherigen Voraussetzungen fiir p > 2 nicht mehr
geniigen, um das SGGZ zu erhalten. Eine Mdoglichkeit dies zu korrigieren ist es, wie in Satz 1.5,

oo E|X,[P « : : oo E|X,|P
D k=1 —pp— < 00" durch die Bedingung Y ohed T

n

< 00 zu ersetzen.

KONVENTION 1.1. Es sei X, : 2 — R eine Folge von Zufallsvariablen und, soweit nicht anders
gesagt, S, := > _p_, X, und entsprechende Superskripte an X,, machen sich durch das gleiche Super-
skript an S,, bemerkbar, z.B. X/, dann S,.

LeMMA 1.1 (Eine Kolmogorov-Maximal-Ungleichung). Es seien X,, € L' unabhingige Zufallsva-
riablen und a > 0 . Dann gilt

1 n
P(rgg}l(\Sk —ESk| > a) < ?’;Var()(k).



Bewels. O.B.d.A. sei EX}, = 0. Definiere Fy := Q, F}, := {m<az<|5j| <a}und Gy :==Fy_1 \ Fy, =
1=
{|S1| < a,...,|Sk-1] < a,|Sk| > a}. Dann ist
E(S,1¢,)?* = E(Sklg,)? + 2ESk1g, (Sn — Sk) + E((Sn — Sk)1g,)?
=E(Skle,)? +E((S, — Si)la,)?
> E(Sklg,)? > a*P(Gy).

n
Wir summieren iiber £k = 1...n und erhalten mit F¢ = | | Gy

> VarX, =ES2 >ESi1lpe = » ES21g, > a® Y P(Gy) = a’P(F).

k=1

Und das ist die Behauptung. O

LEMMA 1.2. Voraussetzungen seien wie in 1.1. Dann folgt aus >, VarX < oo, dass

i (Xx —EXy) <
k=1

fast sicher.

BEWEIS. Es reicht aus zu zeigen, dass eine streng monoton wachsende Folge {n,, }.» C N existiert
so, dass fast sicher maxy>y, |Sky —ESk| < % fiir fast alle m € N. Dazu schaut man sich den letzten
Satz genauer an und erkennt, mittels Monotonieargument und Start bei k = n, dass fiir alle n € N

(max\sk —ESi| >a) < = ZVar Xp).

k=n
gilt. Wéhle nun zu jedem m € N ng, so gross, dass ny, > n,—1 und —5 Z VarX, < . Dann ist
k =N
> 1
Z P( Inax |Sk —ESk| > —) < oc.
= k2w m
Mittels Borel-Cantelli-Lemma folgt nun die Behauptung. O

LEMMA 1.3. Es seien {a,} C R und {by} C R so, dass ¢, := > by — o0. Dann folgt aus
k=1

an — a € R, dass auch
1 n
— E bkak — Q.
c
" k=1

BEWEIs. Man zeigt zunéchst allgemeiner das sogenannte Toplitz-Lemma:

Es seien by, n € N, 1 < k < m, € Nund ag, k£ € N, reelle Zahlen. Es existiere eine Konstante
C > 0 so, dass > ;" |bnk| < C fiir alle n € N. Weiterhin gelte fiir alle k¥ € N, dass b,; — 0. Dann
gelten:

e Aus a, — 0 folgt

M

Z bnkak — 0.
k=1

e Aus a, —a€Rund > ' by — 1 folgt

Mp
E bnkak — Q.
k=1



Um den ersten Punkt zu beweisen wiihlt man sich zu beliebigem d > 0 ein ny derart, dass |a,| < %
fir alle n > ng. Damit ist aber

My

> buka

k=1

{bnk }n konvergiert nach Voraussetzung gegen Null. Daher wird der erste Term auf der rechten Seite
Null, wenn wir n — oo laufen lassen.
Der zweite Punkt folgt aus dem ersten via

< Z |bnkak|+d~

k<ng

Mn Mn Mn
Z borar = az bpr + ank(ak — a).
k=1 k=1 k=1
Die Behauptung des Lemmas folgt, wenn wir im zweiten Punkt b, := g—k, 1 < k < n, setzen. O

LEMMA 1.4 (Kronecker-Lemma). Es seien {dp}r C R und {c,}n C R so, dass ¢, — oo und
a:=Y 7o, dy <oco. Dann gilt
1 n
— Z dek — 0.
Cn
k=1

n
BeEwEIS. Wir setzen a,4+1 := Y, di. Dann ist
k=1

1 < 1 < 1 <

. Z crdy = - ch(ak+1 —ag) = Any1 — . Z bray,

" k=1 " k=1 " k=1
mit by 1= ¢x — cx—1. Damit sind wir in der Situation des vorangegangenen Lemmas und somit konver-
gieren nicht nur a,41) gegen a, sondern auch

1 n
- E bkak—>a.
Cn
k=1
O

Das folgende Starke Gesetz der Grofien Zahlen 1.1 geht auf Kolmogorov zuriick. Die Beweisfithrung
orientiert sich an [Loe77], Kapitel 17. Satz 1.1 stellt eine Bedingung an die zweiten Momente; nament-
lich

— E X[
> B <o
n=1
fiir p = 2. (Wegen VarX < EX? folgt aus der obigen Bedingung die aus dem SGGZ.) Spiter wird
sich herausstellen, dass diese Bedingung zwar fiir 0 < p < 2 noch ausreicht, aber im allgemeinen nicht
mehr falls p > 2.( vgl. Sétze 1.3,1.5 und Gegenbeispiel 1.2)

SaTz 1.1 (Erstes SGGZ). Es seien X,, unabhingig und {b,} C R mit b, — oco. Dann folgt aus

S0 YaXa < oo, dass fast sicher

Sy — ES,
=

0.
br,
BEWEIS. Aus Lemma 1.2 folgt, dass fast sicher
— X —EX
PR
k=1 k
Nun benutzt man lediglich das Kronecker-Lemma. O

BEMERKUNG 1.1. Dieses SGGZ ist insofern ,endgiiltig®, als das man zu jeder Folge 02 > 0 mit

2
> % = oo eine Folge unabhéngiger zentrierter Zufallsvariablen X, konstruieren kann, sodass

VarX,, = o2 und 2= - 0. Das soll aber nicht heissen, dass die Bedingung > o° ; Y232 < 00 not-

wendig ist fiir die Fast-Sicher-Konvergenz von ‘% gegen Null.In Beispiel 1.1 divergiert die Reihe aber

7



trotzdem gilt % — 0. Sowohl dieses Beispiel als auch die Konstruktion der angesprochenen Folge von

Zufallsvariablen sind zu finden in [Sto97], Kapitel 15.
LEMMA 1.5. Es seien X,,, X}, : @ — R Zufallsvariablen mit Y~ P(X,, # X],) < co. Weiterhin
seien by, > 0 mit b, — oo. Dann gilt fast sicher
e X, =X, fir fast alle n € N.
° f—: konvergiert genau dann, wenn % konvergiert und die Grenzwerte stimmen dberein |,
falls existent).

BEWEIS. Benutze das Borel-Cantelli-Lemma. O

BEISPIEL 1.1. Es seien X,, unabhingig mit P(X,, = +1) = # und P(X,, = +27") = 2~ (1),

Man sieht schnell, dass VarX,, =14 27" + 2" und daher > >~ % = oo. Fiir X, := X, 14 x, <1}

sieht das ganz anders aus: VarX,! =1 —27". Daher ist Y - V‘ZQX; < oo und man kann das SGGZ

n=1

anwenden um % — 0 zu zeigen. Mit Lemma 1.5 folgt aus

SR X =Y 5 <00,
n=1 n=1

dass auch %’” — 0.

KONVENTION 1.2 (Der ,truncated process“ ). Ab hier sei, falls nicht anders gesagt, X¢ = X falls
|X| < ¢, und ansonsten X°¢ = 0. Dabei ist ¢ > 0 und X : 2 — R Zufallsvariable.

LEMMA 1.6. Es seien X), € L' unabhingige Zufallsvariablen. Existiert ein ¢ > 0 derart, dass die
drei Reihen Y ,o | EXg, >°0°  VarXy und > p— P(|Xy| > ¢) konvergieren, so ist

oo
ZXk < 0
k=1

fast sicher.

BEWEIS. Da ) 7, P(|X)| > ¢) < oo, folgt nach Borel-Cantelli-Lemma, dass, fast sicher, ab einem
gewissen n fiir alle k > n
X, =X
Dementsprechend reicht es aus die fast sichere Konvergenz von Y-, X§ zu zeigen. Aber nach Lemmas
1.2 konvergiert

> Xi-EX;
k=1
fast sicher. Die Behauptung folgt nun aus ) ;- | EXf < oo. 0

BEMERKUNG 1.2. Das Lemma ist Part des sogenannten Drei-Reihen-Satz von Kolmogorov und
wie dieses Ergebnis angwendet werden kann sieht man sehr schén im folgenden Satz aus dem wir dann
eine Verallgemeinerung des Ersten SGGZ deduzieren werden. (siehe Satz 1.3).

Das niichste SGGZ 1.3 ist ein Ergebnis, wie man es in [Pet95] findet. Der Beweis benutzt Satz
1.2, welcher fiir den Spezialfall g,, = g von K.L. Chung gezeigt wurde([Chu47]).

SATZ 1.2. Es sei (g,) eine Folge gerader, positiver und, fir x > 0, nicht-fallender Funktionen.
(X,) sei eine Folge unabhdingiger Zufallsvariablen. Es sei fiir jedes n € N eine der beiden folgenden
Bedingungen erfillt:

(1) #(I) sei fiir x > 0 nicht-fallend.

(2) w und gf(Qm) seien fiir x > 0 nicht-fallend sowie E(X,,) = 0.

.. . . Egn (X, . . .
Dariiberhinaus sei a,, — oo so, dass Y, % fast sicher konvergiert. Dann ist
- n n
o0
Xn
E — <X
n=1 n

fast sicher.



BEWEIS. Es sei F,, die Verteilungsfunktion von X,,. Man bemerke, dass

Xom (X'
ani Qpn

und dementsprechend reicht es, gem#f Lemma 1.6 aus, zu zeigen, dass die drei Reihen Y | L%E | X gn
S = VarX® und > 0 P(|X,| > a,) konvergieren.

n=1 a2

b

Es gelte Bedingung 1. Dann gilt fiir |z| < a,

P _ B _ gal)

a2 = g2(an) = galan)’

Es gelte Bedingung 2. Dann gilt fiir |z| < a,,

In jedem Fall folgt daraus

= [ R < [ g @R < i Ee,(x,)

lz|<an |z|<an

und damit folgt aus der vorausgesetzten Reihenkonvergenz

o E(X )2

< 0.
2
n=1 i
Es gelte Bedingung 1. Dann ist
an Qn
[EXT| = } / 2Py (da)| < — (an)Egn(Xn)
z|<an

Es gelte Bedingung 2. Dann ist

By =| [ abudn| < [ el Rade)

“'I;lzan |]"Zan
< _Gn / gn(@)Fo(dz) < —2 B, (X,))

|z|>an

Dabei erhilt man die Gleichung aus EX,, = 0, denn:

0=EX, = / zF, (dx) + / zF,(dx) = EXo" + / xF, (dx).
lz]<an [z]>an lz|>an
In jedem Fall gilt
i M < 00

a
n=1 n

Wir miissen noch die Konvergenz der dritten Reihe zeigen:

gn () Eg,,(Xn)
P(|X,| > < F,(dr) < —/——~.
Wl za) s [ JROSE ) < S0
|I|Zan
oo Egn(X,)
Dementsprechend folgt aus >~ , “ontany <00, dass
> P(IXn| > an) < oo
n=1



SATz 1.3 (Zweites SGGZ). Es seien X,, eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen und a,, — oo.
Es gelte eine der beiden folgenden Bedingungen.

S ELX[?
(1) Es existiert ein 0 < p <1 derart, dass ), ==~ konvergiert.
n—= 1 n
o0
(2) Es existiere ein 1 < p < 2 derart, dass Y ]E‘ ”l konvergiert und EX,, =0 fir alle n € N.
n=1
Dann konvergiert
Sn g
an

fast sicher.
BEMERKUNG 1.3. Fiir p = 2 erhalten wir wieder das Erste SGGZ.

BEWEIS VON SATz 1.3. Es wird der vorangegangene Satz mit g, (z) = |z|” verwendet. Nun wird
noch das Kronecker-Lemma benutzt. g

Bis jetzt wurden in die Voraussetzungen der Starken Gesetze der groflen Zahlen nur p-te Momente
bis p < 2 mit einbezogen. Was ist mit p > 27 Gilt moglicherweise Satz 1.3 auch fiir héhere Momente?
Die Antwort ist: nein. Dies kann man an folgendem Gegenbeispiel aus [Hei94] sehen.

GEGENBEISPIEL 1.2. Y,, ~ 15_1 + 151 seien unabhéingig. Definiere X,, := 0 fiir n < 10 und
= Y, fiir n > 10. Fiir grofle k ist

(loglog n) 1
E| X 1 1
kp kZ(loglogk)® ~— k%

00 E\Xkl

und daher gilt, fiir p > 2, dass ),
denn:
n [Pro58], Paragraph 6, wurde folgender Satz formuliert, welcher in [Pro59] bewiesen wird.

SATZ 1.4. Es seien Xy, ~ B0_o, + (1 — pp)do + 564, unabhingig und I, := {k € N; 2™ <k <
2mH+1Y . Es gelte a,, = o(n) und fur m — oo sei —or€lmin — (1) = =€l Danp sind dquivalent:

mingpei,,, Gn mlnnE]lm Pn
1 > exp(— —2—) < oo fir alle ¢ > 0.
m=0 2a mpzm
(2) Es gilt ein SGGZ fiir X,,, d.h. 2= ;b” — 0 fast sicher, fir gewisse b, € R.

maxXnel,, Pn
minpel,, Pn

< o0. Aber 7” konvergiert nicht fast sicher gegen Null,

In unserem Fall ist = 1 und, fiir n hinreichend gross, %* — 0. Man iiberzeugt sich schnell
% nur eine potentielle Extremstelle besitzt. Zusammen mit Ll — oo folgt
(loglogz)4 (loglogz)4

daraus, fiir m € N hinreichend grof},
A /2m+1

davon, dass

max a, =

n€ln (log log 2m+1)3
und
) 2m 41
min a, = .
n€lnm (loglog(2™ + 1))

Mit der Regel von ’'Hospital sieht man leicht, dass
loglog 2™t ~ log(m + 1) ~ logm ~ loglog(2™ + 1)
und wegen /2™ 4 1 ~ /2™ ergibt sich damit

max @,
n€Ely,

=0(1).
min a,, (1)
n€ln,

arcsinhx
xr

Daher sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Wegen — 1, fir x — 0, konvergiert die

Reihe in (1) genau dann, wenn

Z ( c2™ C ) <
expl——m —— Q.
P agm 2a2mp2m

10



Aber

2m
()2 = \/loglog 2m ~ \/logm

und
Z exp(—c?/logm) > Z exp(—c?logm) = oo
m=4 m=4

fiir 0 < ¢ < 1. Insbesondere divergiert die Reihe in (1) fiir ¢ = 1 und nach Satz 1.4 gilt

&—HO.
n

Man muss demnach stédrkere Voraussetzungen treffen wie es in folgendem SGGZ getan wird.

Satz 1.5 (Drittes SGGZ). X, : Q — R sei eine Folge unabhdingiger Zufallsvariablen. p > 2. Dann

E| X |?
folgt aus Y 7o, k‘gf_‘l < 00, dass
- 2

S

-
n

—0
fast sicher.

BEWEIS. Aus der Voraussetzung folgt insbesondere, dass S, € L! und damit ist S, ein F,-
Martingal, wobei F,, := 0(X71,...,X,). Und der Satz ist ein Spezialfall von Satz 4.6. O

BEMERKUNG 1.4. Es sei darauf hingewiesen, dass obiger Satz auch ohne Zuhilfenahme von Satz 4.6
bzw. Satz 4.5(siehe dazu Beweis von Satz 4.6) bewiesen werden kann. Der Beweis kann genauso gefiihrt
werden, wie der von 4.6. Anstatt der Burkholder-Ungleichung wird die sogenannte Marcinkiewicz-
Zygmund-Ungleichung(siehe z.B. [Tei97], Abschnitt 10.3) verwendet.

2. SGGZ fiir identisch verteilte Zufallsvariablen

Der Titel dieses Abschnitts verrdt schon, dass nun alle X, dieselbe Verteilung besitzen. Gleich zu
Beginn wird das wohl wichtigste, da ,,anwenderfreundlichste“, SGGZ bewiesen. Kolmogorov stellte in
den dreifliger Jahren des letzten Jahrhunderts fest, dass die Unabhingigkeit und Integrierbarkeit der
X, ~ X geniigen um ,,% — EX fast sicher* zu deduzieren. Der Nutzen dieses SGGZ wird am Beweis
des Glivenko-Cantelli-Theorems, zu finden in Anwendung 1.5, demonstriert.

Die Bedingung der Integrierbarkeit der X,, kann nicht fallengelassen werden. Satz 1.7 zeigt was
man in diesem Fall zu erwarten hétte. Die Voraussetzungen des Kolmogorovschen SGGZ kénnen aber
nichtsdestotrotz noch eine wenig abgeschwicht werden. Etemadi hat in [Ete81] nachgewiesen, dass
man die Unabhéngigkeit der X,, durch eine paarweise Unabhéingigkeit ersetzen kann. Das ist der Inhalt
von Satz 1.9.

Zu guter letzt wird mit dem SGGZ 1.10 gezeigt, dass, unter der Annahme der Existenz eines p-ten
Momentes der X,,, die bisher verwendete ,, Normierungsfolge* a,, = n durch eine schwicher wachsende

Folge (a, = n%) ersetzt werden kann.

SATZ 1.6 (Viertes SGGZ). Es seien X, ~ X € L' unabhiingig. Dann konvergiert

&—JEX
n

fast sicher.

Dieser Satz stammt, genauso wie Satz 1.1, von Kolmogorov (erstmals erwihnt in [Kol33], Kapitel
VI) und wird auch mit dessen Hilfe gezeigt.

BEWEIS VON SATZ 1.6. Definiere Fj, := {|X| > k} und bemerke, dass
P(Xy # XE) = B(|1X4] > &) = P(Fy).
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Nun gilt aber

k=1 k=1
>
k=1

= 1)(P(Fk-1) ZE | X 1r \Fi
k=1

| X Lp1<ix)<ky = E[X] <00
(,wobei die erste Gleichheit mittels nlP(F,) = nP(|X| > n) < E[X|1{x|>n} — 0 folgt). Und somit ist
ZIP’(Xk 4 XF) = ZP(Fk) < 0.

Es sei S, := =Y, Xk Nach Lemma 1.5 folgt, dass n" und S" denselben Grenzwert haben. Wir
miissen jetzt also nur noch 22 — EX zeigen. Wegen Dommlerende Konvergenz-Theorem gilt
EX, =EX1p. — EX.

S,—ES
n

Daher reicht es aus zu zeigen, dass o — (, was automatisch aus dem Ersten SGGZ 1.1 folgt,

o VarX[
sobald wir Y 5= < oo zeigen:
n=1
Um das einzusehen definiere G, :== {m — 1 < |X| < m}. Man sieht, dass fiir n > m
F:NGy=Gp

und ansonsten (). Insbesondere ist

— c = — c m - 5
3 TEENGm 2 TEENGm m2 )2 G

n=1 n=m
oo
1
<|v4m? [ Sdo| 16, =@+ mita, < @+ 14X)1e,.
€T
m

Aufsummieren iiber m und Erwartungswert bilden ergibt

n=1
Mit -
V X
R ey
n=1 n=1
folgt schliesslich die gewiinschte Relhenkonvergenz. O

Die Bedingung E |X| < oo ist tatséchlich in jedem Fall notwendig, wie Satz 1.7(entnommen aus
[Fel71], Abschnitt VII.8) zeigt. Fiir den Beweis, benstigen wir folgendes Lemma.

LEMMA 1.7. F sei Verteilungsfunktion von X und p > 0. Dann folgt aus
/mp—l (1 - F(z) + F(—a))dz < oo,
0

dass
E|X|" < cc.

BEWEIS. Es reicht aus zu zeigen, dass, fiir eine Verteilungsfunktion G, fooo 2PG(dx) < oo gilt, falls
JT 2?71 (1 = G(x))dx < oo folgt(, denn mit G(z) = F(z) 4+ F(—x) folgt die Behauptung, da dieses G
Verteilungsfunktion von | X| ist.) Um die Gleichung zu zeigen benutze eine partielle Integrationsformel:

Fiir beliebiges v € C* und 0 < a < b < oo gilt

bt b
/u(m)G(dw) = u(b)G(b) — u(a)G(a) — /u’(x)G r)dx
a

a



(siche [Fel71], Abschnitt V.6)
Wendet man das auf u(z) = 2P an und formt die Gleichung um, so erhilt man

b+ b
/xpG(dx) — (-G —|—p/a:p_1(1 _ G(2))da
0 0

Man sieht: konvergiert das Integral fiir b — oo auf der rechten Seiten, so auch das Integral auf der
linken. (]

SaTz 1.7. Seien X; ~ X d.4.d. mit E|X| = co. Dann gilt fiir jede Folge {a,} C R, dass

BEWEIS. Es sei F' die Verteilungsfunktion von X. Ist E|X| = oo, so folgt aus vorangegangenem
Lemma, dass [, (1 — F(z) + F(—x))dz = co. Aufgrund der Monotonie von z — 1 — F(z) + F(—x)
gilt fiir jedes k € Nund a > 0

ak
a(l — F(ak) + F(—ak)) > / (1—F(x)+ F(—x))dz
a(k—1)
und aufsummieren ergibt schliesslich
aZP(|Xk| > ak) = Za(l — F(ak) + F(—ak)) = .
k k

Da die X} unabhéingig sind folgt aus dem Borel-Cantelli-Lemma, dass fast sicher unendlich oft eine
[ X ]
k

beliebig grofle Schranke a > 0 von iitberquert wird. Oder anders gesagt:

{‘i’“l }n ist fast sicher unbeschrénkt.

Wegen

(Xl 1Skl 1Skl _ |9kl | k= 1Sk
E — k k k E k-1
wiirde aus der Beschriinktheit von {%} auch die Beschranktheit von {%} folgen. Ergo ist {%}
fast sicher unbeschriankt, das heisst

P(limsup@ =o0) = 1.
n—oo n

Wiéhle nun eine zur Folge X}, unabhéngige Folge von Zufallsvariablen X} ~ X ii.d. und betrachte die
symmetrische Folge

Xp =X, — X},
Dann ist auch E|X}| = co. Insbesondere ist
Xi+...+X;
P(lim sup Xit ..+ Xl =o00) = 1.
n— oo n

Aufgrund von

X3+ .+ X3 X+ + X X7 +...+ X
< —lan| = { —— — |ax]
n n n

muss fast sicher

) X1+ ...+ X,
llr?isogp# —|an| = o0
oder , ,
imint S o) o
gelten. Daraus folgt notwendigerweise, dass
P(liisotip ‘in —ap| =00) > 0.
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Aber wegen

= lim sup
n—oo

—An|,
n

n—oo

. ’Sn ‘Xm+...+Xn
imsup |— — an _
n

fiir jedes m € N, ist lim sup |% — an’ messbar beziiglich der asymptotischen o-Algebra von {Xj }ren.

n—oo
Mit Kolmogorov-0-1-Gesetz(Satz 3.6) folgt daher die Behauptung. O

Die Bedeutung des letzten SGGZ soll nun durch den Beweis des Glivenko-Cantelli-Theorems ver-
deutlicht werden. Diese Anwendung findet man z.B. in [Dur05], Abschnitt 1.7.

ANWENDUNG 1.5 (Glivenko-Cantelli-Theorem). Soll (in der Statistik) eine Verteilungsfunktion
F geschitzt werden, ohne zusétzliche Informationen an die Art der zugrundeliegenden Verteilung, so
geschieht dies in der Regel durch die empirische Verteilungsfunktion

1 n
Fn(x) = ﬁ Z l{XnSx}'
m=1

Dabei sind X,,, ~ F' unabhéngige ,,samples“ sowie x € R.
Gerechtfertigt wird diese Schétzung durch den Satz von Glivenko und Cantelli, welcher besagt,
dass

sup [Fy(z) — F ()] — 0
z€R

fast sicher.

BeweIs. Fiir festes z € R sind sowohl Y,, := 1(x, <, als auch Z,, := 1;x, <.} unabhéngig und
identisch verteilt. Die Erwartungswerte sind EY,, = P(X,, < z) = F(z) und EZ,, = P(X,, < z) =
F(z_). Nach dem SGGZ 1.6 konvergieren F,,(z) — F(z) und F,(z—) = 13" 11, pp — F(2_)

fast sicher. Nun wihlt man k& € N und setzt 27% = inf{y; F(y) > %} fiir 1 < j < k. Desweiteren

definiert man %% := —oco und #%* := oo. Aufgrund von F,(z) — F(z) und F,(z_) — F(x_) findet
man immer ein ng € N, moglicherweise abhéngig von w € €2, derart, dass fiir alle n > ny und alle j
, , 1
|Fn(9c]’k) - F(xjk)| < %
und
, , 1
Fa?®) - F?h)| < -

gilt. Durch Fallunterscheidung (F stetig oder nicht stetig bei z7'* oder x/~%*) iiberzeugt man sich

schnell davon, dass

; ; 1

F(a?*) — P(z71F) < e
Als niichstes withlt man z € (2971% 29%). Benutzt man die Monotonie von F, und F sowie die
bisherigen Ungleichungen, so kann man

; i 1 ; 2 2
F,(2) < F(2”F) < F(a2F) + 7 < F(zi~1F) + LSF@ o
und
i—1,k —1ky L gky 2 2
Fo(z) > Fpo(2?=5") > F(a’ ’)—EZF(J:;)—EEF(QC)—E
deduzieren. Insgesamt erhilt man sup,cp |F,,(z) — F(z)| < 2. Da k € N beliebig war, folgt die Be-
hauptung. O

SATZ 1.8 (Schranken fiir das p-te Moment). FEs seien p > 0 und X : Q — R eine Zufallsvariable.
Dann gilt

o0 o0
S P(X| > nr) <E|XPP <Y P(X| > ny).

n=1 n=0
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BEWEIS. Definiert man Y := > mlp,<|xpami1y und Z := > (m+ 1)1« x|P<m+1}, dann
m=1 m=0
ist Y <|X|’ < Z, also auch
EY <E|X|’ <EZ.

Damit folgt aus

ipumzn%):z P(IX|P >n) = ZZPm<\X\p<m+l)
n=1

n=1m=n

8

3
Il
-

(et

mP(m < | X" <m+1)=EY

m=1
und aus
STP(X|>nr) =Y PIXP >n) =3 Y Pm<|X[P <m+1)
n=0 n=0 n=0m=n
= (m+1DPm < |X|P<m+1)=EZ
m=0
die Behauptung. O

KOROLLAR 1.8. Ist 0 < X € LP, p > 0, und F eine Verteilungsfunktion von X, dann gilt

EXP = p/mp_l(l — F(z))dx
0

BEWEIS. Aus dem Beweis von Lemma 1.7 geht hervor, dass
pt

b
/xde(x) = —bP(1— F(b)) —l—p/a:p_l(l — F(x))dx.
0

0

Man wire demnach fertig, wenn man zum Beispiel zeigen kénnte, dass n(1 — (n%))
Aus Satz 1.8 weiss man, dass Y ;o P(X > k%) < 0. Daher muss P(X > kv p) = o(%) sein und das
heisst, dass P(X > k7) - k — 0. 0

Es gibt auch eine Verallgemeinerung des Vierten SGGZ, welches lediglich die paarweise Un-
abhéngigkeit der X} verlangt:

SaTz 1.9 (Fiinftes SGGZ). Es seien X, ~ X € L' paarweise unabhingig. Dann konvergiert

S.
- _LEX
n

fast sicher.

Den folgenden Beweis von findet man zum Beispiel in [Pet95].

BEwEIs. O.B.d.A. sei X,, > 0.(Wenn das nicht der Fall sein sollte, so zeigt man das Theorem
separat fiir X;7, X+ sowie X,;, X ~.) Man definiert T,, := >_;'_; XF. Und setzt k, := [a™] fiir beliebiges
a > 1. Dabei seien fiir z > 0 |x] bzw. [z] die untere bzw. obere Gaussklammer. Wegen der paarweisen

Unabhingigkeit der X} sind auch die X ,’j paarweise unabhéngig. Insbesondere sind deren Covarianzen
Null. Daher erhélt man unter Benutzung der Chebyshev-Ungleichung
> P(|Ty, — BTy, | >

Vaer G m
2 > <Z :;szzl\/ar)(m.

Es sei I die Verteilungsfunktion von X. Als nachstes soll gezeigt werden, dass Konstanten A, B > 0
existieren mit

kn [e’e)

k+1
=1 ” Var X" = 1 5
AN m S Vaxp < 3 <5 Y o [ et
k

n=1 m=1 n=1 k=0




Zunichst zur zweiten Ungleichung:
Es gilt

VarX"” < E(X")? = / 22 F(dz).

Dementsprechend reicht es aus zu zeigen, dass

< | ~ k+1

E — 2?F(dz) < B- — / 22 F(dz).
—1 n 0 —o k +1
n = k

Aber

und fiir £k > 1 ist

50 0 l 0o
s e
l=k+1 I=k+1;74 z L v +

gilt. Damit ist die zweite Ungleichung gezeigt.
Nun noch zur ersten Ungleichung:

Es gilt
0o o0 o0
1 1
< [ opwes [t
Zm La” / LMF lav=1]2
=losa Erral Brd
T T
2 2
< [ gpwse [ o
[Rem] =
71 Da? [ 1 2Da? 1
SDCLQ / 7dy: a /*dl’: a J—
a?y loga J 3 log a m?

log m
Tog a

fiir eine Konstante D > 0 unabhéingig von m € N. Man benutzt dies zusammen mit

oo oo

Z kiQ 2 VarX, = i Va;(},’;.

—1'n

1 n
=l ]

um die erste Ungleichung zu erhalten.(Fiir die Gleichheit der Doppelsummen beachte: m < |a™] <
m<a <:>log7n<n<:>|‘logg7;r|<n>
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Nun kann man schliessen, dass es eine Konstante C gibt mit
E+1

[e.e]
S P( Ty, — BT, | > k) —2Zk+1/ < Z/ = SEX <o
n=1 k=0 5,
Als néchstes benutzt man das Borel-Cantelli-Lemma um zu deduzieren, dass fast sicher
T, — KTy
—— — 0.
ko,
Wegen
ET,
EX = lim ——n
konvergiert daher
z];—k: — EX

fast sicher. (Um die Gleichheit einzusehen wihle zu b > 0, ein k € N so, dass EX1{x>,,; < b fiir alle
m > k. Dannist EX —~EZ2 = 15" EX1xs,y =15  EX1ixom+2i30 EXLixsm <
2b fiir n hinreichend gross und da b > 0 beliebig gewihlt werden kann, gilt obige Gleichung.) Gemif3
Satz 1.8 ist

> P(Xn # X)) =Y P(X, >n) <EX < o.
n=1 n=1

Daher ist nach Lemma 1.5 T
n _EX

n

. k .
lim ~ = lim
n—oo n n—oo

fast sicher. Wegen [a”‘“] <a-[a"] und S, 7T gilt fiir jedes m € N mit &k, < m < k41

Insbesondere ist

EX S S, S, as,
=2 —liminf 2% < liminf 27 < limsup — < limsupﬂ =a-EX.
a n—oo akp m—oo M m—oo MM n— oo n+1
Durch Grenzwertbildung a | 1 erhélt man die gewiinschte Konvergenz. O

Das nichste SGGZ(Satz 1.10) geht zuriick auf den Artikel [Zyg37] von Marcinkiewicz und Zyg-
mund. Der vorliegende Beweis ist zu finden in [Tei97], Abschnitt 5.2.

LEMMA 1.9. Es seien X,, ~ X unabhingige Zufallsvariablen und es gebe einp > 0 mit E| X |’ < oo.

1
Definiere Y,, := <X1l) =%Xa1

1.
np ne {|Xn|<nP}

o0
e 0 <p<1, dann konvergiert > Xo fast sicher.

n=1nP

o0
e p =1, dann konvergiert Z Xu _RY, fast sicher.

o 1 <p<2und EX =0, dann konvergiert Z £ fast sicher.

1n

"3 |

1 1
BEWEIS. Es seien F, :={(m —1)? < |X| <m?} und s > p.

SEYI =YY nrE|X|"1g, =Y Y n rE[X[ 1g,.
n=1

n=1m=1 m=1n=m
Wegen
o) oo
- p—s pP—
Enp</xpdx—p(m—1)13~pmp
s — s—0p
n=m m—1



existiert ein A > 0 mit

oo s o0 p s
E|lY, <A —E(|X -5
SEW <43 LoB(XT n =) 1,

8

X1 0X1) 1,
7 )

m=1

_ Z P B(X[P1p, )= A—E IXP < .
5 —
Wihlt man s = 2, so folgt insbesondere, dass > | VarY,, < co und mit Lemma 1.2, dass Y .-, Y, —
EY,, fast sicher konvergiert. Nach Satz 1.8 ist
— . Xn - !
S OP(Sf #£Yy) Z (IX| >n?) <E|X[]’ < x
=1 nr

und mit Lemma 1.5 sieht man, dass
— X
n
Z T —EY,
n=1 17*
fast sicher konvergiert. Damit ist der Fall p = 1 bewiesen. Fiir p # 1 muss noch die Konvergenz
Zn 1 EY,, gezeigt werden. Ist 0 < p < 1, so folgt dies mit s=1 aus

Z|]EY|<ZE|Y| <A—E\X|p<oo
n=1 n=1

Ist 1 <p <2 und EX =0, dann erhilt man die gewiinschte Konvergenz via

1)

{IXn[>n?}

oo

1
E(X"I{lxnsﬁ})‘ =2

1
nlnp

<> tepn =3y e,

E(X,1

n:ln n=1m=n+1 ne
e} m—1
Z( >IE:X|1FM§Z /—dz E|X|1p,
m=2 \n=1 m=2
=Y L m-1)TEX|1p, < Z E|X[P 15, = L E|X|” < co.
m:lp_l = p—1

O

SaTz 1.10 (Sechstes SGGZ). FEs seien X, ~ X unabhingige Zufallsvariablen und es gebe ein
0<p<2mit E|X|" < oo. Ist

e 0 <p< 1, dann konvergiert

% —0
ne
fast sicher.
o 1 <p <2, dann konvergiert
Sn —nEX
—— —0
ne

fast sicher.

Obiges SGGZ erhélt man nicht als Folgerung von Satz 1.3. Satz 1.3 setzt lediglich die Un-

abhéngigkeit der X, voraus aber nicht, dass alle X, dieselbe Verteilung haben. Dafiir muss aber
E[Xn]”

eine stirkere Bedingung an die Momente in der Form 7 | < oo gestellt werden, was widerum
im obigen Satz, mit a,, = n%, nur dann erfiillt ist, wenn X =0 fast sicher.
BEWEIS VON SATZ 1.10. Nach Lemma 1.9 gilt fiir

e 0 <p<1,dass Z ¢ fast sicher konvergiert und die Behauptung folgt aus dem Kronecker-
n=1 7”’
Lemma.
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o0
o1l < p<2 dass Y Xu=BEXy fast sicher konvergiert. Die Behauptung folgt wieder mittels
n=1 ne
Kronecker-Lemma.

i‘é X, —EX,1fx,

e p=1, dass —{Xnl=nb fast sicher konvergiert.

n=1

EXpnlyix,<ny = EX1{x|<ny — EX

o0

nach Dominierende-Konvergenz-Theorem; daher konvergiert auch > w fast sicher und
n=1

die Behauptung folgt aus dem Kronecker-Lemma.

O

BEMERKUNG 1.6. Der erste Punkt von Satz 1.10 kann auf sogenannte vertauschbare Zufallsva-
riablen verallgemeinert werden. Dabei heisse Xj, € L' vertauschbar, falls fiir beliebiges n € N und
beliebige Permutationen m: {1,...,n} — {1,...,n}, (X1,...,Xy) ~ (Xz@1), ..., Xr(n)). (Daraus folgt
natiirlich, dass alle X,, dieselbe Verteilung haben.) Ein Beweis ist zu finden in [Suc92], Abschnitt 6.1.

3. SGGZ fiir Prozesse mit *-mixing-Eigenschaft

Die *-mixing-Eigenschaft wurde von Blum, Koopmans und Hanson in [Koo63] eingefiihrt. Pro-
zesse mit dieser Eigenschaft werden auch *-mizing sequences genannt. Sie erfiillen eine gewisse Art
von asymptotischer Unabhéngigkeit, wenn man nur ,,geniigend Zeit verstreichen lisst* (siehe Definition
1.3). Das néchste SGGZ 1.11, zu finden in [Hey80], setzt voraus, dass X,, u.A. *mizing ist. Es werden
zuséitzlich Bedingungen an die ersten und zweiten Momente gestellt. Schliesslich werden in Bemerkung
1.7 noch einige andere Voraussetzungen angegeben unter denen auch ein SGGZ fiir *-mixing sequences
gilt.

DEFINITION 1.3. Es sei F} := 0(Xg, ..., Xi). {Xn}nen wird *mizing(sequence) genannt, falls es
ein f: N — R, mit f | 0 gibt derart, dass fiir hinreichend grofie n und allem € N, A € F{*, B € F°

m—+n
[P(ANB) —P(A)P(B)| < f(n)P(A)P(B)
gilt.
LEMMA 1.10. Ist X,, € L' eine *-mixing-sequence, so gilt fiir n hinreichend gross und alle m € N
|E(Xomtn | ") — E(Xntn)| < F(R)E [ Xonin]
fast sicher.
Bewess. Fir G € Fy7,,, definiert man X := P(G | F{") — P(G). Dann ist fiir beliebiges F' € Fi"
EX|1p =EX1pnix>0; — EX1pnix<oy
=EP(G | F1")1rnix 20y — P(G)P(FN{X > 0})
—EP(G| FI")1pnix<oy + P(G)P(F N {X < 0})
=P(GNFNn{X >0})-P(G)P(FN{X >0})
—P(GNFN{X <0})+P(GP(FNn{X < 0})
< f)P(G)P(F N{X > 0}) + f(n)P(G)P(F N{X <0})
= f(n)P(G)P(F) =Ef(n)P(G)1p.
Daher ist |P(G| FI*) — P(G)| < f(n)P(G) fast sicher fiir jedes m € N und n € N hinreichend gro8.
(Obige Bedingung ist sogar dquivalent zu der *-mixing-Bedingung und stellt keine Forderungen an
Xp+m, sondern an die o-Algebra F:9,,. Daher kann und wird die Behauptung fiir alle X € Ll(}"ﬁi’rm)
gezeigt.)
[E(X [ F1") = E(X)] < f(n)E[X]
ist nach eben gezeigter Ungleichung klar fiir alle X = 1¢ mit G € F7,,,. Daraus folgt, dass dies auch
fir beliebige Treppenfunktionen X = ), aflge mit af > 0 und GF € Forn gilt. Aber fiir jedes
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positive X € Ll(}' > ) existiert eine monotone Folge solcher Treppenfunktionen mit X T X. Nach

n+m
Monotone-Konvergenz-Theorem (fiir den bedingten Erwartungswert) gilt fast sicher

E(X | F7') ~EX]| = | lim (E(X, | A") ~ EX,)| = lim [E(X, | F7) ~ EXy|
< klim fMEX, = f(n)EX.

Ist X € L'(F22,,) nicht unbedingt > 0, so aber X_, X, € L'(F23

n+m n+m

), und

[E(X | F") — EX| < [E(Xy [ FT") - EXy |+ [E(X- | F*) - EX_|
< fEXy + f(nEX_ = f(n)E|X]

fast sicher.

SaTz 1.11 (Siebentes SGGZ). Es sei X, eine zentrierte *-mixing sequence. FEs sei b, > 0

2
eine Folge mit beschrinkten Zuwdéchsen (z.B. b, = n) und b, — oco. Ist > 7, %

SUP,en i Yor_ E|Xy| < 0o, so konvergiert
1 n
52Xk =0
k=1

fast sicher.

BEWEIS. Nach Lemma 1.10 ist fiir beliebige 7, j € N und ng € N hinreichend gross
|E(Xing+j | X1, X2, s X(i—1yno+s)| < F(10)E [Xing+5] -

Dementsprechend gilt fast sicher

|E(Xinots | Xnotis Xangtis -+ » X(i-1)mo+3)|
= |E(B(Xing+j | X1, X2, s X(im1)no+i) | Xnotis Xanotis - s X(i=1)mo+s)|
< f(n0)E [Xing 451 -

Nun teilt man n durch ng mit Rest
n=qng+r,
wobei 0 < 7 < ng, und zerlegt
g—1no—1

1 & 1 - 1 1 «
b*]; = ; +ti Xing+j + Q;anwf

n =1 =0

20
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Da ng fest gewiihlt ist, konvergiert der erste Summand gegen Null und

1ng—1
§ mo +J § ano +]

|~
(1

" i=1 j=0
1 qg—1np—1
< |IT Z Xinog+i — E(Xings | Xnotjo- s X(i—1)no+j)
™ i=1 j=0

1 T
+ b E :anoJrj - E(ano+j | Xnotjo--- ’X(q—l)no+j)|
n

=0
1 q—1ng—1
+to |E(Xino+j | Xno+is-- s X(i—1)no+s)|
™ i=1 j=0
1 r
+ bf |]E(ano+j | Xno+ja ) X(q—l)no+j)|
1 qg—1ng—1
< |FZ D Xingts = E(Xing1j | Xnotss- - X(i-1no+5)
™ i=1 j=0
1 r
+ - 2 Kanots — EXanots | Xnotss -+ X(g=1)no+;)| Z f(no)E [ Xk
=0 " k=ng

Der zweite Summand kann, wegen f | 0 und sup,,cy i > r_y E|X)| < 0o, durch geniigend grosses
ng beliebig klein gemacht werden. Man muss noch zeigen, dass der erste Summand fast sicher gegen
Null konvergiert. Dazu benutzt man Satz 4.3:

Fiir jedes feste j sind die

Xino+i = E(Xing+j | Xnotsir--» X(i=1)no+5)
Martingaldifferenzen. Man kann sich eine Filtration G,, und ein G,,-Martingal Y,, definieren via

}/i’n() +k = Yino

fiir alle k < ng, wobei

mo = Z Xsn0+J sno+j I Xn0+ja R X(s—l)n0+j)

und
Gino+k := Ging = 0(Xngjs- -+ > Xino+j)

fiir alle k& < ng. Bezeichnet man die Differenzen von Y,, mit D,, y (man bemerke, dass D,, y # 0, nur

S EX2

dann, wenn n ein vielfaches von ng), so folgt aus der Vorausetzung » - < 00, dass
> IED2 >
> Z

n=1 =
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Insbesondere sind fast sicher die Voraussetzungen aus Satz 4.3 erfiillt.
qg—1ng—1

1
|b7 Z Z Xing+j — E(Xino-‘rj I X”O"‘jv“-»X(ifl)nO{»j)

" i=1 j=0

1 s
+ bi E anu-i-j - ]E(ano+j | X7l0+j7 s vX(qfl)no+j)|
n =0

1 q
<o 1> Xingts = EXinots | Xnot - +» X(im1ymo+i)|
=0 i=1
1 nog—1 q—
+o- | Y Xing+i — E(Xing+j | Xngtjs -+ X(im1)no+s)|
M oi=r+1 =1
no—1 q

1
SF Z | Z Xing+j — E(Xino+j | Xngtjs--- ’X(i—l)no-‘rj)'
" oj=0 i=1

1 no—l Q*l
+i- DD Xingts — EXingr | Xnotis - X 1ynos)|
j=0 =1

S

’rLo—l

1
= Z |b7 Xino+j - E(Xino+j ‘ Xn0+ja R 7X(i71)no+j)|
=0 [N
no—1 1 qg—1
+ ) 5 D Xingts = E(Xing s | Xngtjs - s Xi=1yme)| = 0
j=0 " i=1
fast sicher, denn nach Satz 4.3 konvergieren, fiir jedes feste j,
1< Y,
= D Xingti = BXing i | Xngtgo - > X(i—1ymot) = =
" i=1 n
und )
1 - bn—n Yn—n
i > Xinoti = EXing+5 | Xngtsn - s X(i—1yno+j) = Tobio
n i n n—ng
fast sicher gegen Null. O
BEMERKUNG 1.7. e Laut Hall und Heyde gilt der Satz auch ohne die Voraussetzung, dass

by, beschrinkte Zuwéchse besitzt. Siehe dazu [Hey80], Abschnitt 2.6.. Fiir b,, = n kann die
Voraussetzung sup,,cy é Y1 E|Xy| < oo auch durch gleichgradige Integrierbarkeit(siehe
[K0063]) und sogar durch L'-Beschriinktheit(siche [Rév68], Kapitel 8) von {X,, }nen ersetzt
werden.

e Wie im letzten Punkt vermerkt, erhilt Satz 1.1, unter L'-Beschrinktheit, eine ,*-mixing-
Version“. Dariiberhinaus kann man zeigen, dass mit dieser zusétzlichen Voraussetzungen
auch die SGGZ 1.3 (2) und 1.5 auf *-mixing sequences ausgedehnt werden konnen. (siehe
[Suc92], Abschnitt 6.1)

e In [K0063] wird auch ein SGGZ unter der Voraussetzung bewiesen, dass Y-, supycy P(| X5 | >
n) < oo. Im Hinblick auf Satz 1.8 ist dies eine &hnliche Bedingung wie sup,, ¢y i S ElXg| <
oo aus Satz 1.11.
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KAPITEL 2

Einfithrung zu diskreten (Sub-,Super-)Martingalen

Nach grundlegenden Definitionen von Stoppzeit und Sub- und Supermartingal folgt, mit Abschnitt
1 ein kurzer Teil iiber vorhersagbare Prozesse. Es wird untersucht unter welchen Voraussetzungen die
Transformation eines Martingals durch einen solchen noch ein Martingal ist.

Abschnitt 2 beschéftigt sich damit unter welchen Bedingungen sich die Submartingaleigenschaft
E(Xn41| Fn) = X, auch auf den ,,gestoppten® Prozess iibertrigt. U.a. werden Stoppsétze von Doob
bewiesen.

In Part 3 werden ,,Upcrossing-Sétze“ von Doob bzw. Dubins gezeigt. Sie spielen ein wichtige Rolle
beim Beweis von Konvergenzsitzen zur Fast-Sicher-Konvergenz in Abschnitt 4. Die Hauptergebnisse
dieses Abschnitts sind sicherlich, dass LP-beschrinkte Submartingale, fiir p = 1, fast sicher und, fiir
p > 1, zusitzlich in LP konvergieren.

Die Quintessenz von Abschnitt 5 ist, dass sich jeder adaptierte Prozess X,, € L' in ein Martingal
und einen vorhersagbaren Prozess zerlegen lisst. Es wird speziell die Zerlegung von X2 behandelt,
wobei X,, ein L2-Martingal ist.

Der letzte Abschnitt gibt uns eine dquivalente Beschreibung der Begriffe Martingal und Submar-
tingal via Erwartungswert des gestoppten Prozesses. Dies ist vor allem in Hinblick auf das Begreifen
eines Amarts als ,,asymptotisches Martingal® hilfreich.(siehe auch Kapitel 7)

KONVENTION 2.1. Im folgenden sei, sofern nicht anders gesagt, { X, }nen ein integrierbarer und,
bzgl. einer Filtration {F, }nen, adaptierter Prozess, d.h.:

e F,, sind Teil-o-Algebren von F mit der Eigenschaft
m<n=5F,CF,.
o Fiir alle n € N ist
X, e LY(Q, F,,,P).
Foo sei die kleinste o-Algebra so, dass, fiir alle n € N, F,, C F.
DEFINITION 2.2 (Stoppzeiten und (Sub-,Super-)Martingale). Eine F-messbare Abbildung
7:Q—>NU{oo}
heisst Stoppzeit, falls fiir alle n € NU {o0}
{r =n} e F,.
{X,}» heisst Supermartingal, falls fiir alle n € N
E(Xnp1| Fn) < X

{ X }n heisst Submartingal, falls {—X,, },, Supermartingal ist und Martingal, falls { X, },, sowohl Super-
als auch Submartingal ist, d.h. wenn fiir alle n € N

E(Xp+1| Fn) = Xa.

1. Vorhersagbarkeit

X,, sei der Gewinn eines Spielers in einem Gliicksspiel zum Zeitpunkt n und V,, seine ,,Spielstrate-
gie“. Das néchste Ergebnis besagt: Ist das Spiel ,,fair“, so wird es auch mit jeder Strategie fair bleiben.
Ist das Spiel hingegen , unfair“; das heisst, macht der Spieler bei jedem Spielzug einen potentiellen
Verlust (E(Xp41 | Fpn) — X, <0), so wird das Spiel auch mit jeder Strategie unfair sein.

23



DEFINITION 2.3 (vorhersagbare Prozesse, Martingaltransformation). Ein F,,_;-adaptierter Prozess
V., heifit vorhersagbar bzw. vorhersehbar.
Ist X, ein (Sub-,Super-)Martingal so definiert man

(V [ ] X)n = ka(Xk — kal)
k=1

firn > 1 und V5 := 0.

SATz 2.1. (1) Vi, > 0 sei vorhersehbar und beschrinkt. X, sei ein (Super-)Martingal. Dann
ist auch (V & X),, ein (Super-)Martingal.
(2) V,, sei vorhersehbar und beschrinkt. X, sei ein Martingal. Dann ist auch (V o X), ein
Martingal.
(3) Vi, € L? sei vorhersehbar. X,, € L* sei ein Martingal. Dann ist auch (V e X),, ein Martingal.

2. gestoppte (Sub-,Super-)Martingale

Im Optional-Sampling- Theorem wird geklart unter welchen Voraussetzungen gestoppte Submar-
tingale wieder Submartingale sind. Hireichende Bedingungen unter denen man aus der Submartinga-
leigenschaft EX, < EX, schlussfolgern kann werden in den Doob-Stoppsdtzen prasentiert. Das dies
nicht immer der Fall ist zeigt Gegenbeispiel 2.1.

SATZ 2.2. Fiir jede Stoppzeit T und jedes (Super-)Martingal ist X := X ;pnn auch ein (Super-
)Martingal

BEWEIS. Es ist zu zeigen, dass
E(X7 1 — X0 Fa) () = 0.
Aber X7 — X7 = 1750 (Xng1 — Xy) und 1,y ist Fp-mefbar. O

Im Allgemeinen gilt aber nicht E(X;) (<) = E(Xp), obwohl nach vorangegangenem Satz, fiir
jedes n € N, E(XT) (<) = E(Xp) gilt.

GEGENBEISPIEL 2.1 (einfache Irrfahrt). X,, € Z sei symmetrische Irrfahrt; d.h. X, := Y1 +...4Y,,
wobei Y ~ %5,1 —+ %51 unabhéngig. Dann ist X, ein Martingal bzgl. F,, := o(Y1,...,Y,). Definiere
eine Stoppzeit 7 := inf{n; X,, = 1}.

P(r <o0)=1
(Denn eine eindimensionale symmetrische Irrfahrt ist eine rekurrente Markovkette. Und es kann gezeigt
werden, dass jede rekurrente Markovkette fast sicher in endlicher Zeit in jeden moglichen Zustand
wechselt.) Somit ist
E(X,)=1+#0=E(Xy).

Unter welchen Bedingungen trotzdem E(X;) = E(X,,) gilt sagt folgender Satz.

SaTz 2.3 (Doob’s Stoppsiitze). Es sei T eine Stoppzeit und X, ein Supermartingal. Es gelte einer
der folgenden Fille:

T 1st beschrankt.

Die Zuwdichse von X, sind gleichmdf$ig beschrinkt und E(1) < oco.
X, ist gleichmdf$ig beschrankt und T < co fast sicher.

X, >0 und 7 < oo fast sicher

Dann gilt

BEWEIS. o Ist 7 <n,sogilt EX, = EX] <EXj = [EX,.
e Dominierende-Konvergenz-Theorem angewendet auf X7 — Xo = S 72" X7 — X7_,.
e Dominierende-Konvergenz-Theorem
e EX, =Eliminf, . X} <liminf, . EX] <EX,
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BEMERKUNG 2.1. Wenn X,, ein Martingal ist, so sieht man schnell, dass die Ungleichung aus
vorangegangenem Satz unter den gegebenen Voraussetzungen zu einer Gleichung wird, d.h.

]E(XT) = E(XO)
(Denn wenn X,, Martingal, so sind X,, und —X,, Supermartingale und erfiillt X,, eine der ersten
drei Voraussetzungen, so auch —X,,. Fiir den letzten Punkt wird noch EXy = limsup,,_, . EX] <
Elimsup,,_, ., X; = EX, benutzt.)
DEFINITION 2.4 (von 7 erzeugte o-Algebra). Ist 7 eine F,,-Stoppzeit, so definiert man
Fr={FeF;Vn: Fn{r=n}eF,}
Man sieht leicht, dass F, tatsichlich eine o-Algebra ist. X ist fiir 7 < oo auch F,-messbar, denn:
Sei B € B(R). Dann ist entweder
{Xkliropy € B ={Xx € B}n{r =k}
oder
{(Xilpropy € B} = {Xp € BYU{T =k} = ({Xi ¢ B} n{r = k})°
je nachdem ob 0 ¢ B oder 0 € B. Aber {X), € B} N {r = k},{X ¢ B} N {r =k} € F,. Dementspre-
chend ist jedes X1 —py Fr-messbar und damit auch

X; =Y Xilgrpy.
k=1

Sind ¢ < 7 beschriankte Stoppzeiten, so folgt aus
Fn{r=n}=> Fn{o=k}n{r=n},
k=1

dass F, C F,.
Dariiberhinaus gilt folgendes Lemma.
LeEmMA 2.1. Ist X,, ein Submartingal und o < 7 zwei beschrinkte F,,-Stoppzeiten, so gilt
E(X,| Fy) > X,
BEwEIs. Hier nur der Beweis fiir den Martingalfall.
o Ist X,, gleichgradig integrierbar, so gilt E(X, | ,) = X,, denn:

Konvergenzsatz 3.4 besagt, dass X,, — Xoo in L, wobei X,, = E(Xw | Fr). Nach Lemma
6.2 ist X, = E(X | Fr). Wir hatten gesehen, dass F, C F,. Insgesamt ergibt sich also

E(X,|Fy) =EEXx|Fr)| Fo) =E(Xx | Fo) = Xo.

o { X, ammen ist ein gleichgradig integrierbares Martingal, denn:
Nach Satz 2.2 ist X,am ein Martingal und aufgrund der Integrierbarkeit der X, kann
K > 0 so gross gewéhlt werden, dass

ok} < Y B[ X x5k <€

m=1

SU.pE |Xn/\m| 1{|X|

nAm

e Wihlt man n € N so, dass 7 < n, so folgt aus den ersten beiden Punkten, dass

E(XT | ]:U) = IE()(n/\‘r ‘ fa) = Xpro = Xo.

Aus diesem Lemma folgt sofort das Optional-Sampling-Theorem fiir (Sub-)Martingale.

SATz 2.4 (Optional-Sampling-Theorem). Es sei 7, | eine Folge beschrinkter Stoppzeiten und X,
ein (Sub-)Martingal. Dann ist {X ., tnen ein {Fr, }-(Sub-)Martingal.

BeEWwEIS. Folgt aus letztem Lemma und der Tatsache, dass, wegen 7, < m, € N, E|X, | <
My
3" E|X| < oo und somit jedes X, € L. O
k=1
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3. Upcrossings

Die Untersuchung von Upcrossings (siche Definition unten) ist, vor allem bei (Super-)Martingalen,
ein wichtiges Hilfsmittel, zur Untersuchung der Fast-Sicher-Konvergenz. In diesem Abschnitt zu finden
sind der Doob-Upcrossing-Satz und die Dubins-Upcrossing- Ungleichung, welche im néchsten Part zur
Herleitung von Konvergenzsétzen verwendet werden.

DEFINITION 2.5 (Upcrossings). U,[a,b] bezeichne die Anzahl der Uberquerungen des Intervalls
[a,b] von a in Richtung b eines Prozesses X bis zum Zeitpunkt n.
DEFINITION 2.6. Es sei p > 0.

e X, heisst LP-beschrinkt, falls sup E | X,,|” < oo.
neN
e X, heisst LP-dominiert, falls Esup | X,,|" < oc.
neN

SaTz 2.5 (Doob-Upcrossing). X, sei ein Submartingal und a < b, a,b € R. Dann gilt
(b—a)E(Uyla,b)) <E(X, —a)” —E(X; —a)*.
Ist X,, zusitzlich L' -beschrinkt, so gilt
Usla,b] € L'

BEWEIS. Der Beweis ist zu entnommen aus [Hey80], Abschnitt 2.2. Es ist zu zeigen, dass fiir
beliebiges positives Submartingal Y,

Mit Y} := (X}, —a)™ wiirde dann die zu zeigende Ungleichung folgen, denn die Anzahl der Upcrossings
Unl0,b — a] von (Xj —a)™ ist gleich der Anzahl der Upcrossings U, [a,b] von Xj.
Dass Ux[a, b], unter L'-Beschréinktheit von X,,, integrierbar ist, folgt schliesslich aus der Abschétzung
(b—a)E(U,a,b)) <E(X, —a)t <E|X, —q
<E|X,|+a<supE(|Xn|)+a< oo
Nun benutzt man noch das Monotone-Konvergenz-Theorem.
Zum Beweis von bEU,[0,b] < E(Y,, — Y1):
Man definiert sich Stoppzeiten
gg = 1
o1 :=inf{m > o¢; Y,,, = 0}
o9 :=inf{m > o1; Y, > b}
o3 :=inf{m > o9; Y, =0}

und 7 := o A n. Damit ist 7,, = n und

n—1 n—1 n—1
Yn _Yl = E Y7k+1 _YTk - E Y7k+1 _YTk + YTk+1 _YTk'
k=0 k=0,2,4 k=1,3,5

Nach Satz 2.4 ist (Y7, ) ein F, -Submartingal. Dementsprechend ist

n—1
E( Z YTk:+1 - YTk) = 0.
k=0,2,4

Man zeigt nun noch, dass
n—1

E( Y Yi,, —Yr) > bEU,0,D].
k=1,3,5
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Dazu sei m das kleinste k fiir das o5, > n. Damit ist aber

n—1

n—1 n—1
Z YTk+1 - YTk = Z Y’Tk+1 - YTk, 2 b = [%] b 2 U’I’L[O7 b] - b.
k=1,3,5 k=1,3,5;k<m k=1,3,5;k<m

O

SATZ 2.6 (Dubin-Upcrossing-Ungleichung). Es sei X,, ein positives Supermartingal und 0 < a <
b e R. Dann gilt

k X
P(Ulont] > k| 7)< () i (321)).
a
Der Beweis stammt aus [Nev75], Abschnitt II-2.

BEWEIS. Man zeigt zuniichst, dass fiir zwei positive Supermartingale X!, X2 und eine Stoppzeit
T mit

X! > xz
(auf {7 < oo}) auch Y,, = X} 11, sy + X215,y cin positives Supermartingal ist.(Dazu zerlegt man

Y, und Y41 in E(Yay1 — Yy, | Fp) auf U2 {7 = k} und nutzt aus, dass X 1,y > X211, 4y.)
Danach definiert man die Stoppzeiten

7 :=inf{n > 0; X, < a}
7o :=inf{n > 7 ; X,, > b}
73 :=inf{n > m; X, <a}

und wendet zunichst obiges Ergebnis auf X} = 1, X2 = %2 und 7 = 7, an, nehmen diesen Prozess

als neuen X!, wihlen als neues X? = 2 und 7 = 7, und wenden dasgleiche nochmal an. Danach

a
g% und 7 = 73 usw. Man erhélt also ein positives Supermartingal Y,,, das in den

n’
nochmal mit XTQL =
Intervallen

[077—1)7 [TlvTQ)a [T27T3)a [7—377-4)a (RN} [TQk—l?TQk)a [T2k7 OO)

bX, (0N X (0
"a a7 \a a ' \a) ’

definiert ist als

1

) )

Xn
a

Q| o

Man sieht nun leicht, dass
o Yy = Inin(%7 1)

k
oY, 2> (%) 1{”27'%}
® YoZE(Yn|]:O)

Aus den drei Punkten folgt zunéchst

k X
P(n > 191 | Fo) < (E) min (0, 1) .
b a
Man léasst nun n — oo laufen und benutzt, dass

{rar < o0} = {Usla,b] > k}.
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4. Konvergenzsitze

Die ersten drei Konvergenzséitze sind Konvergenzséitze zur Fast-Sicher-Konvergenz. Die Idee ist
immer die gleiche:
Man versucht zu zeigen, dass fiir beliebige —oco < a < b < o0

P(Us [a,b] = 00) = 0.
Damit erhdlt man
P(X, konvergiert) = P(liminf X,, = limsup X,,)
=1-1 U {liminf X,, < a < b < limsup X, })

a,beQ,a<b
>1-— Z P(liminf X,, < a < b < limsup X,,)
a,beQ,a<b
=1- Y PUsxlab =o00)=1.
a,beQ,a<b

So wird u.a. gezeigt, dass sowohl L'-beschriinkte, als auch positive Supermartingale konvergie-
ren(Sétze 2.7 und 2.8). Der Erste Konvergenzsatz wird durch eine Reihe von Beispielen beleuchtet.
Mit dem Zweiten Konvergenzsatz wird nachgewiesen, dass Verzweigungsprozesse exponentiell wachsen.

Die beiden letzten Konvergenzsitze zeigen, dass man unter LP-Beschranktheit(fiir p > 1!, siehe
dazu auch die nichste Bemerkung) zusitzlich zur Fast-Sicher-Konvergenz auch die LP-Konvergenz
erhilt. Der Beweis benutzt die Doob-L?-Ungleichunyg.

SaTz 2.7 (Erster Konvergenzsatz). Es sei X,, ein L' -beschrinktes Supermartingal. Dann existiert
fast sicher Xoo := lim X, € L.

n—o0

BEMERKUNG 2.2. Obiger Satz besagt nicht, daB X,, in L' gegen X konvergiert. Ein Gegenbeispiel
ist das Martingal X,, aus Anwendung 2.3. Es ist ndmlich E(X,,) = 1, aber X, = lim X,, = 0, falls

n—oo
p=EY) <1
BEWEIS. Um zu zeigen, dass P(Us [a,b] = c0) = 0 ist, benutze den Doob-Upcrossing-Satz. O

Trotzdem fiir Martingale X,, der Erwartungswert konstant ist, ist nicht jedes Martingal L'-
beschrankt, wie folgendes Beispiel zeigt.

BEISPIEL 2.2 (symmetrische Irrfahrt). X, sei wie in Gegenbeispiel 2.1. Nach Zentralem Grenz-
wertsatz (siche z.B. [Wil91], Kapitel 18) gilt fiir alle z € R

1 T y?
P(X,, > vnx —>—/e‘7d =:L
( Vna) Nor Y

Wihle z > 0 fest. Es sei a > 0 beliebig. Dann gilt fiir hinreichend grosses n € N, dass
L
P(Xn>a)>§>0;
insbesondere ist E | X,,| > % und daher muss E | X,,| — oo gelten.

Eine weitere Frage die man sich stellen kénnte ist, ob ein Martingal X, fast sicher auf der Menge
{suppen | Xk| < oo} konvergiert. Die Antwort ist nein. Dazu folgendes Gegenbeispiel von D.L. Burk-
holder (z.B. in [Suc92] Abschnitt 1.4).

GEGENBEISPIEL 2.3. Es seien Yy ~ (1 — %)5_1 + 2%5276_1 unabhingig und F,, := o(Y1,...,Y,).
Dann ist 7 := inf{k; Yy # —1} eine F,-Stoppzeit und X, := > (fl)kl{TEk}Yk ein F,-Martingal,

denn:
Fiir beliebiges F' € F,,_1 ist

E(X, — Xn1)1p = E((=1)"1{75n}Ya)1r = (=1)"EY, El(;5,ynF = 0.
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Definiere X* := sup,cy | Xk|. Man iiberlegt sich leicht, dass aufgrund der ,alternierenden* Definition
von X,, (d.h., der Faktor ,,(—1)*“ in jedem Summanden) fiir X* > 2" notwendigerweise Yj # —1
fiir mindestens ein k > n gelten muss.(Das wire auch schon ohne den Faktor s lir>p® in jedem
Summanden der Fall.) Insbesondere ist

P(X*>2") <P( |J (mx=2-1}) < Y PM=2"-1)
k=n+1 k=n+1
Es sei @ > 0. Dann ist fiir a = 2" schon aP(X* > a) < 1. Gilt fiir alle n, dass a # 2™, so wihle n so,
dass a = 2" + r mit r < 2. Daraus folgt
aP(X* > a) =2"P(X* > a) + rP(X* > a) < 2"P(X* > 2") + 2"P(X™* > 2")
=2.2"P(X* >2") < 2.

1
= o

Insgesamt ergibt sich aP(X* > a) < 2 und daher ist X* < oo fast sicher. Man sieht leicht, dass
X, auf der Menge {7 = oo} zwischen 0 und 1 alterniert und dort deswegen nicht konvergiert. Das
Gegenbeispiel ist vollstindig, falls man zeigen kann, dass P(7 = co) > 0 ist. Zunéichst ist

) 1 > 1
P(r =o00) = H(l - 2—k) = exp [Zlog(l - Qk)‘| .
k=1 k=1
Da, firO<z <1, logx>1-— % gilt, reicht es aus zu zeigen, dass
= 1
Z 1 T > —09,
k=1 1=35¢
was aber via
D P JE e Dk
11— &e2k—1— L2k
k=1 2 k=1 k=0

folgt.

Nun noch ein Beispiel aus [Sto97], dass L'-Beschrinktheit nicht automatisch Dominiertheit durch
eine L'-Zufallsvariable zur Folge hat. Das unterstreicht noch einmal die Bemerkung, denn in diesem
Beispiel kénnen wir eben nicht mittels Dominierende-Konvergenz-Theorem eine L'-Konvergenz schlie-
Ben.

BEISPIEL 2.4. Definiere Q = N, A, = {{1},....{n},[n+ 1,00)}, Fp, = 0(A,), P(n) :=
und X, (w) := (n+1) - 1p41,00) (w). Man sieht:
o B(X,]) = E(X,) = E(Xpe1) = 1 < o0
e fiir alle Atome A € A, von F,, gilt
E(Xni11a) =E(X,14).

_ 1
n+1

SI=

o SUp Xi(w) - Ly () = - 1y ()

Mit dem ersten und zweiten Punkt sieht man, dass X, ein L'-beschrinktes Martingal ist. Der
dritte Punkt gibt

E(sup Xx) = 0.
keN

Demnach ist X,, nicht L'-dominiert.
SaTz 2.8 (Zweiter Konvergenzsatz). Jedes positive Supermartingal X konvergiert fast sicher.

BEWEIS. Man benutzt die Dubins-Upcrossing-Ungleichung:

P(Usa,b] > k| Fo) < (%)kmin (220 1)

fiir beliebige a < b. Bildet man den Erwartungswert, so gilt

a

P(Usofa,b] > k) < (g>kEmin ()20 1) .
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ldsst man jetzt k — oo laufen, so erhélt man
P(Usla,b] = 00) = 0.
O

Unter Anderem kann man mit diesem Konvergenzsatz das exponetielle Wachstum von Verzwei-
gungsprozessen nachweisen.

ANWENDUNG 2.3 (Verzweigungsprozess). Es seien Y,” : O — N unabhiingige identisch verteilte
Zufallsvariablen.

Dabei stehe Y;” fiir die Anzahl der Nachkommen des r—ten Individuums aus der n—ten Generation.

Ist Z,, die die Population der n—ten Generation, dann gilt

Zn
Zny1 = Z Y,
r=1
BEMERKUNG 2.4. Die Existenz einer Folge unabhéingiger Zufallsvariablen Y, : £ — R mit belie-

bigen vorgegebenen Verteilungen wird in Anhang A geklért.

DEFINITION 2.7. e Es sei G,,(0) := E(6%") die erzeugende Funktion von Z,.
e Essei G :=Gs.
e Essei p:=E(Y,").
o Fni=0(Z1,...,7Zy)

LEMMA 2.2. Es gilt G,, = Go Gyp_1, d.h. G, ist die n—fache Verkniipfung von G.

BEWEIS. mittels bedingtem Erwartungswert O
Daher gilt
T = P(Z, =0) = G,(0) = G(Gr-1(0)) = G(mp—1)
und fiir die Aussterbewahrscheinlichkeit 7 := lim m, notwendigerweise
T = G(m).
Definiere den Prozess X,, := iﬁ

SATZ 2.9. X := lim X, existiert fast sicher.

n—oo

BeEwEeis. Da X, ein F,-Martingal ist, ist dies eine Konsequenz aus Konvergenzsatz 2.8. g

D.h. wir haben ein exponentielles Wachstum der Population nachgewiesen. Fiir Aussagen iiber die
Verteilung von X ist folgendes Ergebnis hilfreich.

SATz 2.10. Fir die Laplace-Transformation von X, gilt

E(e™**) = lim E(e”"*") = lim Gr(e )

n—oo

fiir alle t > 0.
BEWEIS. Vorangegangener Satz und Lebesgue-Konvergenz-Theorem O

BEISPIEL 2.5. Die Y," seien geometrisch verteilt P(Y,” = k) = pg®. Es sei u > 1, also ¢ > p (wegen
p=1).

Es ist 7 = i (wegen G(0) = £5).

Mittels obigem Satz zeigt man, dafl

P(Xeo =0)=m
und
P(Xoo > z) = (1 — m)e” (177,
Die Grenzverteilung von X, ist in diesem Fall also eine Mischung aus ein einer Einpunktverteilung

bei Null, mit Gewicht 7, und einer Exponentialverteilung, mit dem Erwartungswert ﬁ und Gewicht
1—.
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SATz 2.11 (Dritter Konvergenzsatz). Jedes Submartingal X, mit
supE(X;F) < o0

konvergiert fast sicher gegen ein Xoo € L.
BEWEIS. Benutze die Krickeberg-Zerlegung aus Kapitel 5 Satz 6.2 und den Konvergenzsatz 2.8 [
SaTz 2.12 (Doob-Ungleichung). Es sei X,, > 0 ein Submartingal und ¢ > 0. Dann gilt
CP(Sup Xk > C) < E(XTL . 1{Sup XkZC})
k<n k<n
BEWEIS. Zerlege {sup,<,, Xy > c} disjunkt in die n Ereignisse [y, := {Xo < c} N... N {X}1 <
¢} N{X}y > ¢}. Dann ist

CP(Fk) S ]EXlek S ]EXn]-Fk .
Aufsummieren ergibt die Behauptung. O

SATZ 2.13 (Doob-LP-Ungleichung). Es sei X,, > 0 ein LP-beschrinktes Submartingal, p > 1. q sei
s0, dass 1% + % =1 und X™ := supyey Xi. Dann gilt

sup [| X, = [ Xooll, < X7, < g¢-sup[|Xal, -
n n

BEWEIS. Es sollte klar sein, dass wir nach Monotone-Konvergenz-Theorem lediglich

1Xanll, < ||max X ) <q-[Xall,
zu zeigen haben. Mit Doob-Ungleichung, Satz von Fubini und der Holder-Ungleichung folgt dies aus
Py __ p—1 p—2
E(I]?g’r)ka) —p/x P(rlggank > z)dr < p/x E(an{ingxpm})dx
0 0
max Xg

kE<n

O

SATZ 2.14 (Vierter Konvergenzsatz). Es sei X,, ein L*-beschrinktes Martingal. Dann konvergiert
X, fast sicher und in L*.

BEWEIS. Dass X, fast sicher konvergiert folgt aus dem Ersten Konvergenzsatz. Es gilt
E(X2) = E(X3) + > E(X) — Xp-1)%
k=1
L% Beschriinktheit heifit also 3 E(Xj, — Xj_1)? < co. Durch mehrmaliges Anwenden des bedingten

k=1
Erwartungswerts erhélt man

n+r
E(X, — Xpir)? = Z E(Xp — Xp_1)2.
k=n+1
Nach Fatou-Lemma folgt daraus
E(X, — Xs0)? < Z E(Xp — Xp_1)2.
k=n-+1
Aber das konvergiert, aufgrund von > E(Xj — Xj_1)? < oo, gegen Null. O
k=1
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Sarz 2.15 (Fiinfter Konvergenzsatz). Es sei X,, ein LP-beschrinktes Martingal mit p > 1. Dann
konvergiert X,, fast sicher und in LP.

BEWEIS. —X,,, und somit auch X,,, konvergiert fast sicher nach Konvergenzsatz 2.7. | X, | ist ein
Submartingal. Wir kénnen demnach Ungleichung 2.13 anwenden und erhalten

E(sup [ Xi|?) < ¢" supE| X |" < o0.
kEN kEN

Es sei X :=lim,, .o X,. Dann ist

| Xoo — Xn|? < 2P(sup|Xy|)? € L
keN

und die LP-Konvergenz folgt mittels Dominierende-Konvergenz-Theorem. U

5. Doob-Zerlegung

Jeder integrierbare adaptierte Prozess kann in ein Martingal und einen vorhersagbaren Prozess
zerlegt werden. Ein wichtiger Spezialfall ist die Doob-Zerlegung von X2, wobei X,, € L? ein Martingal
ist. Die Konvergenz von X,, kann in diesem Fall auf die Konvergenz der quadratischen Variation
zuriickgefithrt werden (Satz 2.17).

SATZ 2.16. Jeder F,,-adaptierte Prozess X, € L' kann in ein Martingal M, , mit My = 0, und in
einen vorhersagbaren Prozess A,, mit Ay = 0, zerlegt werden
X, =Xo+ M, +A4,.
Dabei sind M und A bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig.

BEWEIS. A4, ist eindeutig bestimmbar aus E(X,, — X,,_1| Fn_1) = E(4, — Ap_1| Fno1) =
A, — Ap—1 und Ag = 0; notwendigerweise ist dann M,, — M,,_1 = X,, — E(X,, | Fr1)- O

LEMMA 2.3. Sind die Zuwdichse von X,, L?-beschrinkt, so sind es auch die Zuwichse von M, und
A,
BEwEIS. Eswar A, — A,_1 = E(X,,| Frn_1) — X,—1 und daher M,, — M, = X, —E(X,, | Fr_1).
Da A,, vorhersagbar ist, gilt
<An - Anfla M, — Mn71>L2 =EA, M, —EA,M,_1 —EA,_ 1M, +EA,_ 1M,
=E(AE(M, | Fn-1)) —EA,M,_1 —EA, 1M, +EA, 1M,_1=0
Dabei folgt die letzte Gleichung aus dem dritten Punkt von Satz 2.1, denn man sieht schnell, dass
A, — Ap_1, M, — M,_; € L% Ist (+,-) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V und (v, w) = 0, so
gilt
(v+w,v+w) — (v,v) = (v,0) + {(w,w) — (v,v) = (w,w) > 0.
Dementsprechend ist
[Ar — Ap—1llpe < [[ Ak — Ak—1 + (Mg — My—1) |2 = | Xk — Xp—1lp2
und daher
E(A, — Ap_1)? <E(Xp — Xp_1)2
Also ist sup,en E(Ax — Ar_1)? < oo. Aufgrund der Orthogonalitit von A,, — A,y und M,, — M,,_;
gilt
E(M, — M, 1)*> =E(X,, — X,_1)? —E(A4, — A,_1)%

Somit ist auch sup E(My — Mjy_1)? < oo. O
keN

Falls X,, ein Submartingal ist, geht aus der Konstruktion von A,, hervor, dass A,, wichst.
DEFINITION 2.8 (quadratische Variation). Es sei X, € L? ein Martingal. Man definiert den fast
sicher monoton wachsenden vorhersehbaren Prozess A, A9 = 0, der X2 — A,, zu einem Martingal
macht zu
(X)p = Ap.
{{X)n}n wird auch quadratische Variation von X,, genannt.
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SATZ 2.17. Es sei X,, € L* ein Martingal, Xo = 0. Dann gilt:
o Ist lim (X), < oo fast sicher, so existiert auch Xoo = Um X, fast sicher.
° Fas:flzgzher folgt aus der FExistenz von X, auch limn<;(o>on < 00, sobald X, gleichmdfig
beschrinkte Zuwdchse besitzt. e

Fiir einen Beweis siehe [Wil91], Kapitel 12.

KOROLLAR 2.4. Sind Y, € L* unabhingig und zentriert und betrachtet man X, := Sorei Y,
Xo =0, so gilt:

(oo}
o Ist > VarY, < oo fast sicher, so existiert auch Xo, = lim X, fast sicher.
k=1 n—oo

o Fast sicher folgt aus der Emxistenz von X auch Y VarY, < oo, sobald Y, gleichmdfig

k=1
beschrankt ist.

BEWEIS. X, ist ein Martingal beziiglich F,, := o(Y1,...,Y,) mit (X), = >_ VarY;. O
k=1

6. Eine dquivalente Definition eines (Sub-)Martingals

Im folgenden wird gezeigt, dass die Martingaleigenschaft dquivalent dazu ist, dass EX, = EX,
gilt fiir beliebige beschrinkte Stoppzeiten o, 7. In diesem Sinn sind Martingale als Spezialfille von
sogenannten Amarts(siehe Definition 7.2) zu betrachten.

SATz 2.18. Ein X, ist genau dann ein Martingal, wenn fiir beliebige beschrdnkte Stoppzeiten T > o
E(X,) =E(X,)
gilt.
BEWEIS. Es gelte obige Gleichung fiir beliebige beschréankte Stoppzeit 7. Es sei k < nund F' € Fy,.
Dann ist
T:=nlp+ klpe
eine beschrinkte Stoppzeit mit 7 > k, und dementsprechend
E(X,) = E(Xg),
also
E(X,1p) =E(Xklp).
Ist andererseits X, ein Martingal und 7 < n eine Stoppzeit, so ist
E(X,) =Y EXili—y) =Y EEX, | Fi)li—y) = E(X,).
i=1 i=1

Analog gilt natiirlich auch fiir 0 <n

O

SATz 2.19. X, ist genau dann ein Submartingal, wenn fir beliebige beschrinkte Stoppzeiten T > o
E(X;) > E(X,)
gilt.

BEWEIS. Setzt man zunéchst obige Ungleichung voraus, dann verfihrt man so wie im Beweis des
letzten Satzes.
Ist andererseits X,, ein Submartingal, so benutzt man die Doobzerlegung und den letzten Satz. [
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KAPITEL 3

Martingale und gleichgradige Integrierbarkeit

Der erste Part beschéftigt sich mit grundlegenden Ergebnissen zur gleichgradigen Itegrierbarkeit.
U.a. wird gezeigt, dass eine Folge X,, von Zufallsvariablen genau dann in L' konvergiert, wenn sie
gleichgradig integrierbar ist und in Wahrscheinlichkeit konvergiert.

In Abschnitt 2 werden einige Konvergenzergebnisse bewiesen. Zum Beispiel konvergieren gleich-
gradig integrierbare Supermartingale fast sicher und in L'. Es wird auch die T-gleichgradige Integrier-
barkeit eingefiihrt und gezeigt, dass, fiir Martingale, diese Eigenschaft dquivalent ist zur gewhnlichen
Gleichgradigen Integrierbarkeit.

1. Gleichmifige(-férmige,-gradige) Integrierbarkeit

Dies ist eine kurze Einfiihrung der gleichgradigen Integrierbarkeit und es wird hier nur vorgestellt,
was fiir den weiteren Verlauf der Arbeit von Belang ist. (Weitere Ergebnisse finden sich zum Beispiel
in [Nev69], Abschnitt 2.5.) Es wird z.B. gezeigt, dass eine Klasse von gleichgradig integrierbaren
Zufallsvariablen diese Eigenschaft auch unter Bedingen nach Teil-o-Algebren behélt.

Dass die gleichgradige Integrierbarkeit unter Umstéinden etwas mit der L!-Konvergenz zu tun
haben konnte lésst sich vielleicht schon aus der folgenden Definition erahnen. Konkretisiert wird dies
durch Satz 3.3, der besagt, dass die L'-Konvergenz fiquivalent ist zur gleichgradigen Integrierbarkeit
und der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

DEFINITION 3.1. Eine Klasse C von Zufallsvariablen auf (€2, F,PP) heifit gleichméflig(-formig,-
gradig) integrierbar, falls zu jedem a > 0 ein 0 < b < oo existiert, sodass fiir alle X € C
E(|X| . 1\X|>b) <a
gilt.
LEMMA 3.1. Es seip > 1 beliebig. Dann gilt fiir eine Klasse C von Zufallsvariablen auf (2, F,P)

folgende Inklusionskette:
C ist LP-beschrinkt = C ist gleichgradig integrierbar = C ist L'-beschrinkt.

BEWEIS. einfach nachrechnen O

LEMMA 3.2. Fir eine Klasse C von Zufallsvariablen X : Q — R sind dquivalent:
(1) e C ist L*-beschrinkt.
o Zu jedem € > 0 existiert ein 0 > 0 so, dass P(F) < 6 = E|X|1p < € fir alle X € C und
alle F € F.
(2) C ist gleichgradig integrierbar.

BEWEIS. (1)=(2): Ist C L'-beschriinkt, dann ist sup E|X| < oco. Wihlt man F := {|X| > b},

Xec
dann gilt fiir 6 > 0 und b hinreichend gross, dass
sup E | X]|
P(F) =P(|X| > b) < % <6

und dementsprechend ist dann fiir € > 0 und b hinreichend grofl
E|X|]—{\X|>b} :E|X|1F <€

fir alle X € C.
(2)=(1): Nach Lemma 3.1 ist C L*-beschriinkt. Um den zweiten Punkt zu zeigen benutze

ElX[1p =E|X|1pngx>op + EIX[1rngx<py < E[X]1qx)50p + OP(F)
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und wihle b so groB, dass sup E|X| 1 x|>3 < § und J so klein, dass bP(F) < §,z.B. § = 5. O
XecC

LEMMA 3.3. Es seien C und D zwei gleichgradig integrierbare Klassen von Zufallsvariablen auf
(Q,F,P). Dann ist
S={X+Y; Xe(C,YeD}

gleichgradig integrierbar.
BEWEIS. Ist eine einfache Anwendung von Lemma 3.2 g

Der bedingte Erwartungswert ist sehr gut mit dem Konzept der gleichgradigen Integrierbarkeit
vertriglich wie die folgenden beiden Sitze (hoffentlich) verdeutlichen.

SATZ 3.1. Es sei X € L'(Q,F,P) und es sei C die Klasse aller, beziglich Teil-o-Algebren G von
F, gebildeten bedingten Erwartungswerte von X. Dann ist C gleichgradig integrierbar.

BEWEIS. Man benutzt die Tatsache, dass es, fir X € L', zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, sodass
aus P(F) < d, F € F, immer E(|X|1F) < € folgt. Betrachte F' = {|E(X | G)| > b}. Es gilt
b-P(F) <E(]X]) < 0.
Waéhle nun b so grof}, dass
E(1XT)

5 < 0.

O

SATZ 3.2. Jede Klasse C die nur aus bedingten Erwartungswerten von Zufallsvariablen aus einer
gleichgradig integrierbaren Klasse besteht ist auch gleichgradig integrierbar.

BeEwEIs. Wird dhnlich bewiesen, wie der letzte Satz. Man erhilt, wegen Lemma 3.2, sogar, dass
spxec BX 5 fiir b hinreichend groB. D.h. P(F) = P(|[E(X | G)| > b) < 6 fiir alle X € C und alle

Teil-o-Algebren G von F. Wieder nach 3.2 gilt
EE(X |9 1ex|o)>b < EE(X| | G)1{ex|g) >t}
=E|X| 1{\]E(X| G)|>b} = ]E|X| 1p<e
O

Nun folgt eine dquivalente Beschreibung von L!-Konvergenz mittels gleichgradiger Integrierbarkeit.

SATZ 3.3. Es seien X,,X € L'. Es konvergiert X,, in L' gegen X genau dann wenn X, in
Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert und {X,,} gleichgradig integrierbar ist.

BEWEIS. Zeige nur die wichtigere <-Richtung.
Die Idee ist eine Zerlegung von

E(1Xn — X]) < E(IX = fo(X)]) + E(|fa(X) = fa(Xn)]) + E(|fa(Xn) — Xn)

mit

a L,rx>a
Ja(z) = ,—a<z<a.

—a ,z<—a
Wegen |fqu(2) — 2| < |2| 1|45, sieht man nun, dass wir den ersten und dritten Summanden durch Wahl
eines geniigend grofen a > 0 unter £ driicken konnen.

Wegen |f.(x) — fo(y)| < |z — y| konvergiert f,(X,) in Wahrscheinlichkeit gegen f,(X). Nun be-

nutzt man die Tatsache, dass aus gleichméBiger Beschranktheit und Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
schon L!-Konvergenz folgt.

Insbesondere konvergiert also f,(X,) in L' gegen f,(X), und wir kénnen fiir hinreichend groBes
n auch den zweiten Summanden unter § driicken. O
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2. gleichgradig integrierbare Martingale

Gleich zu Beginn dieses Abschnitts wird mit Satz 3.4 gezeigt, dass eine Folge gleichgradig inte-
grierbarer Zufallsvariablen nicht nur fast sicher, sondern auch in L' konvergieren. Wer sich also nach
Bemerkung 2.2 gefragt hat, welche zusitzliche Bedingung an X,, zu stellen ist um die L'-Konvergenz
zu sichern erhélt hiermit eine (im Hinblick auf Lemma 3.1) befriedigende Antwort. Dariiber hinaus
wird im Levy-Upward und im Levy-Downward-Theorem gezeigt, dass integrierbare Zufallsvariablen
bedingt nach einer Filtration nicht nur ein Martingal bilden, sondern sowohl fast sicher als auch in L*
konvergieren. Dariiber hinaus wird die T-gleichgradige Integrierbarkeit erklart und gezeigt, dass jedes
gleichgradig integrierbare Martingal schon T-gleichgradig integrierbar ist.

KONVENTION 3.2. Im folgenden sei, soweit nicht anders gesagt, {X,}nen ein beziiglich einer
Filtration {F;, }nen adaptierter integrierbarer Prozess. T sei die Menge aller beschrénkten Stoppzeiten
ngl {fn}neN.

SATZ 3.4. Jedes gleichgradig integrierbare JF,,-Supermartingal X, konvergiert fast sicher und in
L' gegen ein Xo. Ist X,, sogar ein Martingal, dann gilt fir alle n € N

X, =E(Xw | Fn).

BEWwWEIS. Nach einem Konvergenzsatz aus 1 und Abschnitt 1 wissen wir, dass X,, — X, fast
sicher und somit auch in L' konvergiert.

Um die Gleichung zu zeigen, wihle ein beliebiges F' € F,, und zeige E(X,1r) = E(X1r).
Zunichst gilt E(X,,1r) = E(X,1F) fiir beliebiges r > n. Benutze jetzt

IE(Xoolp) — E(X,15)| <E|X, — Xoo| 15 < E|X, — Xoo| — 0.
[l

ANWENDUNG 3.1. Das Ergebniss kann verwendet werden um den Satz von Radon-Nikodym zu
beweisen. (siehe Satz D.1 im Anhang oder [Wil91])

SATz 3.5 (Levy-Upward-Theorem). Ist X € L', so ist X,, := E(X | F,,) ein gleichgradig integrier-
bares Martingal.
X, = E(X | Fo)
fast sicher und in L'.
BEWEIS. Die Sétze 3.1 und 3.4 liefern
E(X | Fn) = Xoo
fast sicher und in L'. Noch zu zeigen ist, dass fiir alle F € Foo
E(Xoolp) =E(X1p).
Aber fiir F € |JF, gilt die Gleichung schon, denn

E(X1p) =EE(X | Fu)lp) — E(X1lp).
Da |J F,, m-System von F, ist folgt die Behauptung. O
n

Mit obigem Satz kann das Kolmogorov-0-1-Gesetz bewiesen werden:

SaTz 3.6 (Kolmogorov-0-1-Gesetz). Die asymptotische o-Algebra einer Folge X, unabhdingiger
Zufallsvariablen ist trivial, d.h.

P(F) € {0,1}
fiir beliebiges F € (o (Xn, Xnt1,---)-

BEWEIS. Es sei F,, := o(X1,...,X,). Dann gilt nach Levy-Upward-Theorem fiir jedes F aus der
asymptotischen o-Algebra
E(lp| Fn) = E(lr| Fx) = 1F
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fast sicher. Aber 1p ist o(X,4+1, Xp+o,...)-messbar und dementsprechend ist 1 unabhéngig von F,.
Das heisst
E(1p| Fp) =E(1r) =P(F),
also
P(F)=1p
fast sicher. ]

Sarz 3.7 (Levy-Downward-Theorem). Ist X € L'(Q, F,P) und
gfn l gfoo = mgfn
n
eine fallende Folge von o-Algebren, so konvergiert X_,, := E(X | G_,) fast sicher und in L' gegen
E(X|G-x)-
BEWEIS. siehe Konvergenzsatz 5.3 O

Als néchstes wird noch die T-gleichgradige Integrierbarkeit eingefithrt und gezeigt, dass jedes
gleichgradig integrierbare Martingal auch T-gleichgradig integrierbar ist.(Zur Erinnerung: T ist die
Menge aller beschrinkten Stoppzeiten beziiglich {F, }nen-)

DEFINITION 3.3. X, heisst T-gleichgradig integrierbar, falls { X }.cr gleichgradig integrierbar ist.

Sarz 3.8. Ist X, ein gleichgradig integrierbares Martingal, dann ist X,, auch T-gleichgradig inte-
grierbar.

Die Idee des folgenden Beweises stammt aus [Mey66], Seite 119

BewEs. Ist X, ein gleichgradig integrierbares Martingal, so gilt X,, = E(X | F,) fiir ein X € L.
(siehe Satz 3.4 oder Satz 6.1). Nach Lemma 6.2 ist X, = E(X | F;). Schliesslich ist, nach Satz 6.1 mit
G =T, {X;}rer gleichgradig integrierbar. O
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KAPITEL 4

Martingale und das SGGZ

Zunéchst wird eine Verallgemeinerung des SGGZ 1.1 auf Martingaldifferenzen gezeigt, gefolgt von
einem Martingalbeweis von Satz 1.6. Danach wird mittels einem ,,bedingten“ Drei-Reihen-Satzes (Satz
4.2) das nichste SGGZ bewiesen. Dieses sticht hervor, da nicht wie iiblich ,,57" — 0 fast sicher” gezeigt
wird, sondern, fiir spezielle Ereignisse F' € F, IP’({% — 0} \ F) = 0. D.h.: Hinreichend fiir i — 0
ist das Eintreten von F' (Satz 4.3). Als Spezialfall erhélt man eine Verallgemeinerung des SGGZ 1.3
auf Martingaldifferenzen (siehe Bemerkung 4.1). Schliesslich wird besagter Satz angewendet um das
Hawkins-Sieb(Definition 4.2) auf Wachstumseigenschaften zu untersuchen. Zu guter Letzt wird, mit
Hilfe einer Burkholder-Ungleichung(Satz 4.5), eine verallgemeinerte Version des SGGZ 1.5 bewiesem.

KONVENTION 4.1. {D,},, sei, soweit nicht anders gesagt, die Folge der Zuwéchse/Differenzen von
{Xn}n, d.h.

D, =X, — X, 1.
Dabei sei Xo = 0 und Fy := {Q, 0}.

SaTz 4.1 (Erstes SGGZ). Es sei X, ein Martingal und b,, — oo. Ist

= E Dy
Z b2 < 00,
k

k=1

so st

fast sicher.

BEWEIS. Definiert man

, so ist dieser Prozess, aufgrund von
1
E(Zn ‘ fn—l) = Zn—l + biE(Xn - Xn—l | fn—l) = Zn—17

ein Martingal. Wegen

D D\’
EZ? =EZ2 | 4+ 2E(E (Z | ]-'n_1>) +E (”)

bn
=RZ? 1+]E<D >

ED? IED2
b Z Z

ist (Z,) L®-beschréinkt und aus dem Konvergenzsatz 2.14 und dem Kronecker-Lemma 1.4 folgt die
Behauptung. O

Es existiert auch ein Martingalbeweis des Vierten SGGZ aus Kapitel 1:

MARTINGALBEWEIS VON SATZ 1.6. Es seien G_,, := 0(Sy, Snt1,...) und G_ = [1G—p. Dann
weiss man nach Levy-Downward-Theorem(Satz 3.7), dass
E(X1]G-n) = E(X1]G-)
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fast sicher und in L'. Wir zeigen jetzt, dass

Sh
E(X1]Gon) = 22

Wegen G_,, = 0(Sn, Xn+1, Xnto,...) und der Unabhiingigkeit der X}, ist
E(X1|G_n) =E(X1|Sy).

Sei F' die Verteilungsfunktion von X} ~ X. Dann gilt fiir jede Borelmenge B € B(R) und beliebiges
k=1,...,n, dass

E(Xi1s,eB) = / x1-dF(x1)...dF(zy)
{z1+...4+z,€B}

= / xp - dF (1) ... dF(xy,)
{z1+...4+z,€B}
=E(Xi1ls,en)-
Also ist
Sp =E(Sn | Sn) =Y E(Xi| Sn) = nE(X1| Sp) = nE(X1| G_n).
k=1

Wir erhalten somit, dass %” fast sicher und in L' konvergiert. Es ist nur noch der Grenzwert zu
identifizieren. Aus dem Beweis von Satz 1.7 geht hervor, dass

. Sn
lim sup —

n—oo n
messbar ist beziiglich der asymptotischen o-Algebra von { X }x und nach Satz 3.6 ist daher

P(lim sup Sn =c¢) € {0,1}
n—oo T
fiir beliebiges ¢ € R. Sei ¢y € R so, dass
Sn
P(limsup — = ¢g) = 1.

n—oo T

Dann folgt mittels L'-Konvergenz

co = E(lim sup &) =E( lim &) = lim E<&) =EX.

n—oo N n—oo n, n—oo n

O

Sind F, G € F zwei Ereignisse, so bedeutet " fast sicher gilt F' = G”, dass man mit Wahrscheinlich-
keit 1 sagen kann, wenn F eintritt, so auch G. Formal bedeutet das P(F = G) = 1 oder P(F'\ G) = 0.
Das néchste SGGZ (Satz 4.3) wird genau von dieser Form sein, wobei

X, B
G={lm 77 =0} ={Jim ) Dy =0)
fiir bestimmte vorhersagbare Prozesse V,,. Der Beweis ist entnommen aus [Hey80], Abschnitt 2.6.
Damit wird u.A. das SGGZ 1.11 fiir *mizing sequences(Definition 1.3) gezeigt.
Zunichst wird eine Aquivalenz zur Divergenz eines Martingals mit L'-dominierten Zuwiichsen
bewiesen.

LEMMA 4.1. X, sei zentriertes Martingal mit Esup |Dy| < co. Dann gilt fast sicher
keN

X, divergiert < limsup X,, = oo und liminf X,, = —oc.

n—oo n—oo
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Bewels. Die Richtung ,,<* ist klar. Fiir die andere Richtung definiere Stoppzeiten o, := min{n; X, >

a} auf | {X, > a}, ansonsten setze o, = co. Dann ist 7, := 0, An eine steigende Folge beschrinkter
neN
Stoppzeiten und, gemiB Satz 2.4, und der F, -Messbarkeit von X, , ist X, ein {F;, },-Martingal.

Aus

X, S X7+ Dz <atsup DY

und
0=EX, =EX,, =EX} —EX,
folgt
E|X., | =EX! +EX; =2EX; <2a+2EsupD; < .
keN

Dementsprechend ist X, auch L'-beschriinkt und konvergiert nach Satz 2.7 fast sicher.

Auf dem Ereigniss {sup X,, < a} ist 0, = 0o und somit jedes 7,, = n. D.h., es gilt fast sicher
neN

sup X,, < a = X,, konvergiert.
Mit {sup X,, < oo} = {limsup X,, < oo} erhélt man fiir « — oo, dass fast sicher
limsup X,, < oo = X, konvergiert
n—oo
gilt bzw.
X, divergiert = limsup X,, = oco.

Man kann die vorangegangene Argumentation auch fiir —X,, an Stelle von X,, durchfithren und erhlt,
dass fast sicher
X, divergiert = limsup(—X,,) = —liminf X,, = oo.

n—oo n—oo

O

KOROLLAR 4.2. FEs seien Z,, 0 < Z, <1, F,-messbare Zufallsvariablen. Dann gilt fast sicher

iZn <oo<:)iE(Zn|fn,1) < 0.
n=1

n=1

Es seien Yy, : Q — R Zufallsvariablen und F,, € 0(Y1,...,Y,). Dann gilt fast sicher

w € limsup F,, & ZP(FnH | Y1,...,Y)(w) = oco.

n—o00
n=1

BEWEIS. Man definiert Dy, := Zy —E(Zy | Fx—1). Dann ist X,, := > Dy ein zentriertes Martingal.
k=1

o0
Ist nun einerseits > Z, < oo, dann gilt
n=1

oo
limsup X,, < ZZ" < 00

n—oo
n=1

o0
oder andererseits > E(Z, | Fn—1) < 00, so ist

n=1

liminf X, > — > E(Zy | Fuor) > —oc.
n=1

In jedem Fall folgt aus Lemma 4.1, dass X,, konvergiert. Aber es gilt
lim X, =Y Zn— Y B(Zy| Fuoa).

n=1 n=1

Das heisst, wenn eine der beiden Reihen konvergiert, so konvergiert auch die andere.
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Die zweite Aussage folgt aus der ersten, indem man bemerkt, dass

limsup F,, = {Z 1p,,, = oo}

neN p—

und
P(Fpy1| Y1,..., V) = I[*Z(an+1 [ Yi,...,Y5).

LEMMA 4.3. X,, € L? sei zentriertes Martingal. Dann gilt fast sicher
o0
Z]E(Di | Fie1) < oo = X, konvergiert.
k=1

BEWEIS. Seia > 0. Definiere die Stoppzeit 7 := min{n; 3371 B(D? | Fx_1) > a} auf UHGN{X:"Jrl E(D? | Fr—1) >
a}, ansonsten setze 7 = 00. {X;an }n ist ein Martingal mit

IE‘X72'/\n - E]E((XT/\(n—l) + Dn]-{TZn})2 | fn—l)

n
=E(X2 1)+ Dolrzny) = ... =EY Dilspy
k=1
nAT
21{T>k}E(Dk|fk 1)) =E()_E(D}| Fr-1)) < a.
k=1 k=1

Nach Satz 2.14 konvergiert { X an }» fast sicher und somit gilt fast sicher
T = 00 = X,, konvergiert.

D.h. fiir jedes a > 0 ist

]P’(Z E(D} | Frx-1) < a = X,, konvergiert) = 1.
k=1

Die Behauptung folgt nun indem man a — oo laufen lisst. O

Der nichste Satz ist eine Art von bedingtem Drei-Reihen-Satz(vgl. Lemma 1.6 und Bemerkung
1.2).

SATZ 4.2. Es sei ¢ > 0. Dann folgt fast sicher aus der Konvergenz der Reihen

> E(Dg| Fr-r)
k=1

> E((D§)?| Fr-r) — (B(D | Fr1))?
k=1
und

> B(Dk| = ¢| Fi),
k=1
dass auch X,, konvergiert.(Zu ,X¢“ siehe Konvention 1.2)

BEWEIS. Wenn Y, P(|Dy| > ¢| Fr—1) < o0, so folgt aus der zweiten Aussage von Lemma 4.2,
dass, fiir fast alle k € N, |Dy| < ¢ gilt. Insbesondere konvergiert X,, = > ;_, Dy genau dann wenn
> ey D§ < co. Wenn zusétzlich > o E(D§ | Fr—1) < oo, so konvergiert X,, = >, _; Dj, genau dann,
wenn Yy, := S"1_, Df — E(D§ | Fi_1) konvergiert. Aber es ist Y, € L? ein zentriertes Martingal. Sind
Dy, v die Zuwéchse von Y),, so muss nach Lemma 4.3 noch

> E(DRy | Fio1) < oo

k=1
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gezeigt werden. Das folgt aber aus der dritten Reihenkonvergenz

> E((D§)? | Fiuor) — (E(Df | Fior))? < o0,

k=1
via
E(Di y | Fi-1) = E(Df = E(D§ | Fx-1))?| Fi-1)
=E((D})* — 2DFE(D | Fi—1) + E(D} | Fi—1)?| Fi—1)
=E((D§)? | Fi-1) — (E(D§ | Fi-1))*.
O
Nun verallgemeinert man Lemma 4.3
LEMMA 4.4. X, sei ein Martingal und 1 < p < 2. Dann gilt fast sicher
ZE(|Dk\p | Fr—1) < oo = X, konvergiert.
k=1
BEWEIS. Man zeigt, dass unter > E(|Dg[" | Fr—1) < oo alle drei Reihen aus Satz 4.2 konvergie-
k=1
ren. Aus

|E(Dj,| Fr-1)| = [E(Delypy>et | Fee1)| < E(Dk| 1y >ep | Fre1)

1Dy, [P™!
(7

folgt die Konvergenz der ersten Reihe. Die zweite Reihe konvergiert wegen

E(Dilgpyi<ey | Frm1) — (E(Drlypy<ey | Fr1))? < E(Dilgpyi<ey | Fr-1)

|Di| 1Dy >et | Fre1) < ¢ PE(IDg|” | Fro1)

Dy|P2

Dl p,i<c} | Fr-1)
< PTPE(|Dyl? | Fi-n).
Die Abschitzung
P(|Dy| > ¢| Fr—1) = E(q D, 2e) | Fr—1)
< E('Zif,lpl{mk\zc} | Fr—1)
< ¢ PE(|Dg[” | Fi-1)
liefert schliesslich die Konvergenz der dritten Reihen. 0

SATZ 4.3 (Zweites SGGZ). X, sei ein Martingal und V,, > 0 sei ein vorhersagbarer Prozess.
Ist 1 < p <2, dann gelten fast sicher

z:: E(|Dg” | F— 1)<oo:>27kkonverg1ert
und

- X

Z E(|Dg|” | Fi- 1)<ooV—>oo:>v"—>0

Ist p > 2, dann gilt fast szcher

o
Z: < o0, Z 1+” E(|Dg|" | Fr— 1)<oo:>;—kkonverg1ertund7:—>0.
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BEMERKUNG 4.1. Man sieht , dass man, mit dem ersten Teil des Satzes, aus 0 < a,, — oo und

oo E|Dg|?
— < oo sofort
k=1"a?

Xn

Qnp
fast sicher erhélt. Man hat somit eine Erweiterung von Satz 1.3 von unabhéngigen Zufallsvariablen auf
Martingaldifferenzen.

— 0

BEWEIS. Zunéchst erkennt man, dass Y, := (3- ® X),(siehe auch Abschnitt 1) ein Martingal ist.
Esseil <p<2.
Die erste Aussage ist eine einfache Anwendung von Lemma 4.4 auf das Martingal Y,,. Um zu

zeigen, dass % — 0 gilt, wende das Kronecker-Lemma 1.4 an.
Nun sei p > 2.
) . . . >, D
Da aus >, V% < oo insbesondere V,, — oo folgt, ist klar, dass man, wie eben, aus T < o0
n=1 k=1
n
mittels Kronecker-Lemma % — 0 schliesst. Es ist also nur die Konvergenz von ) %f zu zeigen. Das
" k=1 "
soll wieder mit Hilfe von Lemma 4.4 geschehen. Dazu definiere zunéchst die Zuwéchse Dy y = 6—:

von Y,,.
o Wenn (E(|Dy|" | fk_l))% >V, dann ist
(E(|Del” | Fu-1))? = E(|Dgl” | Fuer)(E(DLI | Fioor))o "
< E(|Dk|p ‘ fkfl)Vkl_i.

Mittels Jensen-Ungleichung fiir den bedingten Erwartungswert erhélt man daraus die Abschitzung

1 1 3
—E(D? 1) < — (E(|D.|? )P
V2 (D | Fi 1)‘V;3( (I1Dkl” | Fr-1))

<V 'TEE(DRP | Fron).
o Wenn (E(|Dyl? | Fi1))? < Vi, so ist
E(VZDEy | Fior) = E(D} | Fior) < (E(Dil” | Fro1))? < Vi

E(D} y | Fi1) =

In jedem Fall gilt
_1_§

E(Diy | Fi-1) € max(V7 L Vi 2E(ID* | Fia)).
Daraus folgt

S E(Diy | Fea) <D Vit + Ve TER(D | Fra) < 00
k=1 k=1
und die Behauptung folgt wieder aus Lemma 4.4. O

ANWENDUNG 4.2. Obiges SGGZ kann u.a. dazu benutzt werden, um zu zeigen, dass das sogenann-
te Hawkins-Sieb zwei Konvergenzeigenschaften dhnlich der Folge {p,}, der geordneten Primzahlen
besitzt(Satz 4.4). Diese Anwendung findet man in [Hey80], Abschnitt 7.4.

DEFINITION 4.2. Man definiert das Hawkins-Sieb rekursiv via:

A; :=N\ {1}, X; := min A; = 2 und definiert, fiir kK > 1, Ay als die Menge, die aus Ay entsteht
indem man jedes Element, unabhéngig von den anderen, entweder mit Wahrscheinlichkeit X%c entfernt
oder mit 1 — Xik belésst. Schliesslich setzt man Xj 1 := min Ag1.

Der Idee des Hawkins-Siebs liegt folgendes deterministisches Verfahren zur ,, Aussiebung® von
Primzahlen nach FEratosthenes zugrunde: Man notiert sich Zahlen 2,...,n in einer Liste. Die 2 ist
eine Primzahl. Nun streicht man alle Vielfachen von 2 aus der Liste. Die kleinste iibrigbleibende
Zahl, also die 3, ist eine Primzahl. Nun streicht man alle Vielfachen von 3 aus der Liste. Die kleinste
iibrigbleibende Zahl, also die 5, ist eine Primzahl. Nun streicht man alle Vielfachen von 5 aus der Liste,
usw. Im Hawkins-Sieb, geschieht die ,,Loschung® hingegen nicht regelméssig, sondern mit einer, durch
das Eratosthenes-Sieb ,,vorgeschlagenen“, Wahrscheinlichkeit.

Das néichste Ergebnis kann in [Wri54],Theoreme 8 und 429, nachgelesen werden.
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SATZ 4.4. Es sei {p,}n die Folge der geordneten Primzahlen, v die Euler-Konstante und

n

Yn = H(l — i)71.

kel Pk
Dann gilt

Pn

— 1
nlogn
und
I, exp(y).
logn

Es sei X, ein Hawkins-Sieb und definiert man nun analog Y,, := [[;_,(1 — X%C)_l, so kann gezeigt

werden([Wun74]), dass —»— — 1 und 22 — 1 fast sicher. Im Folgenden wird, als Anwendung des
X gn ogn
SGGZ 4.3, die Aquivalenz dieser beiden Konvergenzen gezeigt.
BEWEIS. Definiere Z,, := X;, — 1 und U, 41 = Zns1=Zn  Upy die Aquivalenz zu erhalten, ist es

hinreichend zu zeigen, dass "
nyY,, -
fast sicher:
Definiere F,, := o(X1,...,Xp,Y1,...,Y,). Dann gilt

]P)(Xn-i-l Xn=7 | Fn ) (1 -Y, )jil'
Wegen

1 o0
E(Uns1 — 1] Fn) = - E(Xng1 — Xu | Fo) Z (1- -1

n
1 d [

=y | 22| ey -1
n y—

_Ld (1Y, —o
_Y,?dx 1—2 p=1-Y, ! o

sind die Ugy1 — 1 Zuwiéichse eines F,-Martingals. Analog zeigt man, dass
E((Upt1 — 1)?| Fp) = E(U2,, —2Upi1 +2 - 1] Fp)

1
:E(Uﬁ+1|fn)—1:1—7§1.

n

Nach Satz 4.3 folgt, mit p = 2 und V,, = n,

1 n
EZUkH—l—»O
k=1

fast sicher.
Es sei Qo :={w € Q; lim Y,(w) = Y(w) < co}. Auf Qp ist

1
2 7, <

denn mit

v —1
nt1 _ () 1 14 1
Yn Xn+1 Zn+1

ist dies genau dann der Fall, wenn >~ Y;,“ — 1< 00. Wegen Y,, > 1 ist auf

o0

ZY;"/H —1§iYn+1—Yn=<Y—Y1)<°°

n=1 n=1
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n n
Aus dem Toplitz-Lemma folgt, mit a,, = % und > apg = % > Ug+1 — 1, dass auf Qg auch
k=1 k=1

n

Z Ur1 Y. — Y.
n

k=1

Aber Y3 Yy, = 17, — 1), also

1

—Lnp41 — Y
Demnach muss, da auf g Y < oo, auch

=1

> -

n=1""

gelten. Dies wire ein Widerspruch falls Qg keine Nullmenge ist oder anders ausgedriickt:
Y,, konvergiert fast sicher gegen co.

X1V + Yisr = Xu1 Vo + %Yn X (}ﬁ:) v,
= Xnt1Yn41.
Daraus folgt, dass
ZpY, N — Z, Y,  Zp1 Yy — Zn Yo
Upt1— Y, 4  (Zng1 — Zn)Yny1 — Ya
X1 Yn =Y, = X0 Y1+ Y

XY — XnYar1 — Y L
Also gilt
Zn1Y, = Z,Y, = Upsr = Y, = Unyr +0(1).
Summiert man bis n und dividiert anschliessend durch n, so erhélt man
Zn+1nYn+1 _1 S Ui +o(1) — 1
k=1

fast sicher. Das heisst auch, dass

Zn, _ ZnYn’lnfl 1

nyY, n—1 n
fast sicher. O

Der Beweis des néiichsten SGGZ(Satz 4.6) ist, im wesentlichen, entnommen aus [Tei97], Abschnitt
11.2. Das Haupthilfsmittel, die Burkholder-Ungleichung(Satz 4.5), wird zunichst mit einigen Lemmas
vorbereitet.

LEMMA 4.5. X,, sei Martingal oder nichtnegatives Submartingal und L'-beschrinkt. T sei eine
Stoppzeit. Dann gilt

E|X;| <4 lim E|X,]|.
BEWEIS. 1 < n A7 < n sind beschriinkte Stoppzeiten und X, ist ein Submartingal. Also ist
EX,TAT <EX; und EX; < EX,A-. Mittels Fatou-Lemma folgt aus
E |XT/\n| 1{T<oo} <E |XT/\’I‘L‘ =2EX,, — EX:an < 2EX2_ -EX,

TAT

< 2El*Xn| +]E|X1| < 3E|Xn‘ < 35upE|Xk|
keN

und Xranlircoo) = Xrlircoo}, dass
E|X:| 1{T<<>o} < 3supE | Xy|.
kEN
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X, konvergiert fast sicher gegen ein X, € L' und dementsprechend konvergiert X,,1 (r=cc} —
Xool{r=oc}- Und man erhilt, wieder mit Hilfe des Fatou-Lemma, dass
E[Xoo| l{r=oo} = E lim |X;nn|l{r—o) < liminfE | X, | <supE[X,].
n—oo n—oo 7LEN

O
LEMMA 4.6. X,, sei ein Martingal oder ein nichtnegatives Submartingal und a > 0. Dann gilt

aP((}_ DF)? > a, sup[X| < a) < 8SupE | X,
=1 € eN

BEWEIS. Definiere X* := sup,cy | X&|, Xo :=0, Fo := F; und 7 := inf{k; |X}| > a}. Dann ist

) T—1
aP((Y_ D})? >a, X* <a) <aP((>_D})? > a),

k=1 k=1
da, auf {X* < a}, 7 — 1 = oo ist. Mittels Markov-Ungleichung folgt daraus

0 T—1
a]P’((Z Dz)% >a, X*<a)<a'E

2
> D}
k=1 k=1

Da fiir nicht-L!-beschrinktes X,, die Behauptung sowieso stimmt, kann man auch die L*-Beschriinkheit
wiesen wire:

annehmen. Man machte nun zeigen, dass EY 7~} D? < 2asupy,cy E | Xz, womit die Behauptung be-

Da X,, L'-beschriinkt ist, konvergiert X,, fast sicher nach Satz 2.7 und nach Lemma 4.5 folgt

E|X, X, 1| <aE|X,| < 4aklirn E|Xk| < 4a sup E|Xg|.
Man zeigt nun noch, dass E Y ;_1 D? < 2E | X, X,_4|.

n n n n—1 n
ZD,% < ZD% +X2=...=2 (Z X2 - Z XkaH) =2 X Xpg1 — ZXkaH).
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
Man sieht schnell, dass Zz;ll XDy ein F,,-Submartingal ist. Nach Satz 2.19 ist

TANn—1
0<EX E(X; — X1| /1) =EX1D; <E > XgDipr.
k=1
Dabher ist
TANn—1
E Z D]% < QEXT/\TI—IXT/\TL'
k=1

Um auf der rechten Seite Limes und Erwartungswert tauschen zu koénnen, zeigt man noch, dass
X pn-1Xrnn L'-dominiert ist. Wegen [ X nn—1Xrnn| < a(a +|X;|) folgt dies aus Lemma 4.5.

0
LEMMA 4.7. X, € L? sei ein positives Submartingal und p > 1. Dann gilt
n
1
QoD < AM) 1 Xnllgs -
k=1 P

BEWEIS. Es seien a,b > 0. Definiere Y,, := X,,1

(S, ppisgy vesen
E(Yn+1 - Yn | fn) 2 E((Xn+1 - Xn)

1 n

(i pisgy | )
=1 E(X,+1 — X, ) >

(i ot sy B Xnn ) Fn) 20

ist Y;, > 0 ein Submartingal. Definiere nun 7

1

inf{n > 1; (ZZ:1D1%)% > ¢}, Xy o= supg<, [ Xkl
und ¢ := (1 + 2b?)2. Man méchte zunéchst zeigen, dass auf der Menge {(>_)_, D,%)% > 9, Xy <a}
schon (3°7_, Di,y)% > a gilt.(Dabei sind Dy, y, wie gehabt, die Zuwéchse von Y,,.):
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Auf der angegebenen Menge gilt 7 < n, Y,* < a sowie |D;| < X,V X, < X} <a. Also ist

n

1+2b ZD2—ZDk+D2+ Z D?

k=1+1

> b2 +a + Z Dky b2+a +ZDky
k=1+1

(Man beachte, dass fiir £ > 7 automatisch Dy y = Dy!) Wenn man a’ + a? auf beiden Seiten abzieht

b2
erhélt man
n
(Y _Diy): >a
k=1
Nun wendet man Lemma 4.6 auf das Submartingal (Y7,...,Y,,Y,,...) an:

1

Zpg%>7 X < a) < aP(( ZD” )2 >a, Y <a) <8supE|Yi| = 8E|Y,].
k=1 ksn

Nun benétigt man eine weitere Hilfsfolge Z,, := b(}_;_; DQ) ) V X*. Man sieht, dass Z,, € L”. Aus
der letzten Abschitzung und Satz 2.12 folgt

aP(Z,, > ac) < aP(X}; > a) + aP((Y_ D})* > % X: < a) <EXpl(x:sa) +8E |V
k=1

<EX,1 EX,1 .
- (Zn>a} 8 KOS ALED

<9EX,1(z,>a}-

Zusammen mit Korollar 1.8, der Holder-Ungleichung und dem Satz von Fubini schliesst man daraus

¢ PEZP = p/ap_lP(Zn > ac)da < 9p/ap_2EXn1{Zn>a}da
0 0

Zn
— 9pE(X,, / a?~da) = 2 —EX, 20 < —HX I 1230
p—1 p—
0

Teilt man durch || Z,|[%," und benutzt, dass (3 p_, D7)z < Z= ist, so erhiilt man

Db}
k=1

9pcP

1
7Z P AR n P+
< 3 12l < 5o 1%l

Lr

SaTz 4.5 (Eine Burkholder-Ungleichung). X,, € L? sei ein Martingal und p > 1. Dann gilt

ZDk )?
j7d

BEMERKUNG 4.3. Fiir p = 2 hat die Burkholder-Ungleichung eine besonders einfache Form:
EX2 < CY ) _,ED? fiir ein C > 0.

BEWEIS VON 4.5. Mit X := X3 und Fy := F; ist {X,, }n>0 immer noch ein LP-Martingal. Defi-
niert man weiterhin Yy := E(X,I | %) und Zy := E(X,, | Fx) so sind Y,, und Z,, positive Martingale.
Dy, y bzw. Dy, z seien die Zuwéchse von Yj, bzw. Zj,. Dann gilt

1 Xnllpe < Cp

E(X, | Fi) — E(X, | Fio1))?)?

M:

S Dpp)E =

k=1

n

~
Il
i

(Dry — Diz)?)? < ZDky% +0 D} )
k=1 k=1

m\»a

M:

= (

b
Il
—
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Nach Lemma 4.7 gilt somit
(>_Di):
k=1 LP

Diese Burkholder-Unlgeichung in die ,andere Richtung* wird nun benutzt um die zu Beweisende zu zei-
gen. O.B.d.A. kann man annehmen, dass || X, ||, > 0 ist. Definiere Y} neu via Y}, := sgn(X,,) | X7t
||Xn|\i;p7 Yi := E(Y,| Fir) und Yy := Y;. Y} ist nicht nur ein Martingal, sondern fiir ¢ so, dass
]% + % =1ist Y}, € L?. Man berechnet auch schnell, dass ||Y, |, = 1 und

||Xn||LP = E(Xnyn) = E(Xn—l + Dn)(Yn—l + Dn,Y)

< A@)YallLe + 1Znllr) < 2A(0) [[XnlLs -

n
=E(Xn-1Yo-1+DnDuy)=...=E) DiDyy.
k=1
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Holder-Ungleichung folgt daraus

- 1 - 1 - 1
(Z Dl%,Y)2 < (Z D})? (Z Dl%,Y)?'
k=1 k=1 k=1

[

Xl <EY|DkDiy| <E(Y_ D7)

k=1 k=1 L Ld
Die Behauptung folgt nun aus
1
O Diy)z|| <24(a) [Yallu. = 24(q) = C(p).
k=1 L4
d
LEMMA 4.8. Es seienp > 1 und ay,...,a, > 0. Dann gilt
n p n
(Z ak> <nP! <Z aZ) )
k=1 k=1
BEwEIS. Mittels Holder-Ungleichung sieht man, dass, fiir % + % =1,
, , 1
Yo=Yt <t (Yt
k=1 k=1 k=1
Da % = p — 1, folgt daraus die Behauptung. O

LEMMA 4.9. X,, > 0 sei ein Submartingal und V,, > 0 ein vorhersagbarer und fallender Prozess.
Es seia > 0. Dann gilt

aP( max Vi, Xy > a) + BV, X0 1{ nax v x<a) S E(V e X),
1<m<n

1<m<n
BEWEIS. Definiere die Stoppzeit 7 := inf{m; V;, X,,, > a}.

aHD( max Vme > CL) +EVan1{ max V,, X, <a}
1<m<n 1<m<n

< EVTXT]-{TSVL} + II':':‘/;7,)(77.]-{7->n} = EVT/\nXT/\n~
Es ist noch zu zeigen, dass EV;pn Xonn < E(V 0 X)),

Setzt man Xg := 0, Vy := V] und Fy := Fp, dann ist Y, := V., X, — > (ViE(Dy | Fre—1) + (Vi —
k=1
Vi—1)Xk—1) wegen

E(Yn - Yn—l | fn—l) = ]E(Van - VnE(Dn ‘ fn—l) - (Vn - Vn—l)Xn—l - ‘/71,—an—1 ‘ -7:71,—1) =0
ein Martingal. Nach Satz 2.18 gilt
EY:nn =EY: = E(Vi X1 —VIE(X; — Xo| Fo) — (Vi — Vo) Xo) =EVoXo =0

und daher auch .

EVranXran =B Y (VRE(Dy | Fi1) + (Vi = Vio1) Xx—1)-
k=1
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TAN

Jetzt nutzt man aus, dass V,, | und X,, > 0 um EV, 5, Xonn < E > VRE(Dy | Fr—1) zu deduzieren.
k=1

Die Behauptung folgt nun aus

TAN
EY  ViE(Dy | Fr-1) <EZVkIE Dy | Fro1) =E(V o X),..
k=1 k=1

O

BEMERKUNG 4.4. Obiges Lemma ist eine Verallgemeinerung von Satz 2.12, da besagter Satz sich
ergibt, wenn man V,, = 1 setzt.
oo E\Dkl

SATZ 4.6 (Drittes SGGZ). Es sei X,, ein Martingal und p > 2. Dann folgt aus ), T <09,
dass
Xn
2n o
n
fast sicher.
Dieser Satz wurde erstmals von Chow in [Cho67] bewiesen.
BEWEIS. Es sei a > 0. Lemma 4.9 angewendet auf das Submartingal {|X,|"},>x ergibt
X p
aPP(sup [Xom| >a) =a® lim P( max [Xom[” >aP) <
m>k M n—oo k<m<n mP
E|X|? =1
LS R(X [ Xal)
m=k+1
HS 1. Bl g
HS 2. > LE(Xnl" = Xm-l") =0
m=k-+1
Aus den Hilfsséitzen 1 und 2 folgt fiir beliebiges a > 0
hm P(sup [Xom| >a)=0
k—o0 m>k T
und mit Hilfe von Satz B.1 aus dem Anhang folgt die Behauptung.
BeEwEIS vON HIiLFSsATZ 1. Nach Burkholder—Ungleichung und Lemma 4.8 ist
k
E| X" < Cp ZDQ )2 < C(p)EEZ' D |DifP.
Mit Kronecker-Lemma und der vorausgesetzten Reihenkonvergenz folgt daraus Elfijlp — 0. 0

k
BEWEIS VON HILFSSATZ 2. Man zeigt, dass Y. —LE(| X, |" — | Xm_1|") konvergiert: Wie in Hilfs-

mP

satz 1 verwendet man die Burkholder-Ungleichung und Lemma 4.8 um

k k
1 1 X, |P
— B(| X" = [Xm1 ") < 2((m 1P a mi)E | Xm—1]” + E‘ kl;|
k—1 |

Cle Zlm”_ m+1 7_1Z‘D|p

zu erhalten. Nach Hilfssatz 1 konvergiert der zweite Term fiir £ — oo gegen Null . Mit der Regel von

I’Hospital sieht man, dass (-5 — (mil)p)mp+1 = (1 = (;;47)?)m konvergiert; insbesondere ist
1
)

1 1 P
| v

21
R — * T %) =0
mP  (m+ 1)1’) (
und dementsprechend muss man nur noch zeigen, dass an;ll m%ﬁE o, |Dil? konvergiert:

3
||
o

IN
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Es existiert eine Konstante A > 0 derart, dass

o0
= 1 dzx 1 1 1
Z D < D = D < A 2 .
mz12 r2t2 B4+l (n—1)3t! natl
m=n n—1
Damit und mit der vorausgesetzten Reihenkonvergenz folgt
o0 o0 oo o0
1 1 1 E|D,|"
P P P n
E|D;| Zl —r5 HEID sz%w +E|Dy| nggﬂ +...< Azl - <o
m= m= m= n=

Die linke Reihe kann beliebig umgeordnet werden, da sie nur positive Summanden enthélt und da-
her schon absolut konvergiert. Insbesondere kommt man so (bis auf endlich viele Summanden) auf

Yom=2 B Dl D
0
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KAPITEL 5

,reversed* (Sub-,Super-)Martingale

Genauso, wie man (Sub-Super-)Martingale fiir , aufsteigende® Filtrationen definiert hat, kann man
dies auch fiir ,,absteigende Filtrationen tun(siehe Definition 5.2). Ziel dieses Abschnitts ist, einige hin-
reichende Bedingungen fiir die Fast-Sicher-Konvergenz oder auch die L'-Konvergenz im absteigenden
Fall kennenzulernen. Zum Beispiel konvergieren, genauso wie im aufsteigenden Fall, positive Super-
martingale fast sicher(Satz 5.1). Interessant ist, dass an reversed Submartingale keine zusétzlichen
Bedingungen gestellt werden miissen. Man kriegt die Fast-Sicher-Konvergenz, im Gegensatz zum ,auf-
steigenden® Fall, als Zugabe zur Submartingaleigenschaft. (vgl. Satz 5.4 und Satz 2.11) Auch neu ist,
dass die L'-Beschrinktheit positiver Supermartingale ausreicht um die Konvergenz in L' zu sichern.
(vgl. Satz 5.2 und Beispiel 2.4, denn X,, aus diesem Beispiel konvergiert fast sicher gegen Null, aber
nicht in L*.)

KONVENTION 5.1. Im Folgenden sei, wenn nicht anders gesagt, {F, }ne—n immer eine Filtration,
d.h. F,, C F,, falls m < n, und X, fir jedes n € —N, integrierbar und F,-adaptiert.

DEFINITION 5.2. X, heisst
e (reversed) Supermartingal, falls fiir alle m <n € —N
E(X, | Fin) < Xom.

(reversed) Submartingal, falls {—X,, },,c_n ein (reversed) Supermartingal ist.
(reversed) Martingal, falls fiir alle m <n € —N

E(X, | Fin) = Xim.

BEMERKUNG 5.1. In der Literatur ist auch der Ausdruck ,backwards“ anstelle von ,reversed
gebrauchlich.

1. Konvergenzsitze
SATz 5.1 (Erster Konvergenzsatz). {X, }nc_n sei ein positives Supermartingal. Dann existiert

lim X, =X >0

fast sicher und
E(Xn | Foo) T X oo
fast sicher.
BewEIs. Ist {X,,},c_n ein reversed (Super-)Martingal, dann ist offenbar fiir jedes n € —N
Y =(Xn, Xnt1,-. -, X1, X0)
ein (Super-)Martingal beziiglich
Frn CFp1 C...CF_1 CFo.

und die Anzahl der Upcrossings von [a, b] durch Y™ ist gleich der Anzahl der Downcrossings von [a, b]
durch
(X0, X_1,. ., Xns1, Xn)-
Schreibe dafiir
D,a,b).
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Das wendet man zusammen mit der Dubin-Upcrossing-Ungleichung 2.6 an und erhilt

P(Dyla,b] > k| F,) < (%)kmin (XC;” 1) .

Man bedingt nach F_,, und lidsst n — —oo laufen und kriegt

P(D_ofa,b] > k| Fouo) < (%)k sup E <min ()21) | .7-'_00> .

ne—N

Insbesondere gilt fiir alle 0 < a < b, dass die Anzahl der Downcrossings von |[a, b]
D_la,b] < o0
fast sicher. Wiirde nun X, fiir n — —oo nicht konvergieren, so giibe es a < b mit

liminf X,, < a < b < limsup X,
ne-N ne—N

und dementsprechend D_[a,b] = oco. Also existiert lim, o, X,, = X_o fast sicher. Die Super-
martingaleigenschaft und die Jensen-Ungleichung (min(z,a) ist nichtnegativ und konkav fiir a > 0)
ergeben mit nachfolgendem Bedingen nach F_ .,

E(min(X,,a) | Foo) > E(min(X,11,a) | Fooo)
fiir alle n € —N. Das Dominierende-Konvergenz-Theorem ergibt
lim E(min(X,,a)| F-o) = E(min(X_,a) | F-oo) = min(X_, a)

n——oo
wobei der Limes nach letzter Ungleichung ein steigender ist. Durch Vertauschbarkeit steigender Limites
angewendet auf obige Gleichung
( lim 7 lim 7= lim 7 lim 1) und Monotone-Konvergenz-Theorem folgt schliesslich

n——oo

lim E(X,|F-x)= sup E(X, | F) = X -
n——00 ne—N

SATZ 5.2. Es sei {X, }ne—n ein positives Supermartingal. Dann sind dquivalent:
(1) { Xy} ne—n ist gleichgradig integrierbar.
(2) Es gilt
lim EX, = sup EX, < 0.

n——o0 ne—N
In jedem der beiden Fille konvergiert X,, fiir n — —oo fast sicher und in L' gegen eine F_..-messbare
Zufallsvariable X _ .

BEWEIS. Die Hinrichtung ist klar, da aus gleichgradiger Integrierbarkeit die L'-Beschrinktheit
folgt. Nun sei lim,_,_ . EX,, =: L < oco. Wihle zu beliebigem a > 0 ein n € —N so, dass, fiir alle
m < n, EX,, > L —§. Wegen X,,, > E(X,, | Fp,) ist, fiir beliebiges b > 0,

EXm]-{Xm>b} =EX,, — EXml{Xme} <EX,, — Ean{Xmgb}
=EX,, —EX,, + EX,, 1(x, 55}
< L—EXp +EXnlix, o0 < 5 +EXalgx, oo
Sind m € —N und ¢ > 0 beliebig, so gilt
1 1
P(X,, >c¢) < -EX,, < - sup EX,, — 0
c € me-N

fiir ¢ — 0. Da X,, € L', konvergiert EX,1(x, >c} gleichméssig in m gegen Null, wenn ¢ — oo lduft.
Dementsprechend kann ein ¢ > 0 gewéihlt werden, dass EX, 11y . < § fiir allem € —N. Fiirm <n
gilt also

a a
EXm]-{Xm>b\/c} < 5 + 5 = a.
Man wiéhle nun d > 0 so grof}, dass fiir alle m € —N
]EXm]-{Xm>d} <a.
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(Das funktioniert, da max,, >, X, € L! und daher d so grofl gewéhlt werden kann, dass EX,, 1(x, >4} <
Emaxim>n Xm1imax,,s, Xm>d} < a.) Die Fast-Sicher-Konvergenz folgt aus vorangegangenem Satz und

die L'-Konvergenz folgt dann aus Satz 3.3. g
SATZ 5.3 (Zweiter Konvergenzsatz). Es sei X € L'. Dann konvergiert B(X | F,,) fir n — —oo
fast sicher und in L' gegen E(X | F_oo).

BEwEIs. O.B.d.A. sei X > 0. Dann ist {E(X | F,,)}ne—n ein positives Martingal und nach Kon-
vergenzsatz 5.1 existiert

lim E(X|F,) =X_w
n——oo
fast sicher. Insbesondere ist X _,, F_o,-messbar. Wegen
supE(E(X | F,,)) =supE(X) < o0

folgt nach letztem Satz 5.2 die Konvergenz in L'. Aus der L'-Konvergenz folgt aber insbesondere
E(X15) = E(E(X| F)15) — E(X_w1p)
fiir beliebiges F' € F_. D.h. X_ = E(X | F_). O
SaTz 5.4 (Dritter Konvergenzsatz). {X, }ne—n sei ein Submartingal. Dann konvergiert X,, fir
n — —oo schon fast sicher gegen ein F_oo-messbares X _o. Setzt man weiterhin voraus, dass
ngriloo E(X,) = niganE(Xn) > —00,

so konvergiert X,, sogar in L' gegen X_oo.

BeEwEIs. Wir untersuchen die Prozesse
Y, = E(X{ | Fn)
und
Zn = Yn - Xn

und stellen fest, dass Y,, bzw. Z, ein positives Martingal bzw. Supermartingal ist und benutzen die
beiden vorangegangenen Konvergenzsiitze um zu zeigen, dass Y, fast sicher und L' konvergiert und
Z,, zumindest fast sicher gegen ein Z_,, > 0. Damit ist der erste Teil gezeigt und fiir den zweiten
Teil muf noch die Konvergenz von Z, — Z_., in L' gezeigt werden. Dies wiirde nach Satz 5.2 sofort
folgen, falls sup,,c_nE(Z,) < co. Aber die Bedingung inf,c_nE(X,) > —oo ist gerade so, dass dies
erfiillt ist. O
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KAPITEL 6

(Sub-,Super-)Martingale mit gerichteter Indexmenge

Die Indexmenge N der natiirlichen Zahlen wird hier ersetzt durch eine beliebige gerichtete Menge
G. Der Konvergenzbegriff muss nun durch den Begriff der Netzkonvergenz ersetzt werden und es wird
gezeigt, dass Netzkonvergenz immer auf die Konvergenz von Teilfolgen zuriickgefiihrt werden kann. In
Definition 6.6 werden Sub- und Supermartingale auf gerichteter Indexmenge erkliart. Weiterhin wird
Satz 3.4 auf Martingale mit gerichteter Indexmenge verallgemeinert. Im Anschluss folgt die niitzliche
Krickeberg-Zerlegung fiir Submartingale. Demnach kann jedes L'-beschrinkte Submartingal als Diffe-
renz eines positiven Martingals und eines ebenfalls positiven Supermartingals geschrieben werden.

Abschnitt 1 enthélt dquivalente Beschreibungen der Begriffe Martingal und Submartingal. Dazu
werden zwei neue Arten von Stoppzeiten, die sogenannten einfachen und die geordneten Stoppzeiten
definiert.

In Abschnitt 2 werden einige Ergebnisse zur Konvergenz vorgestellt. Konvergenzsatz 2.8 findet
hier in Satz 6.5 sein ,Pendant“. Da schon sup,.g X; i.a. nicht mehr messbar ist, ist die Fast-Sicher-
Konvergenz im Sinne von ,liminf X; = limsup X; fast sicher* im allgemeinen nicht erkliart. Man
benétigt den Begriff der essentiellen Konvergenz(siehe Definition 6.8), der fiir den Fall G = N wieder
mit der normalen Fast-Sicher-Konvergenz zusammentfillt. Die essentielle Konvergenz ist aber nicht
so ohne weiteres, wie die Fast-Sicher-Konvergenz in Konvergenzsatz 2.7, durch L'-Beschriinktheit zu
erhalten. Es ist zusétzlich eine Bedingung an die zugrundeliegende Filtration nétig.(vgl. Satz 6.8)

DEFINITION 6.1 (gerichtete Menge). G heifit gerichtete Menge, falls

e cine partielle Ordnung ,,<“ auf G existiert.
e es zu je zwei Elementen r, s € G immer ein ¢ € G derart gibt, dass

r<t,s<t.

BEISPIEL 6.1. Es sei F,, eine Filtration. Dann ist die Menge aller beschrinkten Stoppzeiten von
F, ein wichtiges Beipiel fiir eine gerichtete Menge.(o < 7, wenn fiir fast alle w € Q: o(w) < 7(w))

KONVENTION 6.2. Soweit nicht anders gesagt sei G immer eine gerichtete Menge.

DEFINITION 6.3 (Netz, Netzkonvergenz, Cauchynetz). (X, d) sei ein metrischer Raum.

e Eine Familie {z;};1c¢ C X heisst Netz.

o {x:}icq konvergiert gegen x € X, falls zu jedem € > 0 ein s € G existiert so, dass d(xy, x) < €
fiir alle ¢ > s.

e {z:}iec heisst Cauchy-Netz, falls zu jedem € > 0 ein r € G existiert so, dass d(zs, ) < € fiir
alle s,t > r.

DEFINITION 6.4 (Filtration). Eine Familie {F;}icq von o—Algebren F; C F auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum {Q, F, P} heisst Filtration, falls fiir alle s,t € G

Sgtéfegft
gilt.

KONVENTION 6.5. Soweit nicht anders gesagt sei {F }+eq eine Filtration und { X, }:c¢ eine Familie
von Zufallsvariablen, sodass, fiir alle t € G, X; € L' und F;-adaptiert ist. Fuo sei die kleinste o-Algebra
mit F; C Fo, fiir alle t € G.

Nun verallgemeinert man leicht den, schon fiir den Fall G = N bekannten, Martingalbegriff auf
beliebige gerichtete Indexmengen.
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DEFINITION 6.6 (Submartingal). {X;}:cq heifit Submartingal, wenn
E(X;| Fs) > X, fiir alle s,t € G mit s <.
Analog (zum Fall einer diskreten Indexmenge) werden (Super-)Martingale definiert.

Eine Konvergenz von {X;}icq, {EXt}iea, {E(X | Fi) hteq oder dhnlichem wird im vorliegenden
Fall immer als eine Netzkonvergenz in einem metrischen Raum wie zum Beispiel L?, R, Ll(Q7 Foo, P)
ect. verstanden oder aber versucht diese darauf zuriickzufiihren. Dazu ist folgendes Lemma hilf-
reich.(siehe [Suc92], Abschnitt 1.1)

LEMMA 6.1. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und {z:}tcc sei ein Netz in X.

e [st X wollstindig, so auch ”Netzvollstindig”.

o Eristiert eine Folge s, T aus G derart, dass fiir beliebige t,, > sp, mit t, T, {x1, }nen konver-
giert, so konvergiert {x: }teq-

e Das Netz {xi}ice konvergiert genau dann, wenn jede Teilfolge {xt, }nen, mit t, T, konver-
giert.

BEWEIS. e Es sei {x¢}eq ein Cauchynetz. Dann existiert eine Folge {t,} C G, sodass
— fiir alle s, t > t,,

1
d(zs,z,) < e
— fiir allen € N
tn < oyt
Offensichtlich ist {x¢, }nen eine Cauchyfolge, also konvergent gegen ein x € X. Es sei a > 0
beliebig. Somit existiert fiir s hinreichend grofl immer ein n mit

2
d(zs,x) < d(xs,x¢,) +d(z41,, ) < = < a.
n

e Angenommen {x¢}ieq ist nicht Cauchy. Dann existiert ein @ > 0 und zu jedem t; € G ein
t > t; mit
d(x, xy,) > 2a.
Wiéhle t; > s1 und ein t) > so,t;. Wenn
d(wy,,24) > a,
dann setze ty := t5. Wenn aber d(z4,,7y,) < a, so wihle ein 5 > t5 mit
d(wt,, T4y) > 2a
und damit ergibt sich
d(z,, 21,) > d(24y, 74) — d(24,,74) > 20— a = a.

In beiden Féllen ist auch to > ss.
Das ganze wiederholt man mit so, s3,t2 anstelle von s1, s, t; und erhélt ein t3 > s3 mit

d(x4,,2¢,) > a

usw. Insgesamt wird eine steigende Folge t,, > s, konstruiert, die nicht Cauchy ist und damit
auch nicht konvergiert und zwar fiir beliebiges s, 1.

Im Umkehrschluss erhélt man, wenn die angegebenen Voraussetzungen gelten, so ist
{z+}tec ein Cauchy-Netz. Ist s, eine Folge wie in der Vorausetzung, so kann man ¢, > s,
finden, mit

1
d < -
(w4, 4,) n

fiir alle ¢ > t,,. Die Folge z;, konvergiert nach Voraussetzung auch gegen ein x € X. Wihle
nun m so gross, dass fiir alle n > m d(xy,,x) < §. Wihle ein n > m so gross, dass d(z, z4,) <
2 sobald t > t,. Dann gilt fiir alle t > ¢,

2
d(x, ) < d(zg, 24,) + d(xe,,2) < a.
Das heisst, dass {z;}teq konvergiert.
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e Folgt aus dem letzten Punkt.

Es werden nun zwei der wichtigsten Netzkonvergenzen genauer erklart:
BEMERKUNG 6.1. e LP-Konvergenz von X; bedeutet, dass eine X € L? existiert, sodass
ImE|X; — X" =0.
teG
e Konvergenz in Wahrscheinlichkeit von X; heisst, dass eine Zufallsvariable X existiert derart,
dass limeq P(| X, — X| > a) = 0 fiir alle a > 0. Mit Satz B.2 sieht man, dass Konvergenz

in Wahrscheinlichkeit tatséchlich gleichbedeutend ist mit der Konvergenz beziiglich einer
Metrik.

Obiges Lemma geniigt um den zweiten Teil von Satz 3.4 auf beliebige gerichtete Indexmengen zu
verallgemeinern.
SATZ 6.1. {X,}ieq sei ein Martingal.
X, =EX|FR)
mit X € L' genau dann, wenn {Xi}ieq gleichgradig integrierbar ist.
BEWEIS. Es sei {X;}icq gleichgradig integrierbar; dann auch jede Teilfolge {X;, }nen mit ¢, T.
Nach 3.4 konvergiert X, in L!. Nach Lemma 6.1 konvergiert auch {X;}ieq in L'. Definiert man
Xoo = lim Xy,
teG
so ist
E(Xo | Fs) = limE(X; | Fs) = lim X, = X,.
teG teG
Die andere Richtung ist einfache Anwendung von Satz 3.1. O
Als nichstes kommt eine interessante Zerlegung von (Sub-)Martingalen.
SATZ 6.2 (Krickeberg-Zerlegung). {X;}ieq sei ein Submartingal bzw. Martingal mit

supEX;" < oo
teG
bzw.

supE | X;| < oc.
teG

Dann existieren ein positives Martingal {My}icq und ein ebenfalls positives Supermartingal {Y: hreq
derart, dass
X=M-Y.
BEWEIS. Man definiert zuniichst M, := sup E(X," | F,) und wir werden zeigen, dass das tatsichlich
t>s
ein Martingal ist.
Aufgrund der Tatsache, dass auch X, ein Submartingal ist, ist E(X," | F,) ,steigend® in t > s.
Es folgt, dass
M, = im E(X;" | 7).
teG

Mit Lemma 6.1 (fiir Netzkonv. in L') und dem Monotone-Konvergenz-Theorem fiir den bedingten
Erwartungswert sieht man die Existenz von

: + _
%lemG]E(Xt ‘ '7:5 | ‘7:7“) - E(Ms | ‘7:7‘)
Weiterhin ist natiirlich klar, daf fiir t > s > r
a
HE(‘Xt+ | fS | }-r) _E(X? | fr)HLl =0< g
Damit zeigt man, dass fiir jedes a > 0

< a.

. + T +
%ggIE(Xt | Fs | Fr) }/ggE(Xt | Fr)

L1
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Das heifit aber
B(M, | £) = ImE(X; | 7| F) = I B | F,) = M,
M; ist integrabel, da aufgrund des Monotone-Konvergenz-Theorems
E(M,) = lim E(E(X;} | 7)) = lim E(X;") < oo

gilt.(Geméf Beweis von Lemma 6.1 kann eine Folge t,, T gefunden werden mit M = lim,, .. E(X; | 7).)
Damit ist M ein positives Martingal und wegen

Y= Mg — Xg > My — X} =supE(X," | Fs) —E(XT | Fs) >0

t>s

ist Y ein positives Supermartingal. g

1. Aquivalente Formulierung eines (Sub-)Martingals

Es folgen, mit Satz 6.3, dquivalente Definitionen der Begriffe Martingal und Submartingal via
Stoppzeiten. (siehe dazu auch [Suc92], Abschnitt 1.4) Stoppzeiten sind, wie schon im Fall von G = N,
definiert als Zufallsvariablen 7 : Q@ — G so, dass, fiir alle t € G, {T = t} € F. Man benéttigt im
wesentlich zwei verschiedene Arten von Stoppzeiten. Diese werden in folgender Definition erkléirt.

DEFINITION 6.7 (einfache und geordnete Stoppzeiten). Die Menge aller Stoppzeiten sei Ty.Eine
Stoppzeit 7 die nur endlich viele Werte annimmt; soll heissen, es existieren t¢1, ..., %, mit
P(r € {t1,...,tn}) = 1;

heisst einfache Stoppzeit. Die Menge der einfachen Stoppzeiten sei T'. Eine einfache Stoppzeit 7, deren
Werte sich ordnen lassen; soll heissen, falls tq,...,t, die Werte von 7 sind, so ist

t <tg <...<tp;
heisst geordnete Stoppzeit. Die Menge der geordneten Stoppzeiten sei Toq.

Man sieht, dass im Fall von G = N, einfache Stoppzeiten und beschrinkte Stoppzeiten dasselbe
sind. Weiterhin erkennt man, dass bei einer totalen Ordnung < auf G, z.B. G = N, R, jede einfache
Stoppzeit automatisch eine geordnete Stoppzeit ist.

Die Ordnungsrelation auf G induziert in natiirlicher Weise eine Ordnung auf Ty und man setzt

o < 7 fir fast allew € Q gilt o(w) < 7(w).

LEMMA 6.2. Es sei X eine integrable Zufallsvariable. Definiert man den Prozess

X, =E(X | F),
und ist T € T, so gilt
X, =EX| Fr).
BEWEIS. t1,...,t, seien die Werte von 7. Dann ist

Xr =Y E(X| Fi)lir—,y-
k=1

Man sieht sofort, dass X, integrierbar ist, da X € L'. Ist a € R, so gilt
{X; >a}n{r =t} ={E(X | F,) >a} N{r =tr} € F,.
Somit ist {X,; > a} € F; und X, daher F.-messbar. Nun sei F' € F,.. Dann gilt

E(X1r) =Y E(X1pni—ty) = > EEX | Fi)lpagr—t)) = E(X,1p).
k=1 k=1

Das heisst, dass E(X | F;) = X. O
SATZ 6.3. o FEs sind dquivalent
(1) X, ist ein Fy-Submartingal
(2) Das Netz {EX;},cr,., ist steigend, d.h., wenn 0 < T € Toq, dann gilt EX, < EX,.
(3) {X:}rem,.y ist ein {F:}rer, . -Submartingal.
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e Fs sind dquivalent
(1) X; ist ein Fy-Martingal
(2) Fiir beliebige o,7 € T gilt EX, = EX,
(3) Fiir beliebige 0,7 € Tora gilt EX, = EX,.
BEWEIS. o Aus E(X, | F,) > X, folgt sofort
EX,. > EX,.
Um zu zeigen, dass daraus
E(Xt ‘ -7:9) Z Xs
folgt, verfahrt man genauso wie im Beweis von Satz 2.19. Man muss noch zeigen, dass aus
dem ersten Punkt der dritte folgt. Dazu seien o < 7 geordnete Stoppzeiten. Nach (Beweis
von) Lemma 6.2 ist E(X, | F5) > X, auf {0 = s} zu zeigen. Es seien t; < ... < t,, die Werte,
die 7 auf {o = s} annimmt. Definiere ¢o := s. Man macht eine Induktion auf 0 < m < n. Die
zum Index m gehorende Ausage lautet hierbei:
Fiir alle geordneten Stoppzeiten 7, fiir die auf {0 = s} gilt:
— Tm € {to,...,tn}
— Tm S tm
ist
E(XTm ‘ fs)l{(r:s} > Xs]-{o:s}~
Es ist klar, dass wir die Aussage dann auch fiir 7 gezeigt haben, da 7 die Vorrausetzungen
fiir m = n erfiillt.
Der Induktionsanfang sei m = 0. Dann ist 79 = s und E(X,, | F5)1,—s) = Xs1l{o—s.
Es sei 7,,, eine Stoppzeit wie oben. Dann greift fiir die geordnete Stoppzeit

Tm—1'= Tmo=s}n{rn<tn} T tm-11{o=s}n{r=tm} T Tm1{os}
die Induktionsvoraussetzung, und es gilt auf {o = s}
E(rm—1| Fs) = Xs.
Auf {o = s} gilt auch
E(Xr, | Ft,y) =E(Xs, y + (Xt = Xt ) {r i<y | Flonn)
=E(Xr,_, [ Fr,0) + E((Xe,, = Xt ) r i<ty idnfo=st | Ftor)
=Xr ol <t pn{o=s) B(Xt,, — Xep o [ Frpy) 2 Xo, )
Also ist, auf {o = s},
E(Xr,, | Fs) =EE(Xr, | Ft,,_) | Fs) 2 B(Xr, | Fo) = X,
o X, sei Martingal und 7 € T'. Sind ¢4, ...,t, die Werte von 7 und 7 < ¢, so ist

EX, = Z]E(thl{T:tk}) = ZE(th{T:tk}) =EX,.
k=1 k=1
Aber fiir beliebiges s € G gilt EX; = EX;. Das heisst, dass {EX, },cr konstant ist.
Dann ist auch {EX,},er,,, konstant. Und nach erstem Punkt folgt daraus widerrum,
dass X; sowohl Sub- als auch Supermartingal ist. Dementsprechend ist X; ein Martingal.
O

Dass in der Aquivalenz zur Submartingaleigenschaft Punkt (2) nicht durch ,EX, < EX, fiir alle
o < 1 € T“ ersetzt werden kann, das Ansteigen des Netzes also nur fiir 0 < 7 € Tyq gilt, zeigt
folgendes einfaches Beispiel aus [Suc92], Abschnitt 4.2.

BEISPIEL 6.2. G = N2, (k1) < (m,n) = k < m und | < n. Q = [0,1] versehen mit der
Borel'schen o-Algebra und dem Lebesgue-Mafl. Man setzt X(; 1) = 0, X1 9) = 21[07%] - 1(%71},
X = —1[0’%} +21(%’1] und ansonsten X, ) := 2. Es sei F(; 1) 1= a((, Q) und ansonsten Fmn) =
([0, 3], (3.1]). Dann gilt

1
X1 =0< 5= EX(12) = E(X1,2) | Fr1,1)) = E(X2,1) | F,1))-
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Es sei (m,n) # (1,1),(1,2),(2,1). Ist F = [0, ], so ist
EX(plp =1 =EX(pmls
und 1
EX@uylr = —5 < 1=EX(nnlr.

Fiir F = (1,1] gelten #hnliche (Un-)gleichungen. Daher ist {X(,, n)}(m.n)ec €in Submartingal. Aber

o:=(1,1) und 7 :=(2,1)1;g 17 + (1,2)1(1 y sind zwei Stoppzeiten o < 7 € T' mit
EX, =0> —1=EX,.

2. Konvergenzsitze

Der Erste Konvergenzsatz besagt, dass ein X € LP bedingt nach einer Filtration {F;}+cc auch in
L? konvergiert. Fiir p = 1 und G = N ist diese Aussage schon im Levy- Upward-Theorem enthalten.
Der Zweite Konvergenzsatz zeigt, dass es fiir die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit eines Submartingals
{X,}+eq hinreichend ist, wenn der positive Anteil L'-beschrinkt ist. Danach wird in Definition 6.8,
die essentielle Konvergenz erklirt und anhand eines Gegenbeispiels verdeutlicht, dass, anders als fiir
G = N, L'-beschrinkte Martingale i.a. noch nicht essentiell konvergieren. Setzt man aber voraus,
dass die zugrundeliegende Filtration die Vitali-Eigenschaft besitzt(Definition 6.10), so konvergieren
L'-beschriinkte Martingale essentiell(Konvergenzsatz 6.8).

SaTz 6.4 (Erster Konvergenzsatz). Fs sei X € LP fiir ein p > 1. Dann ist

{E(X | Fo) e
ein Martingal und konvergiert in LP gegen E(X | Fo).

BEWEIS. Benutze den dritten Punkt von Lemma 6.1 und Konvergenzsatz 2.15(fiir p > 1) bzw.
das Levy-Upward-Theorem(fiir p = 1) um zu zeigen, das

Koo i= %ggE(X| Fi)

existiert und die Abgeschlossenheit von LP(F,) fiir
Xoo € LP(Foo).
Um zu zeigen, dass Xo, = E(X | Foo), benutze
EXwlp = ImEE(X | F)1p = imEX1p = EX1p

fiir beliebiges F' € |J F; (erzeugt Foo). O
tea

SATZ 6.5 (Zweiter Konvergenzsatz). Jedes Submartingal {X;}ieq welches der Bedingung
supEX;" < oo
teG
geniigt, konvergiert in Wahrscheinlichkeit.

Es sind dieselben Voraussetzungen wie in Satz 2.11 gegeben. Durch Ubergang von N zu beliebiger
gerichteter Indexmenge erhilt aber nur noch eine Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und keine Fast-
Sicher-Konvergenz mehr. Im Ubrigen macht, wie am Anfang des Kapitels schon erwihnt wurde, die
Fast-Sicher-Konvergenz im Sinn von ,,lim inf X; = limsup X, fast sicher“ sowieso keinen Sinn mehr ,da
i.a. die beiden beteiligten Abbildungen nicht mehr messbar sind. (Wihle zum Beispiel G = R, eine
nicht-Borel-messbare Menge M C R und definiere fiir jedes t € M X; := 1y, ansonsten X; = 0)

BEWEIS VON KONVERGENZSATZ 6.5. Man will eine Netzkonvergenz in Wahrscheinlichkeit zeigen.
Dazu benétigt man zunéchst einen metrischen Raum in dem Konvergenz gleichbedeutend ist mit
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit:

Wiéhle als Raum die Menge aller f.s. endlichen Zufallsvariablen faktorisiert (wie iiblich) nach fast-
sicher-gleich. Man zeigt schnell, dass auf diesem Raum d(X,Y) := E(|X — Y| A 1) eine Metrik ist
und gemé&fl Satz B.2 braucht man nur noch Lemma 6.1 anwenden und zu zeigen, dass jede Teilfolge
{ X4, }nen, mit ¢, T, in Wahrscheinlichkeit konvergiert. Und das tut jede solche Folge, nach Konver-
genzsatz 2.11, sogar f.s. O
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Nun haben wir gesehen, dass eine ganze Menge Eigenschaften von (Sub-)Martingalen mit diskreter
Indexmenge auch fiir (Sub-)Martingale mit gerichteter Indexmenge gelten. Man kann nun herangehen
und fiir {X;}ieq eine spezielle Art(, denn das Problem ist, dass beliebige(iiberabzihlbare) Suprema
oder Infima i.a. nicht mehr mefBbar sind,) von Limes-Superior und Limes-Inferior definieren. Und
untersuchen, ob aus der L!-Beschrinktheit von {X;};eq, wie z.B. im Fall von G = N, folgt dass diese
beiden (fast sicher) tibereinstimmen. (vgl. Konvergenzsatz 2.7)

Zunéchst die nétige Begriffsbildung und danach ein Gegenbeispiel(6.3).

DEFINITION 6.8 (essentiell). e Das essentielle Supremum von { X }eq ist das kleinste mess-
bare X so, dass, fiir jedes t € G, X; < X fast sicher. Man schreibt
esup X;.
teG

e Das essentielle Infimum von {X;}icq ist das grofite mefbare X so, dass, fiir jedes t € G,

X, > X fast sicher. Man schreibt

e inf X;.
teG
e Dementsprechend sind der essentielle Limes-Superior bzw. der essentielle Limes-Inferior
elimsup X; := e inf esup X;
teG S€EG >
bzw.

eliminf X; := esupeinf X;.
teG seG t=s

o {X:}ieq heifle essentiell konvergent, falls fast sicher
elimsup X; = eliminf X;
teG teG
und man kann dann den essentiellen Limes definieren als

elim X; := eliminf X;.
teG teG

In der Literatur kommt es hiufig vor, dass essentiell vor sup, inf oder lim mit ,ess* abgekiirzt
wird. Der néchste Satz rechtfertigt obige Definitionen:

SATZ 6.6. Zu jeder Familie { X }1ec von(nicht notwendig adaptierten) Zufallsvariablen X; :  — R
existieren e sup X; und einf Xy. Sie sind bis auf Nullmengen eindeutig bestimmt und es existieren Folgen
{tn},{sn} € G mit esup,cq Xt = sup, ey X1, bzw. einfieq Xy = infen X,

BEWEIS. Betrachte nur den ,sup“-Fall; der andere wird &hnlich bewiesen. Zunéchst seien alle
X : Q— (=%, 5). C sei die Klasse aller abzéhlbaren Teilmengen von {X;};c und definiere fiir M € C
die messbare Abbildung Xps := supxcp X. Ist S := supy,;cc EX s, dann existiert eine Folge M,, € C
so, dass EX )y, — S. Definiere M := (J°°, M,,. Es gilt M € C und EXy;, <EXy, < S, fiir alle n € N.

Demzufolge ist S = EX ;. Es sei X; bzw. t € G beliebig. Dann gilt
SZEXM SE(XM\/Xt) <8,

denn mit M ist auch M U {X:} € C. Insbesondere ist X ; = X;; V X; und daher auch X; < X ; fast
sicher. Ist Y eine andere messbare Abbildung so, dass X; < Y fast sicher fiir jedes ¢ € G, dann ist
natiirlich auch
Xy=sup XY
XeM

fast sicher. Dementsprechend ist X ;; = esup X;. Gébe es 2 essentielle Suprema, so wéren diese, nach
teG

der letzten Uberlegung, fast sicher gleich. Nummeriert man die Elemente von M = {X, }nen durch,
dann ist offenbar
esup Xy = X7 = sup X,

teG neN
Sind schliesslich X; : Q — R, so gilt der Satz nach eben Bewiesenem fiir Y; := arctan X;. Man sieht
leicht, dass

esup X; = tan(esup Y;)

teG teG
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und daher

esup Xy = tansupY;, =suptanY; =sup X; ,
teG neN neN neN

falls {t,,} C G so gewdhlt wurde, dass esup,cq Y = sup,ey Yz, - O

Genauso wie esup, einf etc. von Familien von messbaren Zufallsvariablen, kann man auch essenti-
elle Suprema, Infima usw. von messbaren Mengen definieren. Es wird zunéchst die Existenz in einem
Lemma und anschliessender Bemerkung geklért.

LEMMA 6.3. Es sei {Fi}ieq C F eine Familie von Ereignissen.

e Dann existiert eine Folge {t,} C G so, dass 1y~ f, =esup,cqlr, fast sicher.
o U | Fy, ist das, bis auf Nullmengen, kleinste Ereigniss F' € F so, dass Fy C F fast sicher
fiir jedes t € G.

BEWEIS. e Wihle {t,} C G so, dass fast sicher esup;c; 1r, = sup,en 1r, = 1y= r, -
e esup,cq 1p, ist fast sicher eindeutig. Also ist auch J -, F}, fast sicher eindeutig mit der
Eigenschaft, dass esup;cq 1p, = 1y>  F, - Per Definition ist 15, < 1y=  F, , also auch
F, C U,_, F}, fast sicher, fiir beliebiges ¢ € G. Wére F ein Ereignis mit F; C F fast sicher
fiir alle ¢ € G, so wire auch |J,2 | F;, C F fast sicher.
O

BEMERKUNG 6.2. Ahnlich zeigt man auch, dass es ein fast sicher eindeutiges Ereignis E € F
gibt mit 1g = einf;cq 1p, und dass £ = ﬂneN F gewéhlt werden kann fiir eine geeignete Folge
{sn} C G.Dariiberhinaus ist (.-, F, das grosste Ereignis E so, dass F; D E fast sicher fiir beliebiges
tedG.

DEFINITION 6.9. Ist {F;} C F eine Familie von Ereignissen, so definiert man

esup F; als das kleinste Ereignis F so, dass F; C F' fast sicher fiir beliebiges t € G.
teG
e inf F; als das grosstes Ereignis E so, dass Fy O E fast sicher fiir beliebiges t € G.

ehm sup F; := e inf esup Fy

teG s€G  4>¢
e eliminf F; := esupeinf F;
teG seG t=s

Die, fiir den diskreten Fall, bekannte Eigenschaften, dass der Limes-Inferior immer kleiner ist als
der Limes-Superior oder dass liminf X,, = liminfY, (bzw. limsup X,, = limsupY,,) sofern nur ein
m € N existiert mit X,, =Y, fiir alle n > m, gelten auch hier, zumindest fast sicher.

LEMMA 6.4. Ezxistiert fiir die beiden Prozesse { X }eq und {Yi}icq einr € G derart, dass Xy =Y;
fiir allet > r, so gilt elimsup,cq X = elimsup,cq Yy und eliminf,cq X; = eliminf,cq Y; fast sicher.

BeEwEIls. Aufgrund der Definition von eliminf und elimsup ist klar, dass elimsup,cq X: =
—eliminf;eq(—X¢) gilt und man braucht nur die erste Gleichung zu zeigen. Es reicht auch aus zu
zeigen, dass eliminf;eq Xt = esup,s, einfi>s X¢, denn dann ist

elimsup X; = einf esup X; = einf esupY; = elimsup Y;.
teG 2T > 82T t>g teG

Zu eliminfieq Xy = esup,s, einfy> Xy
Wihle zu beliebigem v € G ein uw > r,v. Dann ist

elant <e 1nf Xt < esupeinf X;.
s>r t>s

Also gilt auch

ehmlnf X; =esupeinf X; < esupeinf X;.
veq t2v s>r t2s

Direkt aus der Definition von esup folgt eliminf;eq Xy > esup,>, einfi>¢ X;. O
LEMMA 6.5. Es ist fast sicher eliminf,cq X; < elimsup;cq X;.
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BEWEIS. Fiir jedes s € G gilt einf;>, X; < X,. Aus der Definition des essentiellen Supremums
kann man schliessen, dass esup,,. einf;>s X; < esup,s, X fiir aller € G. Aus dem Beweis des letzten
Lemmas wissen wir, dass eliminf;cq Xy = eSUP,>, einf;>, X;. Daraus folgt

eliminf X; = e inf eliminf X; < e inf esup X = elimsup X;
teG reG teG reG  s>r teG

und die Behauptung ist bewiesen.
O

Es wird spéter auch noch benétigt, dass der Limes-Superior von {X;}:ce derselbe ist, wie der von
{XT}TET:
LEMMA 6.6. Es gilt

elimsup X; = elimsup X,
teG TeT

fast sicher.

BEWEIS. Der Beweis wird in zwei Schritte unterteilt(auf den Zusatz ,fast sicher” wird aufgrund
der Ubersichtlichkeit verzichtet):

HS 3. einfgscq esup, >, X, =einf,er esup, >, X,
HS 4. einfscg esup;>, Xt = einfsegesup, >, X
Aus den Hilfsséitzen 3 und 4 folgt dann

elimsup X; = e inf esup X; = e inf esup X, = elimsup X.
te@ seG t>s oeT >0 €T

BEWEIS vON HILFssATZ 3. Klar ist, dass einf,eg esup, s, X; > einf,eresup,s, X;,dac=s €
T. B N

Ist 0 € T und s4,...,s, die Werte von o, so wéhle ein s > s;,...,5,. Dann ist esup,~, X; <
esup,s, Xr. Insbesondere gilt fiir alle o € T -

e inf esup X, < esup X,.
seG T>38 T>0

Und daraus folgt einfseg esup, >, X; < einfseresup,>, X;. O

BEWEIS vON HILFssATz 4. Klar ist, dass einfsecgesup,s, X7 > einficq esup,s X,

da esup,~, X; > esup,s, X; fiir jedes s € G. - B

Ist s <7 €T und ty,...,t, sind die Werte von 7, dann ist, fiir jedes k = 1,...,n, Xolprepy =
Xty lir=t,) < (esups X¢)lir—y, 3, denn es gilt schon X;, < esup,s, X;. Aufsummieren iiber k ergibt
X, < esup,s, X;. Insbesondere ist dann esup,~, X, < esup,~, X; und demzufolge

e inf esup X, < esup X;
teG T>t t>s

fiir jedes s € G. Also gilt auch einficgesup, 5, X < einfseg esup,s, X;. O
O

Folgendes Beispiel stammt aus [Suc92], Abschnitt 4.2, und zeigt, dass es L.l.—beschréinkte Martin-
gale gibt die nicht essentiell konvergieren. Dabei liegt dies nicht etwa an der Uberabzahlbarkeit der
Indexmenge, denn G ist in diesem Fall abzéhlbar(siehe dazu auch Bem 6.3)

BEISPIEL 6.3. G := {M C N; §M < oo}. Beziiglich Mengeninklusion (s < ¢ :«> s C t) ist G
eine gerichtete Menge. Es seien U,, ~ %6_1 + %51 unabhingig. Fiir t € G sei F; :== 0(U,; n € t) und

Xt = ZnGt %Un
e Man sieht schnell, dass {F;}icq eine Filtration ist und jedes X; F;-adaptiert.
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ist {X,}1eq L*-beschriinkt und insbesondere L'-beschrinkt.
e Es sei t > s. Dann existieren ny,...,n,; € N mit sU {ny,...,n,} = ¢ und aufgrund der
Unabhéngigkeit von F; zu jedem U, gilt

IN

m

E(X, | F,) +Z Unk|}" X+EZ Unk_

Aus obigen drei Punkten folgt, dass X, ein L'-beschréinktes F;-Martingal ist. (Nach Satz 6.5 konvergiert
X; in Wahrscheinlichkeit.) Wir werden sehen, dass X; nicht essentiell konvergiert. Zunéchst ist klar,
dass, wegen der Abzdhlbarkeit von G, essentielle Konvergenz nichts anderes bedeutet als die fast sichere
Konvergenz des Netzes { X }+eq. Per Definition konvergiert {X;(w)}ieq genau dann gegen ein x € R,
falls es zu beliebigem a > 0 immer eine endliche Teilmenge s C N (ein s € G) gibt mit

T — Z %Un(fw

fiir alle t > s. Das heisst gerade, dass {1 U, (w) }nen summierbar ist. [Wie96], Abschnitt B.6, entnimmt
man, dass {%Un(w)}neN absolut summierbar ist, was nichts anderes heisst, als dass {’%Un(w)‘}neN
summierbar ist. Aber das stimmt mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht, denn:

Mit Wahrscheinlichkeit 1 ist [U,| = L fiir alle n € N, also auch {|1U,(w)[}nen = {2 }nen.
Summierbarkeit wiirde bedeuten, dass es fiir jedes a > 0 immer eine endliche Teilmenge s C N gibt

mit
x> L[
net
sobald t > s. Ist m das grosste Element von s, so gilt {1,...,n} > s fiir jedes n > m und daher
"1
T — ; % <a.

Daraus wiirde Y, _, % — z € R folgen, was mitnichten der Fall ist.

Verfolgt man nun die ganze Uberlegung zuriick, so wird man feststellen, dass {1 |U,(w)[}nen
mit Wahrscheinlichkeit Eins nicht summierbar ist. Deswegen gilt dasselbe auch fiir {ZU, (w)}nen.
Schliesslich divergiert das Netz {X;}ieq fast sicher.

Das heifit, wir miissen stirkere Bedingungen fordern, damit aus der L!-Beschrinkheit des JF;-
Martingals X; wieder eine Konvergenz im Sinne von Definition 6.8 folgt und dazu stellt man eine
zusitzliche Bedingung an die zugehorige Filtration {F;}icq:

DEFINITION 6.10 (Vitali-Bedingung). Man sagt, dass {F; }1eq einer Vitali-Bedingung geniigt, falls

es zu beliebigen F; € F;, A C limsup F} mit A € F und jedem a > 0 endlich viele ¢4,...,t, € G und
teG
B; € F:, gibt so, dass

e die B; paarweise disjunkt sind,
e B, C F, und

« PAN (U B)S) <a

i=1
Fiir den weiteren Umgang mit der Vitali-Bedingung bendtigt man einige dquivalente Formulierun-
gen. Sie werden im n#chsten Satz zusammengefasst. (siehe auch [Suc92], Abschnitt 4.2)
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e Eine Familie {F}};c derart, dass jedes F; F;-messbar ist, nennt man adaptierte Familie (von
Ereignissen).

o Fiir elimsup;c Fy wird auch die Schreibweise F'* verwendet.

o Ist 7 € T', so definiert man F; := (J,c FyN{7 = t} und wegen F, {7 =t} = F;n{r =t} € F;
sieht man, dass F, € F,.

SATZ 6.7. Es sind dquivalent:

(1) {Fi}ieq erfillt die Vitali-Bedingung.

(2) Zu jedem a > 0 und jeder adaptierten Familie {F}}icq existiert ein 7 € T derart, dass
P(F*\ F,) < a.

(3) Zu jedem a > 0, jedem s € G und jeder adaptierten Familie {F;}icq existiert ein 7 € T mit
T > s derart, dass P(F* \ F;) < a.

(4) Zu jedem a > 0, jedem s € G und jeder adaptierten Familie {F}}icq existiert ein T € T mit
T > s derart, dass P(F,) > P(F*) — a.

(5) Zu jedem a > 0, jedem s € G und jeder adaptierten Familie {F;}icq existiert ein 7 € T mit
T > s derart, dass P(F*AF;) < a.

BEWEIS. (1)=-(2): Man definiere mit den ¢; und B; aus der Vitali-Bedingung 7(w) := t; fir w € B;,
wihle ein t € G mit tq,...,¢, <t und setze T(w) := ¢ falls w ¢ | J;_, B;. Dann ist

n

F*\F, CF*nN <U(Fti ﬁBi)> =F*nN (O Bi>

i=1

und daher P(F* \ F;) < a.
(2)=(3): Definiere die adaptierte Familie

F; wennt > s
Et =
(®  sonst

und beachte, dass E* = F** gilt.(Nach Lemma 6.4 ist 1 g« = elimsup,c 1g, = elimsup,c 1r, = 15+!)
Wiéhle ein o € T so, dass P(E* \ E,) < a und wihle t > o V s. Dann ist

o wenno > s
T =
t sonst

eine einfache Stoppzeit > s. Es gilt

B,=JEn{o=r}=JEn{o=rt=JEn{r=1}

reG r>s r>s
= UFTﬁ{Tzr}g U F.n{r=r}=F.
r>s reG

Demzufolge ist F* \ F. C E*\ E, und daher auch P(F*\ F;) < a.
(3)=(4): P(F*) <P(F,UF*)=P(F*\ F;) + P(F;) und daher ist

B(F*) —a < B(F*) = B(F* \ F,) < B(F,).

(4)=(5): Da eine Folge {r,} C G existiert mit

F*=¢inf esup F; = ﬂ e sup F;

€]
re t>r n=1 t2Tn
miissen endlich viele Elemente aus {r,, } nen existieren, 0.B.d.A. seien diese 71, . . ., 74, dass P((,—; esup;s,, F\
F*) <a.Esseir>ry,...,ry,s. Dann ist auch P(esup,s, Fi \ F*) < a und wihlt man 7 > r wie in

(4), so gilt

F. = U(Ft N{r =t}) Cesup Fy,
t>r t2r
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also auch
P(F*AF.) =P(F*\ F;) + P(F; \ F*) <P(esup F; \ F;) + P(esup F; \ F)
t>r

t>r
< P(esup F;) — P(F;) + a = P(esup F}) — P(F*) + P(F*) —P(F;) + a
t>r t>r
<a-+a-+a.

(5)=(1): Wihle zu beliebigem s € G ein 7 € T wie in (5). 7 nehme die Werte t1,...,t, an. Dann
sind B; := Fy, N {r =t;} € F;, paarweise disjunkt mit B; C F;, und

P(AN (O B,)°) < P(F*\ F,) < P(F*AF,) < a.

O

Im néchsten Lemma wird gezeigt, dass fiir total geordnete Filtrationen {F;}:cq, das sind Filtra-
tionen, bei denen fiir beliebige s,t € G entweder F; C F, oder Fs C F; gilt, die Vitali-Bedingung
erfiillt ist.

LEMMA 6.7. Es sei {Fi}ieq eine total geordnete Filtration. Dann erfillt {Fi}icq die Vitali-
Bedingunyg.

Damit weiss man zum Beispiel, dass L!-beschriinkte Martingale {X;};cr essentiell konvergieren.

BEWEIS VON LEMMA 6.7. a > 0 und {F}}:cq sei eine adaptierte Familie. Man sieht schnell, dass
elimsup,cq Fi C esup,cq Fy fast sicher und daher eine Folge {t,,} C G existiert mit F* C Uzozl £, .

Insbesondere existiert ein m € N so, dass P(F* \ U], F},) < a. Man ordne ty,...,¢, derart, dass
Fi, C€F, € ... C F;,, und definiere die einfache Stoppzeit

m
T = t11Ft1 +Ztk1 k—1 +tm1

k=2 Ftk\lL:J1 Fu (LL:JI Fo)®
Wegen
m m k—1 m
UFr.=F.ul (Ftk\ UFtl> =R, n{r=t}=F
k=1 k=2 =1 k=1
ist P(F* \ F.) < a und nach Satz 6.7 besitzt {F; }tcc die Vitali-Eigenschaft. O

SaTz 6.8 (Dritter Konvergenzsatz). Es sei X; ein Martingal und {Fi}ieq geniige der Vitali-
Bedingung. Dann folgt aus der L'-Beschrinktheit von {Xi}ieq die essentielle Konvergenz.

Obiger Satz ist eine direkte Konsequenz eines Ergebnisses von Astbury (siehe dazu [Ast78]),
das besagt, dass die Vitali-Bedingung #quivalent zur essentiellen Konvergenz jedes L'-beschrinkten
Amarts ist.(zu Amarts siehe folgende Kapitel)

BEWEIS. Ein Martingal X} ist insbesondere ein Amart und nach Satz 10.9 konvergiert X essentiell.
Fiire einen ,,direkten“ Beweis siche [Nev75], Kapitel V. O

BEMERKUNG 6.3. Offenbar besitzt die Filtration aus Beispiel 6.3 nicht die Vitali-Eigenschaft, da
man ja ein L!-beschrinktes Martingal konstruiert, das nicht essentiell konvergiert. Fiir einen direkten
Nachweis siehe [Suc92], Abschnitt 4.2.

68



KAPITEL 7

Quasimartingale,Amarts und Semiamarts

Zunéchst werden die Begriffe Quasimartingal, Amart und Semiamart erkldrt und gleich im An-
schluf} folgende Implikationskette bewiesen:

X, ist Martingal = X, ist Quasimartingal = X,, ist Amart = X,, ist Semiamart

gefolgt von Beispielen, die zeigen, dass die Umkehrungen i.a. nicht gelten. Mit Satz 7.3 folgt eine
Verallgemeinerung des Optional-Sampling-Theorems 2.4 fiir Martingale auf Quasimartingale. Die Sétze
7.4(erstmals bewiesen in [Sud71]) und 7.5(gezeigt in [Che76]) sind ,,Fatou-dhnliche* Ungleichungen,
welche spéter in Abschnitt 1 benutzt werden um Konvergenzsiitze fiir Amarts zu beweisen. Beispiel
7.3 demonstriert eine Besonderheit des Limes-Superior fiir Netze, denn, anders als fiir G = N, kann es
passieren, dass

limsup,cq 2+ £ limsup, 5 ¢ ist, obwohl G € G. Sehr hilfreich sind auch die Abgeschlossen-
heitseigenschaften von (Semi-)Amarts prisentiert in Satz 7.6. Zum Beispiel ist das Supremum oder
Infimum von endlich vielen Amarts wieder ein Amart. Diese Eigenschaften werden zum Beweis ei-
ner Maximalungleichung eines Konvergenzsatzes(Satz 7.11) oder einer #quivalenten Formulierung der
Amarteigenschaft(Satz 7.16) verwendet.

In Abschnitt 1 werden einige Konvergenzsitze vorgestellt. Die wichtigsten Ergebnisse sind, dass
L'-beschriinkte Amarts fast sicher konvergieren und, unter der Annahme der T-gleichgradigen Inte-
grierbarkeit, X, genau dann ein Amart ist, wenn der Prozess fast sicher konvergiert.

Abschnitt 2 behandelt die Riesz-Zerlegung von Amarts und der Nutzen dieser Art der Zerlegung
soll anhand von einigen wichtigen Folgerungen, wie zum Beispiel das Optional-Sampling-Theorem fiir
Amarts, gezeigt werden.

Zum Schluss folgt, mit Abschnitt 3, noch ein kurzer Part {iber die Doob-Zerlegung von Amarts.

KONVENTION 7.1. Mit {X,}nen sei, falls nicht anders erkldrt, immer ein Prozess X,, auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) gemeint, der beziiglich einer Filtration {F, },en adaptiert ist
und integrierbar ist. Wenn die Filtration nicht explizit angegeben ist, sei F,, = o(X1,...,X,,). T sei
die Menge aller beschrinkten Stoppzeiten und Ty die Menge aller fast sicher endlichen Stoppzeiten
beziiglich F,,.

DEFINITION 7.2. e X, heiffit Quasimartingal, falls

ZE(|]E(X71+1 | Fr) — Xnl) < cc.

n=1

e X, heifit Amart, falls das Netz {EX, },cr in R konvergiert.
e X, heiBft Semiamart, falls das Netz {EX; },cr in R beschriinkt ist.

SATZ 7.1. Jedes Quasimartingal ist auch ein Amart.
BEWEIS. Es sei a > 0 beliebig. Wéhle k¥ € N und 7 € T hinreichend grof3, dass

Z E(‘Xm - E<Xm+1 ‘ fm)D <a

m=k

und

Per Definition von T existiert ein n mit

T <n.
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Man zeigt nun, dass

Dazu wird

verwendet. Mit dieser Ungleichung sieht man sehr schnell, dass
[E(X;) — E(Xo)| < 2a
falls o, 7 € T hinreichend gro8. Der letzte Schritt folgt dann aus dem ersten Punkt von Lemma 6.1. O
Die Riickrichtung gilt im allgemeinen nicht wie folgendes Beispiel aus [Sto97] zeigt.

BEISPIEL 7.1. Es seien X, i.i.d. mit

sowie ¢, > 0 eine Nullfolge so, dass

00
E Cp = 00.
n=1

(zB. ¢, = 1) Dann ist

Y, =c, X1-...- X,
auch F,-adaptiert und man sieht schnell, dass Y;, kein Quasimartingal ist. Wenn man sich das Netz
{EY; },er anschaut so stellt man fest, dass es gegen Null konvergiert, denn nach Lemma 6.1 ist dies
nur fur 7, 1 oo zu zeigen und |Y,| < ¢, — 0, also auch Y, — 0 fast sicher. Das Dominierende-

Konvergenz-Theorem tut dann den Rest.
Es gelten auch die folgenden Implikationen:

SATZ 7.2. o Jedes Martingal ist ein Quasimartingal.
o Jedes Amart ist ein Semiamart.

BEWEIS. e Kklar
o Wir wihlen n € N so gross, dass fiir alle 7 € T mit 7 > n

EX, —EX,| < 1.
Wir schreiben, fiir 7 € T beliebig,
XT - Xn/\‘r + X’I’L\/T - Xn

Damit folgt
[EX.| < |EXaar] +1< IElr<nkaé< | X%+ 1 < 0.

O
Die Riickrichtungen gelten i.a. nicht wie zwei weitere Beispiele zeigen:
BEISPIEL 7.2. (1) Um ein einfaches Beispiel eines Quasimartingals zu erhalten, das kein Mar-
tingal ist, betrachte den ,,Produktprozess®
X, =Y-...-Y,

wobei die Y;, unabhéngig seien und P(Y,, = —1) = ;- sowie P(Y,, = 1) =1 — 5.

(2) Fiir ein Beispiel eines Semiamarts, das kein Amart ist siehe Beispiel 7.4, denn hier ist 0 <
EX, <1, aber EX,, alterniert zwischen 0 und 1.

Hilfreich im Umgang mit Amarts ist auch folgendes Lemma.
LEMMA 7.1. Es sind dquivalent:
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(1) Das Netz {E(X;)}rer konvergiert, d.h. X,, ist Amart.
(2)
liminf EX, := sup inf E(X)
TeT ccT T2>0

= lim inf E(X,)

n—oo T>n

= lim supE(X;)

n—oo TZ”
= inf sup E(X,) =: limsup E(X)
0€T >4 TeT

Quasimartingale konnen, wie im folgenden Lemma zu sehen ist, ebenfalls via Stoppzeiten charak-
terisiert werden.(siehe auch [Suc92], Abschnitt 1.4)

LEMMA 7.2. FEs sind dquivalent:

(1) X, ist ein Quasimartingal, d.h. es existiert ein C > 0 mit Y E|E(Xp41 | Fr) — Xi| < C.

(2) Es existiert ein C > 0 so, dass fiir beliebige 11,...,7, € T,krﬁ;t 71 < ... < Ty, gilt
n—1
ZE ‘E<X7k+1 | ka) - XTk‘ <C.
k=1
(3) Es existiert ein C > 0 so, dass fiir beliebige 11,...,7, € T, mit 11 < ... < 7y, gilt
n—1
> |EX,,,, —EX,|<C.
k=1

BEWEIs. Wurde, laut [Suc92], Abschnitt 1.4, in einer privaten Unterredung zwischen den Autoren
G.A. Edgar und L. Sucheston mit R. Wittman ausdiskuttiert. O

Daraus erhélt man sofort ein Optional-Sampling-Theorem fiir Quasimartingale.

SaTz 7.3 (Optional-Sampling-Theorem). Es sei 7, T eine Folge beschrinkter Stoppzeiten und X,
ein Quasimartingal. Dann ist {X,, }nen ein {Fr, tnen-Quasimartingal.

BeEwEISs. Folgt aus letztem Lemma und der Tatsache, dass, wegen 7, < m, € N, E|X, | <
My
3" E|X| < oo und somit jedes X, € L. O
k=1

Wichtige Hilfsmittel um eine Verbindung zwischen der Fast-Sicher-Konvergenz und der Amart-
Eigenschaft zu erhalten sind (Un-)Gleichungen in der Art des Fatou-Lemmas. Im Folgenden werden
wir einige dieser Ungleichungen kennenlernen.

SATZ 7.4. Es sei X,, Fn-adaptiert. Unter der Bedingung der (Wohl-)Definiertheit der entsprechen-
den Erwartungswerte gilt:

E(limsup X,,) < limsup E(X,)

n—oo T€TH
E(liminf X,,) > liminf E(X)
n— 00 T€TH

Bewels. Folgende Beweisskizze liefert [Che76]: Man nimmt zuniichst an, dass limsup X,, inte-

n—oo

oo
grierbar ist. Wéhle nun Treppenfunktionen Y, := 3" a;14, so, dass Y,, — limsup X,, fast sicher und
i=1 n—oo
in L'. Nun wird zu jedem n € N, zu jedem b > 0 und zu jeder Stoppzeit o € T, eine Stoppzeit 7 > o
konstruiert, derart, dass E(X,) > E(Y,,) — b. Damit ist insbesondere fiir jedes n, und jedes o € Ty
sup E(X;) > E(Y,).

T>0

Damit aber auch limsup E(X;) > E(lim sup X, ). Wenn nun E(lim sup X,,) = oo, dann beschriinke X,:

T€TH n— oo n—oo
X=X, NE.
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Fiir {X*}, en gilt die Ungleichung. Nun benutzt man das Monotone-Konvergenz-Theorem in k. O

LEMMA 7.3. Im Fall von Li-Dominiertheit des Prozesses X, von
o oben, wird die erste Ungleichung zu einer Gleichung.

e unten, wird die zweite Ungleichung zur Gleichung.

BEWEIS. Sei z.B. X,, < Z € L'. Dann ist auch Y, := sup,, < Xx < Z und somit nach Monotone-
Konvergenz-Theorem

E(Z) - lim E(Y,) = lim E(Z -Y,) =E(Z) — E(limsup X,,).

n— o0 n— o0 N—00
Man muss also noch zeigen, dass

lim E(Y;,) > limsup E(X,),

n—00 T€To

was man aber mit

E(Y,) > sup E(X,)

T>n

sieht. 0

Obiges Ergebnis wird in [Che76] noch verallgemeinert. Einerseits wird hier gezeigt, dass die L'-
Dominiertheit von oben(bzw. unten) durch die Voraussetzung ersetzt werden kann, dass {X}-cn(
bzw. {X },cr,) gleichgradig integrierbar sind. (siehe Lemma und Theorem (2.2) in [Che76]). Anderer-
seits wird gezeigt, dass unter der zusiitzlichen Bedingung, dass X,, (bzw. X,") gleichgradig integrierbar
sind, die Gleichheit auch noch fiir T gilt:

SATZ 7.5 (Chen’s Fatou-Gleichungen). o Ist sowohl {X |} er,, als auch {X, }nen gleich-
gradig integrierbar, so gilt

limsup E(X,;) = limsup E(X;) = E(limsup X,,).

T7€TH TeT n— 00
o Ist sowohl { X }rer,, als auch { X }nen gleichgradig integrierbar, so gilt
liminf E(X,) = lim ij{lf]E(X,,-) = E(liminf X,,).
TE

T7€Ty n— 00

Es wird in [Che76] auch ein Beispiel eines gleichgradig integrierbaren Prozesses X, gegeben fiir
den

limsup E(X;) > limsup E(X)

T€T T7€TH
gilt:
BeispiiEL 7.3 (Doppelt oder Nichts unter erschwerten Bedingungen). Es seien V,, i.i.d. mit P(V,, =
1) = 1 und P(V,, = 0) = 1. Betrachte Y, := 2"V; -...-V,, als den Gewinn eines Spielers. j(n) sei
die grofite Zeit bei der, sofern alle Spiele gewonnen wurden, der Gewinn noch < n ist, d.h. j(n) =
max{k; 2¥ < n}. Setze Z,, := i(n)- Wiéhle nun einen von V;, unabhéingigen Prozess U,, mit folgenden
Eigenschaften:
o Ist 28 <n < 2¥1 soist P(U, =1) = 5 und P(U, =0) =1— .
ok+1_1
e Y U,=1
n=2Fk

(Unterteile z.B. den Intervall [0, 1], versehen mit Borel’scher o-Algebra und Lebesguemaf in 2* gleich-
lange disjunkte Intervalle.) Dann ist X,, := Z, U, gleichgradig integrierbar. Man definiert nun eine
beschriinkte Stoppzeit 7 = n fiir 28 < n < 28+ auf {X,, > 0} (w#hlt man U, konkret wie oben,
so sind diese Mengen disjunkt, 7 also bis jetzt wohldefiniert.), ansonsten setze 7 = 2F+! — 1. Der
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Erwartungswert von X, ist Eins, denn:

ok+1_1 ok+1l_q
EX, = Z EX,1¢x,501 = Z E(2k1{V1:1}0...O{Vk:1}ﬁ{Uﬂ,:1})
n=2Fk n=2%k
ok+1_1 k ok+1l_1 1
= Y 2[[Pvi=1)-PU.=1)= > o =1L
n=2Fk =1 n=2Fk

Insbesondere ist

limsupE(X,) > 1.
TeT

Nun definiert man sich ¢ = 2™ — 1, wobei m das kleinste k ist so, dass X,, = 0 ist fiir alle n mit
2k=1 < n < 2%, Mittels Borel-Cantelli-Lemma sieht man, dass o € Ty und daher ist E(X,) = 0. Nicht
nur das, sondern auch fiir jedes 7 > ¢ ist E(X,;) = 0. (Denn man hat, falls ¢ = 2™ — 1, némlich auf
kompletter Partition von 2, namentlich: {{U,, = 1}; 2™~ ! < n < 2™}, das dort das entsprechende
Zp, = 0 sein muss, aber da aus Z, = 0 automatisch Z,,;; = 0 folgt, ist Zom_1 = 0 und fir jedes
n > 2™ — 1 auch X,, =0 .) Das heisst aber, dass

limsup E(X,) = 0.

T€TH

Die nachfolgende Ungleichung ist zu finden in [Cha74].

LEMMA 7.4. Es sei X,, L'-beschrinkt und F,-adaptiert. Dann gilt
E(limsup X,, — liminf X,,) < limsupE(X, — X,,)

n— 00 T,0€T
und unter der L'-Beschrinktheit des Netzes {X:}rer sind limsup X, und liminf X,, auch aus L.

Unter L'-Beschrinktheit kann man sich auf positive Amarts beschriinken, wie aus dem nichsten
Lemma zu ersehen ist.

LEMMA 7.5. Es gelte supEXY < 0o oder sup EX,, < co. Dann sind dquivalent:
neN neN

(1) {EX}rer konvergiert.
(2) {EX}rer und {EX }rer konvergieren.

Insbesondere gilt die Aquivalenz, falls X, L' -beschrankt ist.
BEWEIS. (2)=(1): klar
(1)=(2):

e Es sei supEX, < oco. Man will fiir ein beliebig fest gewéhltes a > 0 zeigen, dass, fiir ¢ >
neN
7o € T ,hinreichend grof}“, einerseits

EX] —EX} <a
und andererseits
IEX;; ~-EX} <a.
Damit wére fiir 7,0 > 1
|[EX} —EX[| < 2a,
EXF demnach eine Chauchynetz und somit konvergent.
Wihle zunéichst n € N so grof}, dass fiir alle 7,0 > n

[EX, —EX,| < a.
Waéhle nun 7y > n so grof}, dass fiir alle ¢ > 7y schon
EX) < IEX;; +a

gilt. Das funktioniert, da das Netz {EX '}, ¢ nach oben beschréinkt ist. (Um das einzusehen
nimmt man sich eine beliebige beschréinkte Stoppzeit 7 € T und wahlt eine obere Grenze
m > 7. Definiert man die Stoppzeit 71 := 71{x >0} + ml{x, <o}, dann ist X <X, +X,
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und somit EX < sup, . E(X,)+sup,, EX,, < c0.) Um die zweite Ungleichung zu beweisen
definiert man die Stoppzeit
o1 :=0lyx, >0y + Tol{x, <0}
zerlegt X, und X,,, auf {X,, > 0} U {X,, < 0} und benutzt
EX,, —EX, | <a
sowie
E(Xo1l(x, >01) < EXJ.

e Es sei sup X,/ < oo Nun zeigt man nicht, wie im ersten Punkt, die Beschrinkheit von
neN

{EX '}, cr sondern, dass supEX . < co indem man
TeT

T1 ‘= ml{XTZ()} + T]'{XT<0}
setzt und aus X < —X,, + X folgert, dass
EX_ < — inf EX, 4+ sup X,ﬁ < 0.
oeT meN )

Nun verfihrt man dhnlich wie im ersten Punkt, nur, dass man nun zeigt, dass {EX~ },cr
konvergiert:
Man wihlt ein n € N so, dass fiir alle 0,7 > n

EX, —EX,;| <a

gilt und wegen sup,.r EX < oo existiert auch ein 79 > n so, dass fiir alle 0 > 7
EX, <EX_ +a.

Mit 01 := 0l(x, <0} + T01l{x,, >0} = To folgt dann aus

EX; —EX; <E(X, — X.)1lix EX,, - EX,, < |EX,, —EX,|<a

ro<0} T
die zweite benétigte Ungleichung.

In obigen Punkten hat man gezeigt, dass {EX'} bzw. {EX} konvergiert und mit der Konvergenz
von {EX,} folgt die Konvergenz von {EX } bzw. {EXT}. O

Der Begriff des (Semi-)Amarts ist so allgemein gehalten, dass eine Menge von ,, Abgeschlossen-
heitseigenschaften gelten, welche Sub- bzw. Supermartingale i.a. nicht besitzen. Sie sind in folgendem
Satz zusammengefasst.(siche auch [Sch83] Teil 1 Kapitel 2)

SATZ 7.6. {X,, }nen sei L' -beschrinkt.

e Die Menge der L'-beschrinkten (Semi-)Amarts, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum und
beziiglich fester Filtration, bilden einen Vektorraum.

o Ist X, ein Semiamart so auch X,, X,, und |X,|.

o Ist X, ein Amart so auch X7, X, und | X,]|.

o (Semi-)Amarts sind abgeschlossen gegeniiber ,inf(-,-)* und ,sup(-,-)*“

BEWEIS. o klar
e 7u zeigen ist, dass aus
sup |[EX,| < o0

TeT
auch
sup EX;" < o0
TeT
folgt. Dazu kann man wie im Beweises von Lemma 7.5 verfahren. Noch zu zeigen ist, dass
aus
sup |[EX,| < o0
TeT
auch
supEX" < oo
TeT
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folgt. Aber mit X, ist auch —X,, ein Semiamart und wir kénnen diesen Fall auf den eben
Behandelten via

r~ = —inf(z,0) = sup(—z,0) = (—z)"

zuriickfithren. Die letzte Aussage folgt mittels erstem Punkt.
e Lemma 7.5
o Wegen

inf(X,,Y,) =X, +Y, —sup(X,,Y,)

und erstem Punkt braucht man nur zu zeigen, dass sup(X,,Y;) ein (Semi-)Amart ist, was
aber ebenfalls aus den vorherigen Punkten via

1
sup(X,,Yy,) = i(Xn +Y,+ X, Y,

folgt.
O

LeEMMA 7.6 (Eine Maximalungleichung). X, sei ein L'-beschrinktes Semiamart. Dann gilt fir
jedes a >0

aP(sup | X,,| > a) <supE|X,| < c0.
meN TeT

BEWEIS. Es reicht aus fiir jedes n € N immer ein 7 € T zu finden derart, dass

aP(max|X,,| > a) <E|X,]|.
m<n
Dazu konstruiert man 7 so, dass auf F' := {ngx | Xm| > a} gilt, dass
m<n

a<|X;|.
Wir wissen, dass auf F' schon fiir irgendein m mit m <n
a < | X
gelten muss. Daher definieren wir 7 auf F' als erste Eintrittszeit in (a, co) beschrinkt durch n, d.h.
T=inf{m e N; m <n,|X,,| > a}

auf F'. Wir miissen 7 auch auf F'¢ definieren: setze 7 = n damit 7 eine beschriankte Stoppzeit ist.
Es ist noch zu zeigen, dass {E | X, |},er beschrinkt ist. Das folgt aber aus dem zweiten Punkt von
Satz 7.6. O]

BEMERKUNG 7.1. Aus dem Beweis wird ersichtlich, dass fiir die Giiltigkeit der Ungleichung

aP(sup [Xp| > a) < supE | X, |
m TeT

nur die F,-Adaptiertheit von X, erforderlich ist.

Ist X,, ein positives Submartingal, ist es auch Y := (Xy,...,X,,X,,...). Es sei 7 € T und
m > nV 7. Dann ist, nach Satz 2.19, E|Y;| < EY,, = EX,, < oo. Dementsprechend ist Y ein
Semiamart und man erhélt

aP(sup Xi > a) < supE|Y;| = EX,,.
k<n TeT

Demzufolge ist Lemma 7.6 eine Verallgemeinerung von Satz 2.12.
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1. Konvergenzsitze

Es werden, wie der Name schon sagt, eine Reihe von Konvergenzsitzen gezeigt, darunter solche
die sich mit der Aquivalenz von Amarteigenschaft und Fast-Sicher-Konvergenz auseinandersetzen, wie
der Erste und der Zweite Konvergenzsatz. Hier wird bewiesen, dass L'-Dominiertheit dafiir hinrei-
chend ist. Im Anschluss an diese beiden Sdtze wird, anhand von Beispielen, deutlich gemacht, dass
L'-Beschrinktheit von {X;},cr oder aber die gleichgradige Integrierbarkeit von {X,, },en nicht aus-
reichen um diese Aquivalenz zu sichern. Trotzdem existiert mit der T-gleichgradigen Integrierbarkeit
noch eine schwichere Voraussetzung fiir die Aquivalenz. Das ist der Inhalt des Fiinften Konvergenz-
satzes (gezeigt in [Suc76a]) dem sich 2 Beispiele anschliessen, die einerseits zeigen, dass die Vor-
raussetzungen nicht mehr wesentlich abgeschwicht werden konnen und andererseits, dass dieser Satz
eine wirkliche Verbesserung des Zweiten Konvergenzsatzes darstellt. Ein weiteres wichtiges Ergebnis
ist Satz 7.11(erstmals gezeigt in [Tul74]) der besagt, dass L'-beschriinkte Amarts schon fast sicher
konvergieren. Mit seiner Hilfe erhalten 2 Konvergenzsétze aus Kapitel 2 neue (Amart)-Beweise.

Folgender Konvergenzsatz wurde von Sudderth in [Sud71] gezeigt und benutzt zum Beweis eine
Art von ,Fatou-Ungleichung*.

Satz 7.7 (Erster Konvergenzsatz). Es sei X, ein Fy-adaptierter und L'-dominierter Prozess.
Dann sind dquivalent:
(1) X,, konvergiert fast sicher
(2) Das Netz {EX.},cr, konvergiert.
BeEWEIS. Falls {EX},cr, konvergiert, so gilt nach Satz 7.4.
0 < E(limsup X,, — liminf X,,) < limsupE(X) — limiTnfE(XT) =0.
T€To

T€TH
Konvergiert andererseits X, fast sicher, dann folgt Netzkonvergenz aus Lemma 7.3:
0 = E(limsup X,,) — E(liminf X,,) = limsup E(X;) — lim inf E(X)
T€To T€To
g

Austin, Edgar und Tulcea haben dieses Ergebnis in [Tul74] verfeinert, indem sie zeigten, dass Tj
durch T ersetzt werden kann.(sieche Satz 7.9)

LEMMA 7.7. Es sei Y : Q — R eine Zufallsvariable derart, dass, fir jedes w € Q, Y(w) ein
Hiufungspunkt von X,,(w) ist. Dann existiert zu jeden a,b > 0 und m € N immer eine beschrinkte
Stoppzeit T € T, T > m mit

P(| X, —-Y|>a)<b.

Wir werden sehen, dass Lemma 7.7 mit Y = limsup X,, bzw. ¥ = liminf X,, zur Anwendung
kommt um wieder ein Verbindung zwischen Netzkonvergenz und Fast-Sicher-Konvergenz zu erhalten.
(siche (Beweis von) Satz 7.9)

SATZ 7.8. Es sei Y : Q8 — [—o00,00] ein Zufallsvariable wie in obigem Lemma.

o FEs existiert eine Folge von Stoppzeiten T 5 1, T oo so, dass
X, =Y
fast sicher.

o Ist X,, L'-dominiert, so konvergiert die Folge {EX;, }nen in R.

BEWEIS. e Sei zunidchst Y € R. Dann kann man sich nach obigem Lemma induktiv eine
geeignete Folge definieren, die die Eigenschaft

= 1
SB(X,, - V]2 o) <o
n=1
hat. Fiir beliebiges ¢ > 0 gilt dann nach Borel-Cantelli
1
0 = P(limsup{|X,, — Y| > —=}) > P(limsup|X,, — Y| >q) > 0.
n— 00 n n—00
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Dementsprechend ist

P(Xr, »Y)=P( | {limsup|X,, —Y|>q})=0

n—oo
q€Q4+

Wenn Y beliebig, so fiihrt man dies wiefolgt auf obigen Fall zuriick: Betrachte f(X,,) und
f(Y) wobei
T

denn f ist homdomorph und daher ist die entspechende Stoppzeitenfolge beziiglich der von

f(X,,) erzeugten Filtration auch eine Stoppzeitenfolge beziiglich F,.
e Ist, mit dem vorangegangenen Ergebnis, eine einfache Anwendung des Dominierende-Konvergenz-

Theorems.

O

SaTz 7.9 (Zweiter Konvergenzsatz). Es sei X,, L'-dominiert. Dann sind dquivalent:

(1) X, konvergiert fast sicher.
(2) X, ist ein Amart.

BeEwEis. Die Hinrichtung folgt aus Lemma 6.1 und Dominierende-Konvergenz-Theorem. Fiir die
Riickrichtung wihle, gemaf letztem Satz, einmal fiir Y = liminf,,_, ., X,, und einmal fiir Y = limsup,, . X»,
entsprechende Stoppzeitenfolgen o, und 7,. Wir wissen, dass X,, ein Amart ist und aus der Konver-
genz von {EX,},cr folgt die Konvergenz jeder Teilfolge {EX, }neny mit p, T oo gegen denselben
Grenzwert. Insbesondere ist

lim E(X,, )= lim E(X,).

n—oo n—o0

Mit dem Dominierende-Konvergenz-Theorem folgt dann

0 <E(limsup X,, —liminf X,,) = E( lim X, — lim X, )= lim E(X, )— lim E(X, )=0
n—oo n—oo n—oo

n
n—o00 n— 00 n—o00

0

Wir kénnen leider die Voraussetzung der L'-Dominiertheit fiir die Hinrichtung nicht durch eine
,T-L'-Beschrinktheit* ersetzen wie folgendes Gegenbeispiel zeigt.(Inbesondere folgt aus der LT-L1-
Beschriinktheit nicht die L'-Dominiertheit.) Dabei heiBe X,, T-L'-beschriinkt, falls sup, 7 E|X,| <
00.

BEISPIEL 7.4. Man definiert auf ([0, 1], B[0, 1], A)
X1 =21, 1
und fiir jedes n > 1
Xop =0
Xop41 = 2"1[0_’277@

sowie F, := o(Xy,...,X,). Man sieht leicht, dass {X,, }nen fast sicher gegen Null konvergiert. Es gilt
auch eine , T-L!-Beschrinktheit*, da

0<E(X,) <1
fiir alle 7 € T. Denn
Y, = Xont1
ist ein Supermartingal beziiglich G,, := Fa,,+1.(Beachte, dass E(2”+11[0727(n+1)]lp) =E(2"1p,2-1F)
fir F'=[0,1],[0,271],...,[0,27"]!) o definiert via o = n :< 7 = 2n,2n+ 1, ist eine G,,-Stoppzeit. Und

aus Abschnitt 6 folgt daher fiir 7 < n
E(X;) =Y E(Xplr—g) <Y E(Vil,—) =E(Y,) <E(Y;) =1.
k=1 =0

Mit genau derselben Methode wie in Satz 7.7 erhélt man, mittels Satz 7.5, sofort eine Erweiterung
von 7.7 auf die Konvergenz von {E(X;)}rer:
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SaTz 7.10 (Dritter Konvergenzsatz). Es sei X,, ein Fy-adaptierter und L'-dominierter Prozess.
Dann sind dquivalent:

(1) X,, konvergiert fast sicher.

(2) Das Netz {EX; },cr konvergiert.
(3) Das Netz {EX;}cr, konvergiert.

BEMERKUNG 7.2. Dies ist natiirlich nur eine Zusammenfassung der Satze 7.7 und 7.9. Inter-
essant sind hierbei die verschiendenen Beweismethoden. Hier werden wieder ,Fatou-dhnliche* (Un-
)Gleichungen benutzt, wohingegen zum Beweis des Zweiten Konvergenzsatzes das , Approximations-
lemma“ 7.7 verwendet wird.

Sudderth zeigt noch anhand eines Gegenbeispiels, das man die Voraussetzung der L*-Dominiertheit
im allgemeinen nicht durch die schwéichere Annahme der gleichgradigen Integrierbarkeit ersetzen kann.

BEISPIEL 7.5. Gemifl [Sud71] konstruiert man einen gleichgradig integrierbaren Prozess X,, mit
Xn —0,

aber

1 <limsupE(X,).
T7€TH

X, ist im Prinzip der Prozess aus Beispiel 7.6 (1) mit p = 1. Die gleichgradige Integrierbarkeit wird
genauso gezeigt.

Um die angegebene Ungleichung zu zeigen, muss zu jedem o € Tj lediglich ein o < 7 € T gefunden
werden so, dass EX,; > 1. Hier muss Sudderth ein wenig mehr machen, als in Beispiel 7.6 (1) getan.
Die 7,, € T aus diesem Beispiel werden in einer einzigen Definition fiir 7 € Ty verarbeitet:

Auf {0 = n} sei j, € N das kleinste j > n derart, dass X; = Y7" fiir ein m € N. (Fiir jedes n wird
nun solch ein m gewéhlt.) Auf (J!",{Y;™ # 0} definiert man 7 als den Index von X der zum kleinsten
i mit ;™ # 0 gehort. Ansonsten definiert man 7 als den Index von X der zu Y,* gehort. Ahnlich wie
in Beispiel 7.6 (1) ist

X, =max(Y{",...,Y,") = nlg 1y

m

auf {o = n}. Nun bemerkt man, dass {oc = n} unabhéingig von Y{™, ..., Y™ ist. Daher gilt
EX, =EE(X,| o =n) = EE(max(Y{",...,Y,")| 0 =n)
=Emax(Y)",...,Y3") =Enlg 1y =1

Da X,, auch in L* gegen Null konvergiert folgt nach Satz 7.4, dass
liminf E(X,) <0

T7€TH

und damit kann keine Netzkonvergenz vorliegen.

Aus Lemma 7.4 lisst sich sofort ein Konvergenzsatz ableiten, der insbesondere die Riickrichtung
von Satz 7.9 verallgemeinert, denn fiir ein Amart X,, gilt limsup, ,c7 E(X; — X;) = 0. Im folgenden
Satz wird nur noch L'-Beschrinktheit vorausgesetzt. Er ist auch eine Verbesserung von Satz 2.7, der
besagt, dass L'-beschriinkte (Sub-,Super-)Martingale fast sicher konvergieren.

SaTz 7.11 (Vierter Konvergenzsatz). Es sei X,, L*-beschrinkt. Dann gilt:
X, ist ein Amart = X,, konvergiert fast sicher.

BEWEIS. wird genauso gefiihrt, wie der Beweis von Satz 9.4 g

Der Beweis kann aber auch anders gefithrt werden: Wegen 7.5 muss man im Beweis von Satz 7.11
anstatt X,, nur noch X bzw. X betrachten. Dazu ist zu beachten, dass die Mengen der beschréinkten
Stoppzeiten beziiglich der Filtrationen erzeugt von X, bzw. X, Teilmengen von 7T sind. Sei also
0.B.d.A. X,, > 0. Man nimmt an, dass X,, nicht konvergiert. Dann miissen a < b € R existieren so,
dass

F:= {liminf X,, < a < b < limsup X, }
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eine positive Wahrscheinlichkeit hat. Die Idee ist zu geeignetem € = ¢(F) > 0 und zu jedem m > 1
Stoppzeiten 7,0 > m zu konstruieren mit

EX, — EX,| >e.

Damit wére {EX,},cr kein Cauchynetz und somit (nach Lemma 6.1) auch nicht konvergent. Wie 7
und o konstruiert werden, siehe [Tul74].

BEMERKUNG 7.3. Im allgemeinen gilt jedoch nicht die Riickrichtung. Noch nicht mal, wenn man
voraussetzt, dass X, gleichgradig integrierbar ist. Krengel und Sucheston haben in [Suc78], Propositi-
on 1.13 gezeigt, dass ein gleichgradig integrierbares Semiamart existiert, dass fast sicher und zusétzlich
in L' gegen Null konvergiert, aber trotzdem kein Amart ist. Das zeigt natiirlich auch auf, wie , weit
entfernt“ ein Semiamart davon sein kann die Amarteigenschaft zu besitzen.

ANWENDUNG 7.4. Wir erhalten als Konsequenz wieder die (, schon aus den Sitzen 2.7 und 2.8
bekannten,) Ergebnisse, dass L'-beschriinkte Submartingale bzw. positive Supermartingale fast sicher
konvergieren.

BEWEIS. Es ist zu zeigen, dass X,, ein Amart ist bzw. {EX, },cr konvergiert. Nach Lemma 6.1
reicht es die Konvergenz von {EX,, },en zu zeigen, falls 7,, 1. Nach Satz 2.19 gilt aber

EXTW, < ]:EXTn,+1
bzw.
EX, >EX, ...
Man wire daher fertig, falls man zeigen konnte, dass
supEX, < o0
TeT
bzw.
inf EX, > —00
TeT

Dazu wihle fiir beliebiges 7 € T einfach ein m > 7 um, wieder nach Satz 2.19,

EX, <EX,, <supE|X,| < o

bzw.
-0 <0<EX,, <EX, = —c< ingEXT
TE

zu erhalten. O

BEMERKUNG 7.5. Dies ging nur, da jedes L'-beschriinkte Supermartingal ein Amart ist. Vorsicht
ist geboten, falls man sich mit (Sub-,Super-)Martingalen bzw. Amarts mit gerichteter Indexmenge
G beschiiftigt. Dabei sind Amarts, gemif [Ast78], definiert als adaptierte Prozesse {X;}seq aus L'
derart, dass das Netz {EX,},cr konvergiert. Dabei ist T die Menge der einfachen Stoppzeiten. In
Gegenbeispiel 10.1 sieht man ein L'-beschrénktes Submartingal, welches kein Amart ist.

Edgar und Sucheston haben in [Suc76a] die Aquivalenz zwischen Fast-Sicher-Konvergenz und der
Amart-Eigenschaft unter der Voraussetzung der T-gleichgradigen Integrierbarkeit bewiesen.

SaTz 7.12 (Fiinfter Konvergenzsatz). { X, }nen sei T-gleichgradig integrierbar. Dann sind dquivalent:

(1) X,, konvergiert fast sicher.
(2) X, ist ein Amart.

Bemerkung 7.6 macht deutlich, dass die T-gleichgradige Integrierbarkeit wirklich eine stérkere
Bedingung ist als die gleichgradige Integrierbarkeit. Aber nur solange man nicht voraussetzt, dass X,
ein Amart ist.(siehe Satz 7.15)

BEWEIS VON SATZ 7.12. Die Riickrichtung ist nach Satz 7.11 klar, da aus gleichgradiger Inte-
grierbarkeit immer L'-Beschrinktheit folgt.

Fiir die Hinrichtung benutze Lemma 6.1. Fiir jede ,, Testfolge“r,, konvergiert dann nach Vorausset-
zung X, fast sicher und {X; }nen ist auch gleichgradig integrierbar. Die Aussage folgt daher mittels
Satz 3.3, denn aus der L'-Konvergenz folgt insbesondere die Konvergenz von EX, . O
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BEMERKUNG 7.6. o Aus T-gleichgradiger Integrierbarkeit folgt gleichgradige Integrierbar-

keit und T-L'-Beschréinktheit. Aber unter einer dieser beiden schwiicheren Voraussetzungen
gilt die Aquivalenz schon nicht mehr, wie Bemerkung 7.3 und dass unten angebene Beispiel
(1) aus [Sch83] zeigen. Daher scheint es so als sei die T-gleichgradige Integrierbarkeit in Satz
7.12 die schwéchste Voraussetzung bzw. dieser sehr nahe.

o Beispiel 7.6 (2) (aus [Dub63)]) zeigt, dass die T-gleichgradige Integrierbarkeit tatséichlich eine

schwiichere Voraussetzung ist, als die L'-Dominiertheit in Konvergenzsatz 7.9

BEISPIEL 7.6. (1) Essei = [0, 1] versehen mit der Borel’schen o-Algebra und dem Lebesgue-

Maf3. Wir definieren nun fir 1 <p<2und 1 <i<n

Vo) = 41 €
. w) = .
0 , sonst

Man setzt
(X1, Xo,...) = (YL Y2 Y2 Y3 )
und
Fn=0(X1,...,Xn).

Man sieht zunéchst, dass X,, fast sicher gegen Null konvergiert. Weiter gilt fiir n? > a > 0,
dass

y=nr

E(Y"1{yr|a) o)

und sonst Null. Da n?~2 fallend in n ist, gilt

SUp E(| Xl L1, 01) = SUDE(Y| 11y 5,0y) = max{n? 07 > a}.
ne in °

Insbesondere sieht man, dass X, gleichgradig integrierbar ist. X,, ist aber kein Amart, wie wir
jetzt sehen werden. Dazu definiere eine Folge von Stoppzeiten 7, T oo mit der Eigenschaft,
dass EX, — oo und damit ist X,, noch nicht mal ein Semiamart. Auf |J_,{Y* # 0}
definiert man 7,, als den Index von X der zum kleinsten ¢ mit ¥;* # 0 gehort und auf dem
Komplement, also auf (;_,{Y;" = 0}, setzt man 7,, als den Index von X der zu Y, gehort.
Aus der Konstruktion von X und 7,, geht hervor, dass

<<

n(n —1) n(n+1)
2 - 2 ’

also 7, T co. Nun ist es aber so, dass
X, =max(Y",....Y)) =nP- 1,1y

und da p > 1 ist, gilt EX, — oo.
Blackwell und Dubins zeigten in [Dub63] sogar:

Essei 0 < X € L' mit X log X ¢ L. Dann kann man eine Zufallsvariable X : Q@ — R auf
einem, moglicherweise anderen, Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F , If") finden und eine Filtration
Fn C F so, dass

e X induziert dieselbe Verteilung auf R wie X

o Esup,cyE(X | F,) =00

° {fn}neN kann sowohl absteigend als auch aufsteigend gewahlt werden.
Eine einfache Verteilung von X bzw. X die man sich hier vorstellen kénnte wire X, X € N\{1}
mit P(X =n) x m. Aus dem ersten Punkt geht hervor, dass Y, := E(X | F,,) ein gleich-
gradig integrierbares Martingal ist. Insbesondere konvergiert Y,, fast sicher, ist ein Amart und
nach Satz 3.8 auch T-gleichgradig integrierbar. Aber nach zweitem Punkt ist Y, nicht L'-
dominiert. Zusammen mit dem dritten Punkt erhélt man, dass, im Fall von absteigenden oder
aufsteigenden Amarts(sogar im Fall eines Martingals), die L'-Dominiertheit eine stirkere Be-
dingung ist, als die T-gleichgradige Integrierbarkeit.
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2. Riesz-Zerlegung

Amarts konnen immer zerlegt werden in ein Martingal und ein T-gleichgradig integrierbares
und fast sicher und in L' konvergentes Amart (Satz 7.13). Dies wird angewendet um das Optional-
Sampling-Theorem fiir Amarts zu zeigen, zu beweisen, dass gleichgradig integrierbare Amarts schon
T-gleichgradig integrierbar sind oder die Amarteigenschaft mittels bedingtem Erwartungswert um zu
formulieren(Satz 7.16).

LEMMA 7.8. Es sei X,, ein Amart und a > 0. Dann gilt fiir hinreichend groffe T > o € T
E|X, —E(X,;|F)| <a
und fir beliebiges p € T konvergiert das Netz {E(X, | F,)}oer in L'

BEWEIS. Seien zunéchst 7 > o beliebig und definiere
F:={X,-E(X,|F,) 20} € F,.
Betrachte die Zerlegung
E[X, —E(X; | Fo)l = E(X, — E(X, | Fo))1p — E(X, — E(X; | F5))1pe
und die Stoppzeiten
pr =0lp +7lpc
sowie
pre i=0lpe +T1lp.
Man sieht, dass
[E(Xy — E(X- | Fo)lp)| = [E(Xy — Xp.)

und

[E(Xo — E(X- | Fo)lpe)| = [E(Xo — X,.)|-
Da X, ein Amart ist und pg, ppe > o kénnen wir beides durch hinreichend grofies o unter 5 driicken.
Um zu sehen, dass {E(X, | F,)}ser in L' konvergiert, zeigt man die Cauchy-Eigenschaft: 7 > o
hinreichend grofi(wie eben) und gleichzeitig o > p, dann ist

EE(Xo | Fp) = E(X- [ Fp)| = E[E(X, — E(X7 | Fo) [ Fp)| < a.

SaTz 7.13 (Riesz-Zerlegung). Jedes Amart X, kann eindeutig zerlegt werden in eine Summe
Xn=Yn+2Z,,
wobei Yy, ein Martingal ist und Z,, ein T-gleichgradig integrierbares Amart mit
Zn — 0
fast sicher und in L'.

Die Riesz-Zerlegung macht insbesondere deutlich, das der Begriff des Amarts nicht ,,so weit ent-
“ ist von einem Martingal.

Der Beweis ist entnommen aus [Sch83], Teil 1 Kapitel 6.(Im Prinzip ist es ein Spezialfall des
Beweises fiir Amarts mit gerichteter Indexmenge aus [Ast78].)

fern

BEWEIS VON SATZ 7.13. Wegen Lemma 7.8 konvergiert
EX, | Fs) = Y,

in L' fiir jedes feste o € T. Ist a > 0, so ist, fiir 7 hinreichend grof, E|E(X, | F,) — Y,| < a. Wihlt
man also p < o € T fest, so gilt offenbar fiir hinreichend grofies 7 > o

EY, —E(Ys | Fp)l E|Y, - E(X: | 7))l + E[E(X; | ) —E(Yo | Fp)
<a+EEX,|F,)— Y| <2a.
Da a > 0 beliebig ist, ist Y, = E(Y, | F,). Nach Satz 2.18 ist Y;, ein Martingal. Nun definiert man
Zn = Xn — Y.
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Die Riesz-Zerlegung ist eindeutig, denn hat man zwei Zerlegungen
X, =Y+ 2} =Y?2+ 72,
so gilt einerseits
E|Y, -Y2|=E|Z), - Z| <E|Z\| +E|Z2| -0
und andererseits
0<E|Y, -Y?|T.
(|Y;} = v;2| ist ein Submartingal.) Fiir a > 0 fest gewihlt, b > 0 beliebig und o < 7 hinreichend gross
gilt
E|Zs| 112,150 < E|Z,| <E|Z, — E(Z: | Fo)| + E[E(Z- | Fo)

<a+E[EX,|F)—EY-|F)

< CL—FIE‘E(XTLFU) _YU‘

<a+a.
Wahle n so gross, dass obige Ungleichung immer erfiillt ist, falls ¢ > n. Ist nun o € T beliebig, dann

wéhle b > 0 so gross, dass
E|Zo|1¢ 12,150y = ElZovn| L{z,v 501 Lomny + Z E|Zm| 1z, 150} 1{o=m} < 2a+a.
m=1
Das sagt uns, dass Z,, T-gleichgradig integrierbar ist.
Da, fiir ¢ € T hinreichend gross, die hergeleitete Ungleichung

E‘Zg| 1|Z<,\>b < 2a

fiir alle b > 0 gilt, konvergiert insbesondere Z,, — 0 in L' und somit auch in Wahrscheinlichkeit. (siche
z.B. Satz 3.3) Konvergenzsatz 7.12 gibt uns auch eine Fast-Sicher-Konvergenz(insbesondere Konvergenz
in Wahrscheinlichkeit). Da der Grenzwert in Wahrscheinlichkeit eindeutig ist, muss

Zn — 0
fast sicher gelten. O

Als Anwendung erhélt man, dass neben (Sub-)Martingalen(Satz 2.4) und Quasimartingalen(Satz
7.3) auch Amarts die Optional-Sampling-Eigenschaft besitzen.

SATZ 7.14 (Optional-Sampling-Theorem). FEs sei 7, | eine Folge beschrinkter Stoppzeiten und X,
ein Amart. Dann ist {X,, }nen ein {F;, }-Amart.

BEWwWEIS. Es sei X,, = Y, + Z,, die Riesz-Zerlegung. Nach Doob-Stoppsatz und dem Optional-
Sampling-Theorem fiir Martingale ist das Netz {EY;_ },e7, wobei T” hier die Menge aller beschréinkten
F,,-Stoppzeiten sei, konstant. Man muss also noch zeigen, dass {EZ, },crs konvergiert. Aber Z.
konvergiert, genauso wie Z,,, fast sicher. Falls wir zeigen konnten, dass Z,, T'-gleichgradig integrierbar
ist, so wére Z, , nach Konvergenzsatz 7.12, ein Amart und wir wéren fertig. Da Z,, nach Satz 7.13
T-gleichgradig integrierbar ist, reicht es aus zu zeigen, dass fiir jedes o € T' 7, € T ist.

o0
{re =k} = U{Tn:k}ﬂ{a:n}
n=1
und {0 = n} € F,, . Elemente aus F,, sind aber dadurch gekennzeichnet, dass, wenn man sie mit
{mn = k} schneidet, ein Element aus Fj, ergeben (siehe Definition 2.4). Dementsprechend folgt aus
obiger Zerlegung, dass {7, = k} € F}, ist. Somit ist 7, € T.(Man bemerke, dass mit 7, und o auch 7,
nur endlich viele Werte annimmt und demzufolge 7, eine beschrinkte Stoppzeit ist.) 0

Eine zweite Folgerung ist die Erweiterung von Satz 3.8 auf Amarts.

Satz 7.15. Ist X, ein gleichgradig integrierbares Amart, dann ist X,, auch T-gleichgradig inte-
grierbar.
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Bewels. Es sei X,, =Y, + Z,, die Riesz-Zerlegung. Dann ist {Z,, },en gleichgradig integrierbar
nach Satz 7.13 und somit (nach Lemma 3.3) auch Y,, = X,, — Z,,. Nach Satz 3.8 ist Y,, T-gleichgradig
integrierbar und somit (nach Lemma 3.3) auch X,. O

Die letzte Folgerung von Satz 7.13 die hier vorgestellt werden soll ist eine weitere dquivalente
Formulierung der Amart-Eigenschaft und stammt aus [Suc76b].

SATZ 7.16. Es sind dquivalent:

(1) X,, ist ein Amart.
(2) Fiir beliebige T > 1, 1, mit 7, > n fiir alle n € N, konvergiert

E(XTn | ]:n) - Xn — 0
fast sicher und in L'.

Das Ergebnis ist nicht sonderlich iiberraschend, wenn man bedenkt, dass, aufgrund von Lemma
2.1, fiir Martingale obige Folge konstant Null ist und jedes Amart, nach Satz 7.13 zerlegt werden kann
in ein Martingal und einen Prozess der fast sicher und in L' gegen Null konvergiert.

BEWEIS. (2)=(1): E(X,, — X,,) — 0, insbesondere ist {EX },en eine Cauchyfolge und konver-
giert daher. Nach Lemma 6.1 konvergiert {EX; },er.

(1)=(2): X,, =Y, + Z, sei die Riesz-Zerlegung aus Satz 7.13. Fiir das Martingal Y;, gilt nach
Optional-Sampling-Theorem schon E(Y, | F,) — Y, = 0. Und nach Satz 7.14 ist {Z,, }nen ein Fr -
Amart. Es sei 0 € T und m € N so, dass ¢ < m. Definiert man W,, := E(Z,, | F,), dann ist

EW, =Y EWil(oopy = 3 EE(Z;, | Fi)liomiy = 3 EE(Zy, 1(opy | Fx) = EZ,,.
k=1 k=1 k=1
Wegen F,, C F,, ist o auch eine F, -Stoppzeit und demnach konvergiert {EZT% }nen, nach Lemma
6.1, fiir jede Folge T' 3 oy, T, also auch EW,, . Und, wieder nach Lemma 6.1, ist W,, ein F,-Amart.
Nach Satz 7.13 konvergiert Z,, — 0 in L. Damit ist Z,, isnbesondere L!'-beschrinkt und nach Satz
7.6 ist auch |Z,| ein Amart welches in L' gegen Null konvergiert. Daher muss auch lim,c7E|Z,| =0
gelten. Man benutzt nun die Ungleichung

IE|VVn| = E‘E(Zm | ]:n)‘ < E|Z7n|

um zu sehen, dass W,, — 0 in L. Damit hat man die L'-Konvergenz aus (2) gezeigt. Wenn W,, in
L' konvergiert, so ist W, auch L'-beschriinkt und nach Satz 7.11 konvergiert W,, fast sicher. Der
Grenzwert ist wegen

E| lim W,

ebenfalls Null. Nach Satz iiber die Riesz-Zerlegung konvergiert auch Z,, fast sicher gegen Null und man
hat die Fast-Sicher-Konvergenz aus (2) gezeigt.

= Eliminf |W,| <liminfE |W,| =0

O

3. Doob-Zerlegung

In Lemma 2.3 hat man gesehen, dass eine L2-Beschrinktheit der Zuwiichse von X, sich auch auf
die Zuw#chse von M,, und A, iibertragt. Man kann nun die Frage stellen, ob sich unter Umsténden
auch eine fast sichere Beschrankung eines Amarts X,, auf M, und A,, iibertragt. Die Antwort ist nein.
Gegenbeispiel 7.7 aus [Suc76a] ist sogar so, dass limsup M,, = limsup 4,, = oo und liminf M,, =
liminf A,, = —oo fast sicher obwohl sup,,cy | X, | < 1.

SATZ 7.17. Es sei X,, ein Amart und

Xn :Xl +Mn+An;

die Doob-Zerlegung aus Satz 2.16. Dann ist A, ein vorhersagbares Amart.

BEWEIS. Das einzige was aus Satz 2.16 nicht folgt ist, dass A, ein Amart ist. Aber da X, und
M,, Amarts sind, ist es auch A,, nach Satz 7.6. O
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GEGENBEISPIEL 7.7. Es seien Y,, ~ %5_1 + %51 unabhéngig und ¢, := ﬁ Ist X, :=¢,Y,, dann
ist mit M, := >}, &Yy — X1 und A4, = — Z;ll LYy
X, =X1+M,+ A,

die Doob-Zerlegung von X,,. Da X, fast sicher gegen Null konvergiert und durch 1 L'-dominiert wird,
ist X,, nach Satz 7.9 ein Amart. Also ist auch A,, ein vorhersagbares Amart und daher
0 :=00lsup A, <m} + inf{k; Ay,..., A <m, Ap11 > m}l{supAn>m}

und

T = OO]-{sup Ap>—m} T inf{k; Ay A 2 —my A < _m}l{supAn(—m}
Stoppzeiten. Y, := A,as und Z,, := Apar sind nach Optional-Sampling- Theorem Amarts mit Y, < m
und Z,, > —m. Demnach gilt sup,, .y EY,, sup,cyEZ,, < co. Nach Lemma 7.5 sind Y, ,Y,F, Z, und
Z Amarts. Als positive Semiamarts sind sie natiirlich L'-beschriinkt und konvergieren fast sicher
nach Satz 7.11. Auf {sup,cy A, < m} ist A, =Y, und auf {sup, ey A4, > —m} ist A, = Z,. Also
konvergiert A,, fast sicher auf der Menge

U {sup A, <m} U U {inf A, > —m} = {sup 4,, < oo} U {inf 4,, > —o0}
m=1 " m=1 " " "

= {limsup 4,, < oo} U {liminf 4, > —o0}.

D.h., falls A, divergiert, dann gilt limsup,, A, = oo und liminf, 4, = —oco . Wegen Korollar 2.4
divergiert M, fast sicher. Da X,, — 0, divergiert auch A,, fast sicher.

Insgesamt erhélt man, dass dann lim sup,, M,, = limsup,, 4,, = co und liminf,, M,, = liminf,, 4,, =
—oo fast sicher.
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KAPITEL 8

Amarts und das SGGZ

Im Fokus stehen, wie in Abschnitt 1 und Kapitel 4, SGGZ fiir X,, unter Wachstumsbedingungen
an p-te Momente. In Satz 8.1 wird gezeigt, dass % fast sicher konvergiert, falls X, ein Amart mit
L2-beschriinkten Zuwichsen ist. Im Zweiten SGGZ wird Satz 4.6 und im Vierten SGGZ wird Satz 1.3
auf Amartdifferenzen verallgemeinert.

KONVENTION 8.1. Soweit nicht anders gesagt sei {F, }nen immer eine Filtration, X,, € L! seien
Frn-adaptiert und D,, = X,, — X,,_1 seien die Zuwéchse von X,,, wobei Dy := X;.
Das folgende SGGZ fiir Amart-Differenzen wurde von Edgar und Sucheston in [Suc76a] bewiesen.
Satz 8.1 (Erstes SGGZ). X, sei ein Amart mit supED} < co. Dann konvergiert
E>1
Xn
n
fast sicher.

BEWEIS. Nach Satz 7.17 existiert ein Martingal M, und ein vorhersagbares Amart A, , mit

Ay = My =0, derart, dass
X, =X1+ M, +A,.
Wegen
(E|Ak — Ap_1])* < E(Ap — Ap_1)?

und Lemma 2.3 folgt, dass sup,en E|Ar — Ag—1| < co. Wegen der Vorhersagbarkeit von A,, ist auch
A4 ein Amart.(Man beachte, dass mit 7 € T immer auch 7 + 1 eine Stoppzeit ist und mit Lemma
6.1 sieht man schnell, dass {EA, 1 }rcr konvergiert.) Daraus folgt, dass auch B,, := A,41 — 4, ein
Amart ist und da B,, L'-beschrinkt ist, konvergiert B,, fast sicher nach Konvergenzsatz 7.11. Nach
Lemma 1.3 konvergiert

1 — 1

- E Ap — Ap—1 = - A,

n n
k=2

fast sicher. Wieder aus Lemma 2.3 folgt sup E(M,, — M,,_1)? < co. Nun benutzt man Satz 4.1 um zu

neN
schliessen, dass
1
—M, —0
n
fast sicher. Insgesamt ergibt das, dass
1 1 1 1
n
fast sicher konvergiert. O

Das folgende SGGZ stammt aus [Suc78] und benutzt zum Beweis die Doob-Zerlegung und die
Tatsache, dass der Satz fiir den ,Martingalfall“ schon bewiesen wurde.(Satz 4.6)

SATZ 8.2 (Zweites SGGZ). X,, sei ein Amart und p > 2. Dann folgt aus Y o, E}lgﬂp < 00, dass

Xn
n

—0

fast sicher.
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BEwEIs. Essei X,, = X1+ M, +A,, M1 = A; = 0 die Doob-Zerlegung. M, ist ein Martingal mit
M, —M,_1 =X, —E(X,, | Fn-1)- Notwendigerweise folgt daraus 4, — A, 1 = E(X,, | Frn—1) — Xn—1.
Damit schitzt man die LP-Norm von M,, — M,,_; nach oben ab:

1My = Moa ]| < 1Dl + 4w = Aucs | < 1Dl + (BE(X, = Xuma [ | Far))? =2 Dul

oo E|My—Mg_4|P

Insbesondere gilt >~ , T < oo und nach Satz 4.6 konvergiert

M,
=" 0
n

fast sicher. Mit Satz 7.16 sieht man, dass A,, — A,_1 — 0 fast sicher. Nun benutzt man das T6plitz-
Lemma umn auch

Ay
n

zu erhalten. O

Der Beweis des néchsten starken Gesetz der Groflen Zahlen stiitzt sich auf folgendes Ergebnis aus
[Suc76a].

LEMMA 8.1. X, sei ein Amart derart, dass, fir alle m € N, E(X,,| Fn) — 0 fast sicher. Dann
gilt:
o sup [E(X,, | Fn)| € L' fiir alle m € N.
neN

o E(X, | Fpn) — 0 in L' fir alle m € N.
e X, — 0 in L' und fast sicher.

BEWEIS. e Definiere Y;, := E(X,,| F,n). Man zeigt zunéichst, dass {Y,,},en ein Amart
beziiglich der konstanten Filtration G,, := F,, ist:
- X,eLll=v, eL!
— Y, ist offensichtlich G,-messbar.
— T’ sei die Menge aller beschrinkten Stoppzeiten beziiglich {G,}nen. Ist 7 € T mit
T > m, so ist auch 7 € T. Wahle n so grof}, dass 7 < n. Dann ist

n n
EX, =Y EXplipy = Y EYili_yy =EY.
k=m k=m
Insbesondere konvergiert {EY;} e/, da {EY;}p<rerr C {EX; b<rer € {EX;}rer
konvergiert.
Man zeigt, dass suppey Yi,infrenYr € L', denn dann ist auch SUPpen |Yi| € L', wegen
supgen | Ye| < (Suppey Vi)™ + (infren Yi)
Angenommen supcy Vi ¢ L. Dann ist Esupy,cy Yi = 00. Wegen supycy Yi = limy_. oo supy«; Vi
muss, nach Monotone-Konvergenz-Theorem, zu jedem n € N ein [ existieren so, dass B
EsupY; > n.
k<l
Setze 1, := inf{m < 1; Y,, = sup,<; Y }; 7 ist offenbar eine beschrinkte G,-Stoppzeit mit
EY,, = Esup,«,; Y& > n. Daher ist Y} noch nicht einmal ein Semiamart im Widerspruch zum
vorhin Bewiesenen. Genauso zeigt man, dass infyey Yy € L'.
e Folgt aus dem ersten Punkt und dem Dominiernde-Konvergenz-Theorem.
e Man zeigt jetzt, dass X,, — 0 in L', denn daraus folgt dann, dass X,, ein L'-beschrénktes
Amart ist, nach Konvergenzsatz 7.11 fast sicher konvergiert und wegen

E|lim X,

n—00

= Eliminf |X,| <liminfE|X,| =0
n—oo n—oo

ist auch hier der Grenzwert Null:
Man zeigt separat EXF — 0 bzw. EX,, — 0: Zunichst ist lim,c7 EX, = 0, denn nach
letztem Punkt gilt

EX, =EE(X, | Fm) — 0
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und die Netze {EX,, },en sowie {EX, },cr miissen denselben Grenzwert haben. Nun setzt
man F := {X,, < 0} € F,, und nach letztem Punkt gilt EX,1r = EE(X,, | F»)1r — 0.
Man kann daher n > m so grofl wihlen, dass

1
EX,1p| < —.
m
Definiert man 7, :=nlp +mlpe € T, so gilt

|[EX} —EX

Tm

1
= |EXp1pe — EXplpe — EX,1p| = [EX,1p] < —.
m

Mit EX,,  — 0, gilt also auch EX;;, — 0. Genauso zeigt man, dass EX,, — 0; hier wird
lediglich F := {X,, > 0} gesetzt.
O

Folgendes SGGZ stammt aus [Dam90]. Dam beweist hiermit eine Amartversion von Satz 1.3, mit
an, = n, bzw. des ersten Teils von Satz 4.3, wobei die Voraussetzung mit U, = n fast sicher erfiillt ist.
(Es hat jedoch den Anschein, als kénnte man das SGGZ 8.4 auch so erhalten, wie Satz 8.2, indem man
im Beweis anstatt 4.6 einfach Bemerkung 4.1 verwendet.)

SaTz 8.3 (Drittes SGGZ). X, sei ein Amart und vorhersagbar. Dann konvergiert

Xn

om0
n

fast sicher.
BEWEIS. Definiere Y, := X, 11 — X,

e Y, ist ein Amart mit lim, 7 EY, = 0:Y,, ist F,,-messbar, da X,, vorhersagbar ist und Y,, € Ll,
da X, X,+1 € L!.. Es sei 0 € T. o nehme die Werte S1,-..,S, an. Dann gilt

EY, = EX 111{o—s,) — EXq 1o
k=1
und mit 7 := o + 1 € T folgt daraus, dass EY, = EX, — EX,. Da {EX, },cr insbesondere
ein Cauchy-Netz ist, ist hH% [EX, — EX,| =0, also auch hH% EY, = 0.
(4SS o€

° % — 0 fast sicher: Es sei X,, = M,, + Z,, die Riesz-Zerlegung aus Satz 7.13. Aus dem
Beweis dieses Satzes geht hervor, dass fiir den Martingalanteil M, = lim E(X,, | F,,) gilt;

n—oo

also auch
lim E(Y, | Fn) = lim E(Xp41 | Frn) — lim E(X, | Fn) = My, — My, = 0.
Nach Lemma 8.1 konvergiert Y,, — 0 fast sicher. Mit Lemma 1.3 folgt daraus
1 n
- Z Yk — 0.
n
k=1

Xa 0, da
n

Xn+1 Y1++Yn n X1
n+1 n n+1 n+1
U
SATZ 8.4 (Viertes SGGZ). Es sei X,, ein Amart und 1 < p < 2. Dann folgt aus > p- E‘i)flp < 00,
dass
Xn
Zn L0
n

fast sicher.

BEwEIs. X, = X; + M,, + A, sei die Doob-Zerlegung. M, ist ein Martingal und A,, ein vor-
hersagbares Amart. Nach Satz 8.3 gilt schon % — 0. Es muss demnach nur noch gezeigt werden,
dass % — 0. Das wird ahnlich gemacht wie im Beweis von Satz 8.2, denn genauso folgt, dass

oo EIMkak—llp o0 ]E(‘Mk

— p .
he1 —— g —— < oo. Insbesondere folgt daraus, dass ), ; M’jc‘pl‘ [ Fi=1) < oo fast sicher

und % — 0 folgt nun aus Satz 4.3 d
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BEMERKUNG 8.1. Genauso wie in obigem Beweis kann man natiirlich auch Satz 8.2 zeigen. Der

einzige Unterschied ist, dass hierbei Satz 4.6 benutzt wird um zu schliessen, dass MT — 0.
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KAPITEL 9

sreversed“ Amarts und Semiamarts

Die Indexmenge eines (Semi-)Amarts ist ab diesem Zeitpunkt —N. An der Definition von Stopp-
zeiten ({7 = n} € F,) oder der Definition von Amarts (das Netz {EX;},cr konvergiert) bzw.
Semiamarts({EX, } ¢ ist beschrinkt) dndert sich nichts. Auch im ,;absteigenden® Fall gilt, dass jedes
Amart automatisch ein Semiamart ist(Satz 9.1). Mit Satz 9.2 wird gezeigt, dass dieselben Abgeschlos-
senheitseigenschaften gelten wie bei ,,aufsteigenden® Amarts. Hier kann jedoch auf die Voraussetzung
der L'-Beschrinktheit verzichtet werden. Dieses Phéinomen zieht sich iibrigens durch das gesamte
Kapitel. Der Grund ist recht simpel:

Die Beweise sind allesamt ,,Stoppzeitenbeweise“. Es werden Stoppzeiten 7 € T' auf einer Menge
F € F definiert. Um die Definition zu komplettieren wird die Stoppzeit auf F'¢ auf ein n > 7 gesetzt.
Im absteigenden Fall kann immer n = —1 gewihlt werden, wohingegen n im aufsteigenden Fall immer
von 7 abhéngt.

In Abschnitt 1 wird u.a. gezeigt, dass die Amarteigenschaft, unter T-gleichgradiger Integrierbarkeit,
dquivalent ist zur Fast-Sicher-Konvergenz. Und, dass absteigende Amarts, ohne zusétzliche Bedingun-
gen, fast sicher und in L' konvergieren.

Die vorangegangenen Ergebnisse erwecken, aufgrund der hiufig vernachléssigbaren Bedingung der
L'-Beschréinktheit, den Anschein als wiirden sich Prozesse, adaptiert beziiglich absteigender Filtratio-
nen, ,, besser® verhalten als Aufsteigende, was offensichtlich in vielerlei Hinsicht richtig ist. Aber nicht
immer, denn in Abschnitt 2 wird ein Beispiel gegeben in dem genau das Gegenteil der Fall ist.

In Abschnitt 3 wird die Riesz-Zerlegung von absteigenden Amarts prisentiert. Es wird gezeigt,
dass diese, im Gegensatz zum aufsteigenden Fall, nicht mehr eindeutig sein muss.

Ziel des letzten Abschnitts 4 ist es hinreichende Bedingungen an ein Amart X, und eine Funktion
¢ zu stellen so, dass auch ¢(X,,) ein Amart ist.

KONVENTION 9.1. X, sei integrierbar, beziiglich einer Filtration {F, }nc—n adaptiert und es sei,

wie gehabt, F_oo = (] Fn. T sei die Menge aller beschriinkten Stoppzeiten beziiglich {F}, }ne—n-
ne—N

BEMERKUNG 9.1. {EX,},;cr konvergiert. < Fiir jede Folge 7,, | beschriinkter Stoppzeiten kon-
vergiert {EX;, }nen (Denn es gilt ein dhnlicher Sachverhalt wie der Inhalt von Lemma 6.1; der Beweis
kann fast nahtlos ibernommen werden).

SATZ 9.1. Jedes Amart ist auch ein Semiamart.
BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert ein n so, dass fiir alle 7 <n
EX, —EX,| <1
Fiir beliebiges 0 € T kann man nun EX,, auf Grundlage von
Xo = Xovn + Xorn — Xn,

grob abschétzen. O
SATZ 9.2. e Die Menge der (Semi-)Amarts, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum und beziiglich
fester Filtration, ist ein Vektorraum.
o Ist X, ein Semiamart so auch X,5, X, und |X,|.

o Ist X, ein Amart so auch X;I, X und |X,|.
o (Semi-)Amarts sind abgeschlossen gegendiber ,inf(-,-)“ und ,sup(-,-)*“

BEWEIS. o klar
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e 7u zeigen ist, dass aus

sup [EX,| < oo
TeT

auch

supEXT < oo
TeT

folgt. Dazu verfahre wie im Beweises von Lemma 7.5, wéhle aber 7y = 71¢x_>01+(—1)1{x. <0}
Mittels erstem Punkt ist
X, =-X,+XF
ein Semiamart und auch
1Xnl =X+ X, .
e 7Zu a > 0 beliebig wéhle n € —N so klein, dass
[EX, —EX,| < a,
falls o, 7 < n. Wihle 79 < n so, dass fiir alle o < 7
EXS >EX] —a.
(Das funktioniert natiirlich, da {EX}},e7 durch Null nach unten beschriinkt ist.) Es sei
o1 :=0lyx, >0y + Tol{x, <0} 01 ist eine Stoppzeit mit o1 < n. Daher gilt
EX} — JEX;E =EX — EX:1(x, >0p < EX} — EX1ix, >0}
= ]EX:: + ]EXTO]-{X0<O} — ]EXTO]-{XU<0} — EXTO]_{ngo} = ]EXa'l - EXTO < a.
Fiir o < 19 ergibt sich also
EX -EX}|<a
und genauso wie in Lemma 7.5 folgert man daraus, dass {EX;},cr konvergiert. Demnach
ist X, ein Amart, also auch X, = —X,, + X, und |X,,| = X, + X, .
o Wegen
inf(X,,Y,) =X, +Y, —sup(X,,Y,)
und erstem Punkt brauchen wir nur zu zeigen, dass sup(X,,Y;,) ein (Semi-)Amart ist, was
aber ebenfalls aus den vorherigen Punkten via

1
sup(X,,Y,) = §(Xn +Y,+ X, —Y.])

folgt.

LEMMA 9.1 (Eine Maximalungleichung). X,, sei ein Semiamart. Dann gilt fir jedes a > 0

aP( sup |X,,| > a) <supE|X,| < oco.
me—N TeT

BEWEIS. Der Beweis der ersten Ungleichung ist derselbe wie der von Lemma 7.6; nur, dass man

jetzt 7 := —1 auf F° definiert und F = {max,,>n | X;n| > a} ist.
Es ist noch zu zeigen, dass {E|X |}, e beschrinkt ist. Das folgt aber aus dem zweiten Punkt von
Satz 9.2. 0

1. Konvergenzsitze

Im Ersten Konvergenzsatz wird gezeigt, dass, unter L'-Dominiertheit, X,, genau dann ein Amart
ist, wenn X, fast sicher konvergiert. Die Bedingung der L'-Dominiertheit wird im Vierten Konvergenz-
satz auf eine T-gleichgradige Integrierbarkeit abgeschwicht. Im Zweiten und Dritten Konvergenzsatz
wird gezeigt, dass absteigende Amarts schon fast sicher und in L' konvergieren. Das ist insbesondere
eine Verallgemeinerung der Konvergenz von absteigenden Martingalen geméfl Satz 5.4. Die meisten
Ergebnisse aus diesem Abschnitt wurden von Edgar und Sucheston in [Suc76a] bewiesen bzw. sind
einfache Folgerungen aus ihren Resultaten.

SATz 9.3 (Erster Konvergenzsatz). Ist { X, }ne_n L'-dominiert, dann sind dquivalent:
(1) X, konvergiert fir n — —oo fast sicher.
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(2) X, ist ein Amart.

BEWEIS. Der Beweis kann, genauso wie der Beweis von Satz 7.9, mit Hilfe einer Approximation von
Héufungspunkten durch geeignetes Stoppen erfolgen; also via Lemma 7.7. Und genau so ein Resultat
wird nun fiir den ,,absteigenden* Fall bewiesen.

Ist Y : Q — R eine Zufallsvariable, die nur Haufungspunkte von X,, als Werte annimmt, dann gilt
natiirlich fiir jedes feste n € —N und jedes a > 0

Q= |J {Xm-Y[<a}

m=—0oQ

und daher
Q= (J{|Xm—Y|<a} 10
m=l

fiir | — —oo. Wéhle nun [ € —N so klein, dass
P(;) >1—0b.
Man muss nun nur noch eine Stoppzeit 7 < n finden, derart, dass
{|X: = Y| <a} 2.
Daraus wiirde dann die zu beweisende Ungleichung
P(|X,-Y|>a)<b
des Lemmas folgen. Dazu setzt man
T=min{m; l <m <n,| X, - Y| <a}

auf ; und (damit 7 eine Stoppzeit wird) 7 = n auf Qf.
Damit hat man ein Ergebnis wie Lemma 7.7 fiir den ,absteigenden® Fall gezeigt. Alles weitere
geht vollsténdig analog zum , aufsteigenden® Fall. (vgl. Satz 7.9) O

SATZ 9.4 (Zweiter Konvergenzsatz). Es sei { X, }ne—n ein Amart. Dann konvergiert X,, fast sicher.

Der folgende Beweis findet sich in [Suc76a]. Es wird von der Maximalungleichung 9.1 Gebrauch
gemacht.

BEWEIS. Es sei a > 0 beliebig und definiere
Y,=aNX,V —a

als den, ab 4a ,abgeschnittenen® Prozess X,,. Y, ist nach Satz 9.2 ein Amart und offensichtlich L'-
dominiert. Demnach konvergiert Y,, fast sicher, nach Erstem Konvergenzsatz. Damit ist aber (bis auf
eine Nullmenge)

{sup [X,| <a}C () {Yn=Xn} C{X, -}

ne—N n<—1
Nach Maximalungleichung kénnen wir aber a so grofl wéhlen, dass
P(sup |X,| > a) < b,
also
P(X,—)>1-b
fiir beliebiges b > 0. g

Folgendes Lemma stammt aus [Suc76a] und man zeigt damit schnell, dass jedes ,absteigende®
Amart nicht nur fast sicher konvergiert(Satz 9.4) sondern auch in L!(Satz 9.5); die Bedingung der
L'-Beschriinktheit fiir Fast-Sicher-Konvergenz und L'-Konvergenz also nicht nétig ist.

LEMMA 9.2. Ist {X, }nhe—n ein Semiamart, so ist X,, schon T-gleichgradig integrierbar.
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BEwEIs. Nach Satz 9.2 ist auch |X,| ein Semiamart. Dementsprechend kann man zu a > 0 ein

70 € T finden mit
E|X;| <E|X,|+a
fiir alle 7 € T. Wahle m < 79 und setze F := {|X;| > b}. Fiir 7 < m ist
T =7lp 4+ 19lpe
eine beschrinkte Stoppzeit und
E[X:|1p =E X | - E|X7 |+ E[X7|1p.

Wegen Lemma 9.1 kann man b > 0 so grofl wéhlen, dass P(sup,,c_y |Xn| > b) beliebige klein wird. Da

mMaxp>m | Xn| € L! ist, kann man daher b so wihlen, dass

E max |Xn| 1{ sup | Xn|>b) < @
n>m ne—N

Aus der letzten Gleichung und der Wahl von 7y folgt somit
E ‘XT| lp<a+E |X.,—0| 1 <a —i—Em>ax|Xn\ 1{ sup | Xn|>b} < 2a.
n>m

ne—N

Ist 7 € T beliebig(also nicht mehr notwendigerweise 7 < m!), dann ist 7 Am ein beschriinkte Stoppzeit
< m und

E|X:|1x, 500 = EI X7 Lyx, soynfrom) T EIXA | Lx, s01n{r<m}
< Emax | Xo[ 1 wup x50y T E[Xram| 1(x, 150y <@+ 2a.
nzm ne—N

O

Das Lemma kann so nicht fiir den ,aufsteigenden® Fall gezeigt werden, da 7 (hier wire 7 > m >
70!) 1.a. keine Stoppzeit mehr ist. Tatséichlich gilt das Lemma im aufsteigenden Fall {iberhaupt nicht,
was man mit Beipiel 2.2 sehen kann.

SaTz 9.5 (Dritter Konvergenzsatz). Jedes Amart { X, }ne_n konvergiert f.s. und in L'.

BEWEIS. Nach dem letzten Lemma ist { X, }.cr gleichgradig integrierbar. Klar ist, nach Konver-
genzsatz 9.4, dass X,, fast sicher konvergiert. Klar ist auch, dass T-gleichgradige Integrierbarkeit die
gleichgradige Integrierbarkeit impliziert.(r = n sind beschriinkte Stoppzeiten!)

Aber aus gleichgradiger Integrierbarkeit und Fast-Sicher-Konvergenz folgt nach Satz 3.3, dass
{X, }ne-n in L' konvergiert. O

SATZ 9.6 (Vierter Konvergenzsatz). { X, tne—n sei T-gleichgradig integrierbar. Dann sind dquivalent:
(1) X, konvergiert fast sicher fir n — —oo

(2) X,, ist ein Amart.

BEWEIS. Wird genauso gefiihrt, wie der Beweis von Satz 7.12. O

2. ,,Aufwirts“- gegen ,,Abwirts“-Adaptiertheit

In diesem Abschnitt soll ein Beispiel aufgezeigt werden, das deutlich machen sollen, dass aufwérts
adaptierte Prozesse ({ Xy, }nen bzgl F, = (X1, ..., X,,)) sich im Hinblick auf Martingal- bzw. (Semi)-
Amart-Eigenschaften komplett anders verhalten konnen, als ihre abwiirts adaptierten Pendants (Y, :=
X_, bzgl G, = 0(Yy; k <n) fiir n € —N). Das Beispiel stammt aus [Sch83].

BrIsPIEL 9.1. Ahnlich wie in Beispiel 7.4 wird hier X, := 2"1(g,2-n) gesetzt. Dabei ist Q = [0, 1]
versehen mit der Borel’schen o-Algebra und dem Lebesgue-MaB. X,, — 0 fast sicher und ist L'-
beschrénkt. Beziiglich F,, := o(X1,...,X,) ist X,, sogar ein Martingal.

Betrachtet man hingegen Y,, := X_,, beziiglich G,, := o(Y}; k < n) fiir n € —N, so sieht das ganz
anders aus. Wir definieren eine Stoppzeit 7 auf [0, 1] wie folgt:

7 =1inf{k € —N; Y}, # 0}

auf |J,c_n{Yn # 0} und 7 = —1 sonst. (Da X,, eine Fast-Sicher-Nullfolge ist und nur die Werte 0
und 2" annimmt ist 7 > —oo fast sicher. Interessant ist auch, dass Y; = sup,c_yYn. (Im Fall der
Aufwirts-Adaptiertheit wiirde man keine Stoppzeit finden, die uns X beim Supremum stoppt.))
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Definiert man 7,, := 7V —n fiir beliebiges n € N; so ist 7, € T'. Man mdchte zeigen, dass EY, — oo
fiir n — co. Damit wére (Y;,)ne—n noch nicht mal ein Semiamart:
1 —1
EY:, = Z E(le{m:k}) = Z E(Ykl{‘rn:k})
k=—n k=—n
-1
> B(Yilpriy) + E(Xnlircony)

k=—n

= E(2"1p2-1)1ir—1}) + EQ@" 10 2-m)1{rcny)

k=1
:zn:Z’“]P’((O,T )N {Y_ e £0}0 () {Vi=0}) +2P((0,27)n (] {¥i=0})
=1 I<—k <-1
+2"P((0 n Y {m#o0p
I<—n
= Z 25P((0,27%) N{Y g # 0} N{Y_(xq1) = 0}) +2P((0,271) N {Y_; = 0})
k=1

+27P((0,27") N {Y- (g1 7 0))

= Z 2FP((0,27%) n[27*H+D 27F)) 40 + 27P(0, 27 FY)

— Z2k(2—k _ 2—(k+1)) + 2—1 _ nT—H

3. Riesz-Zerlegung

Auch im absteigenden Fall existiert eine Riesz-Zerlegung, wie der folgende Satz, bewiesen in
[Gut82], zeigt. Die Besonderheit hierbei ist, dass diese Zerlegung i.a. nicht mehr eindeutig ist. Das
anschliessende Beispiel macht dies deutlich.

SATZ 9.7. { X, }ne—n sei ein Amart. Dann ezistiert eine (nicht notwendig eindeutige (siehe Beispiel

9.2)) Zerlegung
X,.=Y,+72,

ml ein Martingal Yy, und ein T-gleichgradig integrierbares Amart Z, mit Z, — 0 fast sicher und in
L.

BEWEIS.

Y, =EX 1| Fo)+ X —EX_1]| Foo)

Dabei sei X_, der Grenzwert von X,,. (siehe dazu Satz 9.5) Man sieht leicht, dass Y,, ein Martingal

ist. Wir miissen noch untersuchen, ob Z,, = X,, —Y,, die Eigenschaften aus dem Satz erfiillt.
Zunichst ist Z,,, als Summe von Amarts, auch ein Amart. Schliesslich konvergiert

Zy — 0

fast sicher und in L' nach Levy-Downward-Theorem und Satz 9.5. Dass {Z;}rer gleichgradig inte-
grierbar ist, folgt aus Lemma 9.2. O

Folgendes Beispiel(aus [Sch83]) zeigt, dass bei ,,fallenden® Amarts tatséchlich nicht mehr von der
Riesz-Zerlegung gesprochen werden kann.

BEISPIEL 9.2. Wihle 1 < p < 2 und eine Folge W,, ~ W unabhéingig mit E|W|’ < oo und

EW = 0. Definiere
1 n
an = m Eil Wm
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Mit Satz 1.10 erhilt man, dass { X, },c_n fast sicher gegen Null konvergiert. X, ist auch L'-dominiert,
denn in [Kla74] wird gezeigt:

Ist f: Ry — R, streng monoton wachsend so, dass fiir ein r > % immer noch f;;?) T und sind

Y, ~ F € L' unabhingig, nicht entartet und zentriert, dann sind fquivalent:
FH(=l) d
@) S py 12 fy v T () < 00
(2) EsupneN W < Q.

Wendet man das mit f(y) = y% und r = % sowie Y, = W,, an, so muss man

||”
/ |z] / yiidde(x) < oo
|z|>1 1

. . .. . . z/P L -1 . .
zeigen um die L'-Dominiertheit von X,, nachzuweisen und wegen fl‘ ! y rdy < p%l |z|P7 ist dieses

Integral tatsichlich < Z5E[W " < co.
Nach Konvergenzsatz 9.3 ist X,, ein Amart und hat wegen Lemma 9.2, schon alle Eigenschaften
von Z,. Eine triviale Zerlegung wére somit

Xp =0+ X,

Eine weitere Riesz-Zerlegung ist

n

1 n
X_, = Wot | X.o—=S"w,|.
m=1 i < n mz::I )

Offensichtlich ist Y_,, = % > W, ein Martingal und Z,, = X, — Y,, ein Amart. Da jedes ,fallende“
m=1

Amart T-gleichgradig integrierbar ist, ist nur noch die Konvergenz gegen Null zu zeigen, was man aber

schnell aus dem Vorherigen sieht:

n

>, <

- nl/P
m=1

n

> Wi

m=1

1 1

e =0.

4. Stabilitdtsanalyse

Es wird untersucht unter welchen Bedingungen an die Funktion ¢ : R — R und das Amart X,
¢(X,,) wieder ein Amart ist. Es wird sowohl der aufsteigende als auch der absteigende Fall betrachtet.
Man stellt u. a. fest, dass es ausreicht, wenn ¢ stetig ist, und {¢(X,)}rer gleichgradig integrierbar ist.
Anhand zweier Beispiele wird gezeigt, dass diese Voraussetzungen nicht durch eine L'-Beschrinktheit
von {¢(X;)}rer oder gleichgradige Integrierbarkeit von {¢(X,,)}nen ersetzt werden konnen. Die Er-
gebnisse stammen aus [Sch83] Teil 1 Kapitel 5.

SATZ 9.8. { X, }ner sei ein Amart] = —N oder N und fir T = N L'-beschrinkt. ¢ : R — R sei
stetig und ¢(x) = O(x). Dann ist {¢(Xn) ner ein L*-beschrinktes Amart.

Dies gilt nicht mehr fiir Sub- oder Supermartingale X,,. Wahlt man zum Beispiel die determi-
nistische Folge X,, = %, so ist X,,, unabhingig von der Filtration, immer ein L'-beschriinktes Super-
martingal. Nun kann man eine stetige Funktion ¢(z) = O(z) finden, sodass ¢(X,) = (—1)"X,, gilt.
Natiirlich ist, ¢(X,) dann kein Sub- oder Supermartingal mehr. (Fiir einen Graphen von ¢ verbinde
einfach die Punktfolge {(Z,(—1)"1)},en zu einem Polygonzug, setze fir z < 0, ¢(z) = 0 und fiir

x> 1, ¢(x) = —1.)

BEWEIS VON STz 9.8. Wir kénnen uns auf ¢(0) = 0, X,, > 0 sowic lim 1) — ) beschriinken,
denn:
e gilt z.B. lim @ = a # 0, dann wiirde die Aussage aber fiir
T—00

() = ¢(x) — az
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gelten und aufgrund der Linearitit wire ¢(X,) = ¥(X,) + aX, ein Amart.(Um die L'-
Beschrankheit zu zeigen, werden wir diesen Punkt nicht brauchen, lediglich die Einschrankung,
dass X,, > 0 ist. Das ist wichtig; sonst konnten wir im Fall I = —N i.a. nicht schlufifolgern,
dass ¢(X,,) L'-beschriinkt ist, da wir dies fiir X,, nicht vorausgesetzt haben.)

e ist X,, nicht notwendigerweise > 0, so gilt die Aussage aber fiir ¥(X,, ) := ¢(—X,,;) und
#(X,F) und wegen ¢(0) = 0 ist

A(Xn) = (X)) + (X))

ein Amart.
e ist ¢(0) # 0, so definiere einfach

() = o) — $(0).
Mit 9 (X,,) ist, aufgrund der Linearitét, auch ¢(X,,) = ¥(X,) + ¢(0) ein Amart.
Zunéchst ist nach Konvergenzsatz 9.4 bzw. 7.11 klar, dass ¢(X,,) fiir |n| — oo fast sicher konvergiert.
Im folgenden zeigen wir die L!-Beschriinktheit. Dazu wihle R > 0 und A > 0 so groB, dass fiir alle
>\
|¢()] < Ra.

Fiir z € [0, \] gilt sowieso eine Beschriinkung der Form
¢(z)| < M < oo.
Nun benutzt man
[9(Xr)| = |o(Xo)| Lix, <ny +[0(X7)[1x, 52y € M1x <n + RX;1x s

(Hier wurde nur X,, > 0, also nicht der erste Punkt verwendet.) Man erhélt insbesondere,dass ¢(X,,)
ein Semiamart ist, und im Fall von I = —N sind wir aufgrund von Satz 9.2 und Konvergenzsatz
9.6 fertig. Um die Amart-Eigenschaft auch fiir I = N zu erhalten, méchte man Konvergenzsatz 7.12
anwenden. Dazu muss noch gezeigt werden, dass ¢(X,,) T-gleichgradige integrierbar ist. Man zeigt
sogar, dass {#(X;)}rer gleichgradig integrierbar ist:

Mit Hilfe von Maximalungleichung 7.6 erhélt man

E[o(X7)] 1gx)>a < E[0(X)] Lpx,)>alx,>x + E[o(X7)][ 1gx,)>alx, <A

M
< REX, + M sup E|6(X,)|
a reT

M
< RsupEX; + —supE|o(X;)].
TET a rerT

Nach der Rechnung zur L'-Beschriinkheit weil man, dass sup, ., E|¢(X,)| < oo und kann, durch
geeignete Wahl von R und a,

sup E(|o(X7)[ 1jp(x.)|>a)

TeT
beliebig klein machen, denn wenn man lim @ = 0 benutzt, dann gilt sogar:

r—00

wir finden zu beliebigem R > 0 ein A > 0 so , dass fiir alle z > A
p(z)| < R-x
gilt. U
Aus dem Beweis des letzten Satz folgt sofort ein Korollar.

KOROLLAR 9.3. (1) Ist{X,}nen ein L*-beschrinktes Amart, ¢ : R — R stetig und {¢(X,)}rer
gleichgradig integrierbar, so ist auch ¢(X,,) ein Amart.
(2) Ist {X,}ne—n ein Amart, ¢ : R — R stetig und ¢(X,,) ein Semiamart, so ist auch ¢(X,,) ein
Amart.

Das Korollar sieht im ersten Moment so aus, als seien die Voraussetzungen im Gegensatz zum
letzten Satz wieder verstiarkt worden, folgende Beispiele zeigen aber, dass man die Voraussetzungen
trotzdem nicht wesentlich abschwiichen kann. Die Beispiele stammen aus [Sch83]
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BerspieL 9.3. Wihle die Folge X, aus Beispiel 7.6 (1), aber diesmal mit p < 1. Dann ist X,,,
aufgrund von L'-Dominiertheit und fast sicherer Konvergenz (siche Konvergenzsatz 7.9), ein L'-
beschrénktes Amart. Zur L'-Dominiertheit:

SUpP, ey Xn ist kP im Interval [%H7 %) und dementsprechend ist

>° 1 1 > kP 1
Esup X, =Y k(—-—-— )= < :
=30 () = g S L <

neN

Wiéhlt man ¢(z) = \x|%, so zeigt man, wie in Beispiel 7.6 (1),

d(Xn)
ist gleichgradig integrierbar und
Eo(X,, ) =1
Gleichzeitig konvergiert E¢(X,,) — 0. Damit ist ¢(X,,) kein Amart mehr. Um das einzusehen, kann
man sich aus n T und 7, T eine , Mischfolge“ o, T basteln so, dass E¢(X,,, ) nicht konvergiert. Nach
Lemma 6.1 ist damit ¢(X,,) kein Amart.

Wir kénnen demnach die Voraussetzung der gleichgradigen Integrierbarkeit von {¢(X;)}rer im
Korollar nicht durch die gleichgradige Integrierbarkeit von ¢(X,,) ersetzen.

BEISPIEL 9.4. Man wéhlt als Grundlage die Folge X,, aus Beispiel 7.4. X, ist T-L'-beschriinkt
1
und fast sicher konvergent, aber kein Amart. Definiert man nun ¢(z) := z» und schreibt
X = (X2)7 = 9(X2),
dann ist, fiir p < 1, aufgrund von L'-Dominiertheit und fast sicherer Konvergenz, XP ein Amart. Zur

L'-Dominiertheit:
sup,en X2 ist 287 auf (5557, 5] und dementsprechend ist

Bamx —Soghr (L L\ _on2 a1
sup "*22 ok~ gk+1 *Zglwl—z 91—p < 00

n€N h—1 h—1 k=1

Wir haben hier also ein Beispiel, dass zeigt, dass wir die Voraussetzung der gleichgradigen Inte-
grierbarkeit von {¢(X,)},er im Korollar i.a. nicht durch eine T-L'-Beschrinkheit ersetzen kénnen.
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KAPITEL 10

Amarts mit gerichteter Indexmenge

In diesem Kapitel stehen Amarts, geordnete Amarts, Semiamarts und Quasimartingale mit gerich-
teter Indexmenge im Mittelpunkt. Diese werden zunéchst definiert und im Anschluss wird gezeigt, dass
jedes Quasimartingal ein geordnetes Amart ist. In Satz 10.2 werden &quivalente Beschreibungen von
Amarts und geordneten Amarts aus [Suc76b] vorgestellt. Dieses Ergebnis ist ein wichtiges Hilfsmittel
im Beweis der Riesz-Zerlegung. Wie Satz 10.3 zeigt, gelten auch im Fall einer gerichteten Indexmen-
ge die niitzlichen Abgeschlossenheitseigenschaft von Amarts bzw. Semiamarts wie wir sie schon fiir
Amarts mit Indexmenge N oder —N kennengelernt haben.

Abschnitt 1 enthélt einige Konvergenzsétze fiir gerichtete Amarts. Unter anderem wird gezeigt,
dass L'-beschriinkte Amarts in Wahrscheinlichkeit konvergieren und besitzt die zugrundeliegende Fil-
tration zusitzlich die Vitali-Eigenschaft, so konvergiert jedes L'-beschrinkte Amart sogar essentiell.

In Abschnitt 2 wird die Riesz-Zerlegung von (geordneten) Amarts mit gerichteter Indexmenge
bewiesen.

KONVENTION 10.1. Im folgenden sei, soweit nicht anders gesagt, G eine gerichtete Menge, {F; }rea
eine Filtration und, fiir jedes t € G, X; € L' und F;-adaptiert.

DEFINITION 10.2 ((geordnete) Amarts, Semiamarts, Quasimartingale). e X, heisst geord-
netes Amart, falls das Netz {EX, },cr,., konvergiert.
e X, heisst Amart, falls das Netz {EX },cr konvergiert.
o X, heisst Quasimartingal, falls es ein C' > 0 gibt derart, dass fiir beliebige n € N, t; < ... <
th €G

n—1
ZE |E(th+1 | ‘Ftk) - th| <C.
k=1
e X, heisst Semiamart, falls das Netz {EX, },cr beschrinkt ist.

Im Fall G = N fallen obige Definitionen mit den Urspriinglichen zusammen und jedes geordnete
Amart ist ein Amart.

SATZ 10.1. Jedes Quasimartingal ist ein geordnetes Amart.

BEWEIS. Man definiert
n—1
M :=sup{Y E[E(X;,, | F) = Xp, | s neN, ty € Gty < ... <ty}.
k=1
Aus der Definition des Quasimartingals geht hervor, dass M < oo. Es sei a > 0. Dann existieren
§1 < ...< 8y, € G mit

m—1
> E[E(Xg, | Fo) = Xo| > M —a.
k=1
Es seien s, <t < ... <t,. Dann gilt
m—1 n—1
D E[E(Xs ., | Fon) = Xoo| +EE(Xe, | Fo) = Xop| + Y E[E(Xy,, | Foi) = Xo | < M.
k=1 k=1

Daraus folgt

n—1 n—1
S E[EX,, | Fu) — Xo| SE[E(X, | Fo,) = X |+ > B [E(Xe,, | Fiy) — Xe | <a
k=1 k=1
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Ab hier verlduft der Beweis wie im Fall G = N. Es sei 7 € Tyq mit 7 > s,, und 7 nehme die Werte
ty <...<t, an. Fiir beliebiges t,,4+1 :=t > 7 gilt

EX, —EX; =Y Y E(Xy, — Xp ), ) 1=,
k=1j=k
J

S E(Xy, —E(Xe, . | F) L=ty

1

n
Jj=lk

Daraus folgert man

EX, — EXy| < a.
Ist 0 > sy, 0 € Torq und ist s > o, so gilt auch

[EX, — EX;| < a.

Daraus folgt
[EX, —EX,| < 2a.

Demnach ist {EX; },er,,, Cauchy und somit konvergent. O

Fiir die nachfolgende Charakterisierung von geordneten Amarts(Satz 10.2) bendtigt man eine
weitere Ordnung auf Ty.q, die Ty,q ebenfalls zu einer gerichteten Menge macht.

DEFINITION 10.3 (,€% auf T'). Es seien 0,7 € T.
c €71 deG: og<t<T fast sicher

SATZ 10.2 (Charakterisierung von (geordneten) Amarts). o s sind dquivalent
(1) X ist ein geordnetes Amart.
(2) lim E |E(X‘r | fo) - XU| =0
0Z7;0,7€Tora
e Fs sind dquivalent
(1) X; ist ein Amart.
(2) lim E |E(X‘r | j:cr) - XU‘ =0
o<rt;o,7€T
Dabei ist ein Doppellimes wie lim . E|E(X, | Fy) — Xo| = 0 wiefolgt zu verstehen:
oZT1;0,TETora
Zu beliebigem a > 0 existiert ein p € Ty,,q derart, dass fiir alle p € o € 7
E|E(X, | Fy) — Xo| < a.
BEWEIS VON SATZ 10.2. e Gilt (1), so existiert zu a > 0 einr € G derart, dass aus p,7 > r
IEX, - EX,| < a
folgt. Nun sei r € p € 7. Definiert man fir F' € F,
0:=plp+71lpc,

dann ist
E(X, -E(X;| F,))1r =EX, —EX, < a,
dar <o Mit F={X,>E(X;|F,)} folgt
E(Xp - ]E(XT | ]:p))+
Wiahlt man F = {X, < E(X;| F,)}, dann ist
E(X, -E(X,|F,)” =EX, -EX, < [EX, - EX,| < a.
Also ist fiir p € 7 hinreichend gross
E|E(X,|F,) — X,| < 2a.
Gilt andererseits (2), so ist, fiir p € o hinreichend gross,
|EX, - EX,| = [EE(X, | F,) — EX,)|
<E|E(X,| F,) —EX,| <a.
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r sei der grosste Wert von p € Tyq. Dann gilt fiir alle o, 7 > r, dass
EX, —-EX.| < |EX, -EX,|+ |[EX, - EX;| < 2a.

Demnach ist {EX,},cr,,, Cauchy und konvergiert.
e Der Beweis wird wie im ersten Punkt gefiihrt.
O

Obiger Satz ist offenbar eine Weiterentwicklung von Lemma 7.8 und genauso wird auch dieser

im Beweis der Riesz-Zerlegung von (geordneten) Amarts verwendet.(siehe Satz 10.10 oder [Suc92],
Abschnitt 1.4)

LEMMA 10.1. Es sei entweder { X, }ieq oder {X; Viec L'-beschrinkt. Dann sind dquivalent:

(1) {EX, }rer konvergiert.
(2) {EX- }rer und {EX T}, cr konvergieren

BEWEIS. Der Beweis ist derselbe wie der von Lemma 7.5. O

Auch im Fall einer beliebigen gerichteten Indexmenge gelten, genauso wie bei G = N, alle Abge-
schlossenheitseigenschaften, die aus Satz 7.6 bekannt sind. Mit Hilfe von Lemma 10.1 wird der Beweis
genauso gefithrt wie der von 7.6.

SATZ 10.3. {X:}hieq sei L -beschrinkt.

e Die Menge der L'-beschrinkten (Semi-)Amarts, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum und
beziiglich fester Filtration, bilden einen Vektorraum.

o Ist X; ein Semiamart so auch X;, X; und | X,|.

o Ist X; ein Amart so auch X;%, X; und | X,|.

o (Semi-)Amarts sind abgeschlossen gegeniiber ,inf(-,-)*“ und ,sup(-,-)*“

Es existiert auch eine Art von Maximalungleichung, wobei ,,sup* durch ,lim sup® bzw. ,elim sup*“
ersetzt wird. Um diese zu verstehen bendtigt man noch eine kleine Definition und ein Lemma:
limsup, cr EX; = inficg sup, > EX7.

LEMMA 10.2. Es sei a € R. Dann gilt fast sicher

{elimsup X; > a} C elimsup{X; > a}
teG teG
BEWEIS. Man benutzt, dass man essentielle Infima bwz. Suprema immer als abzéhlbare Schnit-
te(Infima) bzw. Vereinigungen(Suprema) darstellen kann:
Zuniichst existiert eine Folge {t,} C G mit ¢, > s und

o0
{esup X; > a} = {sup Xy, > a} = U
t>s neN n—1

{X¢, > a} Cesup{X; >a}
t>s

fast sicher. Es existiert auch eine Folge {s,} C G so, dass einerseits
einfseq esup,s, Xy = infen(esup,>, X¢) und andererseits
einfyeqesup,s { Xy > a} =(,_, esup;>, {X; > a}. Dann gilt

oo oo
1
einf esup X; > a} = {inf (e sup X;) > al = esup Xy >a+ —
(e infesup X > a) = {inf e sup X0 >} = U (Ve X >0+ 1)
o0 (o] o0
- esup Xy >a}l = esup X¢ >a
nglnrjl{ o } Dl{ E :

oo
- ﬂ esup{X; > a} = e inf esup{X; > a}
n=1 t>sn seG t>s

fast sicher. O
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LEMMA 10.3. Es seia > 0 und X; > 0, fir allet € G. {Fi }iec erfille die Vitali-Bedingung. Dann
gilt

1
P(elimsup X; > a) < —limsup EX,.
teG a  rer

Der Beweis stammt aus [Suc92], Abschnitt 4.2.

Bewels. Fir 0 < b < a sei F; := {X; > b}. Nach vorangegangenem Lemma weiss man, dass
{elimsup,cq X; > b} € F*. Wegen Satz 6.7 existiert, zu beliebigen ¢t € G und ¢ > 0, ein 7 € T' mit
T >t so, dass P(F;) > P(F*) — c¢. Damit ist

EX, =) EXilgy 2> ) EXdignr

teG teG
> b3 P({r =t} N Fy) = bB(F,) > b(B(F*) — c).
teG

Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt war ist sup, -, EX, > bP(F*) fiir beliebiges t € G. Also auch
inf sup EX, > bP(elimsup{X; > b}).
G

teG r>¢ te

Damit inf;eq sup,s; EX; > aP(elimsup{X; > a}) gilt, muss nur noch gezeigt werden, dass z.B.
= teG

1
lim elimsup{X; >a— —} D elimsup{X; > a}.
n—oo te@ n teG
Dies gilt weil:
Sind {FE;}ieq und {F;}ieq zwel Familien von Ereignissen mit F; C Ej, fiir alle t € G, so gilt
esup;>, Fy C esup,>, By fiir jedes s € G, und daher auch

elimsup F; = e inf esup F} C e inf esup E; = elimsup E;
teG s€G  4>¢ s€EG ¢>5 teG

fast sicher. Demnach ist elim sup;e{X¢ > a—1} | und fiir jedes n € Nist elimsup,e{X; > a—1

n

2
elimsup,co{X; > a}. O

1. Konvergenzsitze

Betrachtet man Amarts mit gerichteter Indexmenge, so tritt, genauso wie im Fall von Martin-
galen mit gerichteter Indexmenge, das Problem auf, dass man i.a. nicht mehr von einer Fast-Sicher-
Konvergenz sprechen kann. Dementsprechend konvergieren L'-beschriinkte Amarts bzw. geordnete
Amarts lediglich in Wahrscheinlichkeit(Satz 10.4). Dieser, erstmals in [Suc76a] bewiesene, Satz wird
angewendet um Satz 6.5 mit einem Amartbeweis zu versehen. Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist
Konvergenzsatz 10.9 der besagt, dass, unter der Vitali-Bedingung, L'-beschrinkte Amarts essentiell
konvergieren. Geschlossen wird mit einem Beispiel in dem ein L'-beschrinktes Supermartingal, auf
einer Filtration mit Vitali-Eigenschaft, konstruiert wird welches jedoch nicht essentiell konvergiert.

SaTz 10.4 (Erster Konvergenzsatz). FEs sei X; ein geordnetes Amart.

o Ist X, L'-beschrinkt, so konvergiert X; in Wahrscheinlichkeit.
o Ist X, gleichgradig integrierbar, so konvergiert X, in L.

ANWENDUNG 10.1. Obiger Satz kann dazu verwendet werden, um das Radon-Nikodym-Theorem
zu beweisen. Und zwar ohne Verwendung des bedingten Erwartungswerts oder des Martingalbegriffs.
(siehe Satz D.1 im Anhang oder [Suc92]).

BEWEIS. e Wihle s, T so, dass fiir alle s, < 71,72 € Torq
1
EX, —EX.|< on-
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Es sei nun ¢, T mit s, < t, fiir alle n € N. Wéahle zu a > 0 ein m € N mit 27 < a. o sei
eine einfache(beschriinkte) Stoppzeit beziiglich der Filtration {F;, }neny mit o > m. Man will
zeigen, dass t, eine Stoppzeit beziiglich {F; }1cq ist. Das heisst es ist {t, =t} € F; zu zeigen.

{ty =t} = U o=t

s,ts=t,P(c=s)>0

und damit ist nur noch zu zeigen, dass {t, = ts} € F,.

{te=t}= |J {o=kn{to=t}= |J {o=k

k,tr=ts kitp=ts

und {o = k} € F,. Da die Vereinigung nur iiber solche k mit ¢, = t5 geht, ist {o = k} € F,
und daher {t, = ts} € F,.

t, ist sogar eine geordnete Stoppzeit, denn o nimmt nur endlich viele Werte an und {t,, },,
ist vollstdndig geordnet. Wegen s,,, < t,, <t ist

1
|]E)(t(7 *EXtm| < 277” < a.

Also gilt fiir alle beschrinkten Stoppzeiten o, p > m bzgl. {F;, }n
U:E)(t(7 - Eti‘ < 2a

und das Netz {EX;_}, ist Cauchy. Demnach ist {X; }, ein Amart. Dieses konvergiert fast
sicher nach Satz 7.11, insbesondere auch in Wahrscheinlichkeit. Dass das Netz {X; };1c¢ auch
in Wahrscheinlichkeit konvergiert folgt aus Lemma 6.1, falls wir zeigen kénnen, dass ,, Kon-
vergenz in Wahrscheinlichkeit® #dquivalent ist mit der Konvergenz beziiglich einer Metrik.
d(X,)Y) :=E(|X —Y|A1) ist gemiB Satz B.2 ein Kandidat fiir solch eine Metrik auf dem
Raum der Zufallsvariablen X : Q@ — R.
Der Beweis ist der gleiche wie im ersten Punkt, bis zu der Stelle in der gezeigt wird, dass
{X,, }» in Wahrscheinlichkeit konvergiert. Nun benutzt man Satz 3.3 um auf die L'-Konvergenz
von {X; }, zu schliessen. Jeder L'-Raum ist in kanonischer Weise auch ein metrischer Raum
und Konvergenz in L' heisst nichts anderes als Konvergenz bzgl. der Metrik d(X,Y) =
E|X — Y. Daher folgt die Behauptung, wie im ersten Punkt, aus Lemma 6.1.

O

ANWENDUNG 10.2. Man erhilt als Folgerung wieder das, aus Satz 6.5, bekannte Ergebnis, dass
ein (Sub-)Martingal X; mit sup EX,;” < co in Wahrscheinlichkeit konvergiert.

teG

BEWwWEIS. Nach Satz 6.3 gilt fir alle 0 < 7 € Ty,q EX, < EX,. Aber zu jedem 7 € Ty,q existiert
ein t € G mit 7 < t und daher gilt

EX, <EX; < supIElXtJr < 00.
teG

Ergo ist {EX; },;er,, ein steigendes Netz was nach oben beschrinkt ist. Aus der Definition der Netz-
konvergenz geht hervor, dass so ein Netz gegen sup, o EX; konvergiert. X; ist ein geordnetes Amart

und konvergiert in Wahrscheinlichkeit. g
SATZ 10.5 (Zweiter Konvergenzsatz). L!-beschrinkte Quasimartingale konvergieren in Wahrschein-
lichkeit.
BEWEIS. Benutze Satz 10.1 und Satz 10.4. O

Der néchste Konvergenzsatz ist vergleichbar mit Anwendung 7.4. Jedoch kostet uns die Verallge-
meinerung auf gerichtete Indexmengen die Fast-Sicher-Konvergenz. Man erhilt lediglich eine Konver-
genz in Wahrscheinlichkeit.

SaTz 10.6 (Dritter Konvergenzsatz). L' -beschrinkte oder positive Supermartingale X, konvergie-
ren in Wahrscheinlichkeit.
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BEWEIS. Es sei zunédchst X; > 0. Wéhle eine Folge 7, T geordneter Stoppzeiten. Nach Satz 6.3
gilt
EX, >EX
Da jedes X,, > 0 ist, konvergiert EX, . Nach Lemma 6.1 konvergiert {EX; } ¢, und nach Erstem
Konvergenzsatz konvergiert X; in Wahrscheinlichkeit.
Nun sei sup,c; E|X¢| < co. Dann ist auch —X; L'-beschriinkt und nach Satz 6.3 ein Submartingal.
Nach Konvergenzsatz 6.5 konvergiert —X;, und damit auch X, in Wahrscheinlichkeit. (|

Tn+1"

Man mochte eine Verallgemeinerung von Satz 7.9 auf beliebige gerichtete Indexmengen bewei-
sen.(Konvergenzsatz 10.8) Die Beweisidee ist genau die gleiche wie bei 7.9 und stammt aus [Suc92],
Abschnitt 4.2. Dementsprechend benutzt man auch hier ein ,, Aproximationslemma® der Form:

LEMMA 10.4. {F;}icq erfille die Vitali-Bedingung. Dann existiert zu beliebigen b > 0 und t € G
immer ein T € T mit T >t so, dass

P(| X, —elimsup X;| > b) < b.
teG
BEWwEIs. Die Behauptung ist dquivalent zu

slimsup X, = X*
TeT

und genau das soll jetzt gezeigt werden. Nach Lemma 6.6 und Satz C.1 weifl man schon, dass slimsup,. . X, <
X*. Um die Ungleichung in die andere Richtung zu erhalten benutzt man folgenden Hilfssatz:
HS 5. Fiir jede Familie {F}1cqc C F gilt

slimsup F, = F*.
TeT

Nach Hilfssatz erhilt man fiir beliebiges a € R und F; := {X; > a}

slimsup{X; > a} = slimsup U {X: > a}Nn{r =t} =slimsup F, = F* = elimsup{X; > a}.
TET el G TeT teG

Nun benutzt man die Lemmas 10.2 und C.2 um
{elimsup X; > a} C elimsup{X; > a} = slimsup{X, > a}
teG teG reT
C slimsup{X, > a} C {slimsup X, > a}
TeT T€T

zu deduzieren. Angenommen P(elim sup,c o X; > slimsup,cp X;) > 0. Dann muss ein ¢ € R existieren
mit P(slimsup, cp X; < a < elimsup,cq X¢) > 0. Also ist P({elimsup,c X¢ > a}\{slimsup, o X, >
a}) > 0 im Widerspruch zu der oben gezeigten Mengeninklusion. Demnach ist

elimsup X; < slimsup X,
teG TET

fast sicher.

BEWEIS VON HILFSSATZ 5. Eine Richtung bekommt man sehr leicht mit Hilfe von Lemma 6.6
und Satz C.1 aus

Lstim supF, = S lim sup 1p =s lim sup Z 1p, ]_{th}

TET TeT TeT teG
=slimsupl |y p,p=r) <elimsupl | pafi=r)
TeT teG TeT teG

=elim sup ]-Ft = ]-climsup Fy-
teG teG

Ist andererseits E € F so, dass lim,ep P(F; \ E) = 0, so gilt aufgrund von Satz 6.7 und P(F* \ E) <
P(F*\ F;) + P(F; \ E), dass P(F* \ E) = 0. Nach Lemma C.1 heifit das, dass fiir alle E € F mit
slimsup,cp Fr C E automatisch F* C E gilt. Insbesondere gilt F* C slimsup,cp Fr. O

O
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SaTz 10.7. Besitzt {Fi}ieq die Vitali-Eigenschaft, so existieren zu beliebiger Folge {o,} C T
einfache Stoppzeiten 1, > o, mit 7, T und

X, — X"
fast sicher.

BEwEIS. Ist X* € R so wendet man das obige Lemma induktiv an um eine Folge von Stoppzeiten
Tp = 0op mit 7, T zu erhalten so, dass

- 1
> P(X,, - X7 > ~) <o
n=1
Mittels Borel-Cantelli-Lemma folgt daraus
0 <P(X,, » X*) =P( | {limsup |X,, — X*| >q})
q€Q4 el
1
< i —X* >l < i X > 2 =
<> P(limsup{| X-, — X*| > q}) < > P(limsup{| X-, — X*| > - }) =0.
q€Q4 q€Qy
Ist X* € RU{%o0}, so gilt die Aussage fiir f(X;) und elimsup,cq f(X;), wobei f(z) := i Man
hat also einfache Stoppzeiten 7,, > o, so, dass

F(X,,) — elimsup f(X,).
teG

Indem man das essentielle Supremum bzw. Infimum in einfseq esup,~, f(X;) als abzihlbares Supre-
mum bzw. Infimum schreibt zeigt man sehr schnell, dass f(elimsup,cq X¢) = elimsup,cq f(X¢) Nun
wendet man ! an. O

SATZ 10.8 (Vierter Konvergenzsatz). {Fi}ieq erfille die Vitali-Bedingung. X sei ein Amart so,
dass fir beliebige Stoppzeitenfolgen {r,} C T immer sup,cy Xr, € L' gilt. Dann konvergiert X,
essentiell.

BEWEIS. Man wiihlt ¢, € G so, dass |[EX, — EX,| < %, fiir alle o, 7 > t,,, gilt. Wihle nun geméss
letztem Satz 7, € T' mit 7, T und 7, > t,, fiir alle n € N so, dass X, — X*.

— X, erfiillt dieselben Voraussetzungen wie X; unnd daher findet man auch hier o, € T mit
o 1T und o, > t, fir alle n € N so, dass —X,, — elimsup,cq(—X;) = —eliminficq X¢. Mittels
Dominierende-Konvergenz-Theorem ergibt sich daraus

0= lim |[EX,, —EX, |> lim (EX, —EX,)
=E lim X,, —E lim X, = Eelimsup X; — Eelignglet >0,
€

da elimsup,c o X¢ > eliminf;cq X fast sicher, nach Lemma 6.5. O

Dieser Satz wird nun verbessert, indem man mit seiner Hilfe zeigt, dass, unter der Annahme
der Vitali-Eigenschaft, jedes L'-beschriinkte Amart konvergiert. (siche auch [Suc92], Abschnitt 4.2;
Astbury hat in [Ast78] sogar gezeigt, dass die essentielle Konvergenz jedes L'-beschriinkten Amarts
tatsichlich dquivalent ist zur Vitali-Eigenschaft von {F;}ieq.)

SaTz 10.9 (Funfter Konvergenzsatz). {Fi}icq besitze die Vitali-Eigenschaft und { X e sei ein
L' -beschrinktes Amart. Dann konvergiert X, essentiell.

BEWEIS. Es sei a > 0. Nach 10.3 ist Y; := —a V X; A a ein Amart, dass insbesondere die Vor-
aussetzungen von Satz 10.8 erfiillt. Somit konvergiert Y; essentiell. Ist elimsup,cq|X:| < a, dann
gilt

—a < eliminf X; < elimsup X; < a.
teG teG
Da man essentielle Suprema (bzw. Infima) auch als abzéhlbare Suprema (bzw. Infima) darstellen kann
existieren endlich viele s1,...,s, € G derart, dass

—a < maxe inf X; < mine sup X; < a.
<n t>sg k<n t>sp
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Es sei s > s1,...,5,. Dann ist —a < einf;>, Xy < esup,>, Xy < a und demnach —a < X; < a fiir
beliebige ¢ > s. Nach Lemma 6.4 konvergiert X; essentiell auf {elimsup | X;| < a}. Wir wissen, dass, mit
X;, auch | X;| ein L*-beschrinktes Amart ist. Daher findet man ein t € G so, dass |[E|X,| — E|X,|| < 1
ist fiir alle o, 7 > t. Fiir alle 7 > ¢ gilt daher

E|X,| < |E|X.|—E|X;|| +E|X;| <1+4supE|X,| < oc.
teG

Also ist auch limsup, ¢ E | X, | = inf,er sup, >, E|X;| < co. Benutzt man dies zusammen mit Lemma
10.3, so ergibt sich fiir a — oo

P(elimsup | X¢| = 00) =0

teG

oder aber
U {elimsup | X;| < n}) = P(elimsup | X;| < c0) = 1.
nen  t€G teG
Aber daraus folgt die Behauptung, da schon gezeigt wurde, dass X; auf {elimsup | X;| < n} essentiell

teG
konvergiert. 0

BEMERKUNG 10.3. Als einfache Folgerung ergibt sich, dass L'-beschrinkte Martingale essentiell
konvergieren. (Satz 6.8) Im Allgemeinen ist es aber nicht richtig, dass L'-beschrinkte Submartingale
unter der Vitali-Bedingung konvergieren. Insbesondere ist es falsch, dass L'-beschriinkte Sub- oder Su-
permartingale Amarts sind. Selbst wenn die zugrundeliegende Filtration die Vitali-Eigenschaft besitzt.
Dazu folgendes Gegenbeispiel aus [Ast78|.

GEGENBEISPIEL 10.1. Fiir jedes m € N sei s, := 1+ ...+ m. Man definiert eine Ordnung “<“
auf G := {(m n) € N?; 1 <n < 2%} via (k,I) < (m,n) <= k < m. Dann ist {Fmmn) b mm)ea
mit Finpy = 0((54, 55-]; 1 < i < 2%), eine total geordnete Filtration. Nach Lemma 6.7 erfiillt
{Fim.n)}m,n)ee die Vitali-Bedingung. Nun definiert man einen Prozess

1
]—|- 1( n—1 Je

25m 72§m

X(m n) = 1(

2"771 729'm

Es sei (k,1) < (m,n) und A = (5}, 55| ein Atom von F ;). Dann gilt

111 1 11
EXmmla < 5o+ 5m5e < garkrt T ori 3on

1 1

= ok 5en < EX(k,l)lA-

D.h., dass X(x1) > E(X(m.n) | Fir,p))- Da sup(y, nyeq E |X(m7n)| < SUP(y nyee 1 < 1 und jedes Xy, p)
auch F(,, ny-adaptiert ist, ist {X(m,n)}(m,n)ec ein L'-beschriinktes Supermartingal. Aber X(,, ,,) kon-
vergiert nicht essentiell, denn:

elimsup Xy, ) =¢ inf e sup X, = inf sup  Ximn
(m,n)eG ( )= (B.DEG  (m,n)>(k,1) (mom) (kDEG (m,n)>(k,1) ( )
und fiir beliebiges (k,1) € G ist SUP(,, > (k1) X (m.n) = 1. Alsoist elimsup ,,, nyeq X(m,n) = 1. Genauso
sieht man, dass inf(,,;, n)> (k1) X(m,n) = 0 fiir jedes (k,1) € G; also ist
ehmlanmn = sup inf  Xinn) =0.
(mmyec” M T e may> ey ™
Nach dem letzten Konvergenzsatz wére X(,, ) auch kein Amart. Im vorliegenden Fall kann man dies
auch schnell direkt zeigen:
EX(m,n) — 0, aber mit

25m+1

7= Zl (m+1 Z)l(2ngr1 i
1=

findet man immer eine Stoppzeit 7 > (m,n), so, dass X, = 1; also EX, =1
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2. Riesz-Zerlegung

Es wird die Riesz-Zerlegung von Amarts mit gerichteter Indexmenge bewiesen, welche erstmals
von Edgar und Sucheston in [Suc76a] gezeigt wurde.

SaTz 10.10 (Riesz-Zerlegung). Ist X; ein geordnetes Amart (bzw. Amart), dann existiert eine
eindeutige Zerlequng
Xt = }/t + Ztv

wobei Y; ein Martingal ist und {Z;}rer.., (bow. {Z;}rer) in L' gegen Null konvergiert.

BEWEIS. Wegen Satz 10.2 ist, fiir festes o, {E(Y; | Fo»)}rem,.q (bzw. {E(Y: | Fs)}rer) Cauchy in
L'

rd

Y, = lmE(X, | Fy)
ist, wegen

E(Y, | F,) = imE(E(X, | F,)| F,) = imE(X, | £,) = Y,

fiir p < o, ein F.-Martingal. Insbesondere ist Y; ein geordnetes Amart (bzw. Amart) und daher ist
auch
Zt = Xt — 1/;
ein geordnetes Amart (bzw. Amart).
||ZUHL1 = HXU - YGHLl < ”XU - E(XT ‘ fa)HLl + HE(XT | fa) - YUHLl <€

fir 0 € 7 (bzw. 0 < 7) hinreichend gross, nach Satz 10.2 und der Definition von Y.
Man habe zwei Riesz-Zerlegungen

X, =Y+ 2 =Y?+ 7}

Nach Lemma 6.3 ist Y; genau dann ein Martingal, wenn {Y;},cr, ., ein {F;};er, ~-Martingal ist.
Daraus folgt, das fiir FF € F; und t <7 € Topq (bzw. € T)

E(1rY;) = EApE(Y, | 7)) = E(17Y;).
Man sieht nun, dass
E(1rY}) =limE1xY}) = imE(1pX, —1pZ)) = limE(1pX,) = ... = E(1pY}?)

und somit ist fast sicher Y,! = V2. O
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Anhang

A. zur Existenz einer Folge unabhingiger Zufallsvariablen

Es sei A das Lebesguemaf auf [0, 1].
Entwickle w € [0,1] binér, d.h.

w = 0.(4)1(4]2003 .
mit w, € {0,1}.
LEMMA A.l. (1) Die Zufallsvariablen Z,(w) := w, sind stochastisch unabhingig und auf
{0,1} gleichverteilt.

(2) Ist umgekehrt Z,, eine Folge unabhingiger auf {0, 1} gleichverteilter Zufallsvariablen, so ist
die bindre Zufallsvariable 0.21Z2=3 . .. eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable.

Nach obigem Lemma sind somit

Y (w) :=0.wiwswewig - - -
Ys(w) :=0.wowswowiyg . . .
Y3(w) :=0.wswswizwig - . .
etc.
unabhiingig auf [0, 1] gleichverteilt.

SaTz A.1 (Skorokhod-Darstellung einer Zufallsvariablen). Es sei F' : R — [0, 1] eine monotonwach-
sende rechtsstetige Funktion mit lim F(z) = 1und lim F(x) = 0. Dann existiert eine Zufallsvariable

auf ([0, 1], B[0,1], ) die F' als Verteilungsfunktion besitzt.
BEWEIS. Man wihlt als Zufallsvariable eine verallgemeinerte Inverse von F', d.h. entweder
Xt (w) =inf{z; F(z) > w}
oder
X (w) =inf{z; F(z) > w}.
Hier wird nur der Fall X~ behandelt(fiir X siehe [Wil91], Kapitel 3). Ist w < F(y), so ist y €
{z; F(z) > w} und Daher ist X~ (w) < y. Also erhilt man

w< Fly) = X~ (w) < y.

Da F rechststetig ist, gilt F'(z) > w auch fiir das Infimum all solcher z, das heisst, dass F(X~(w)) =
F(inf{z; F(z) > w}) > w. Wegen F' 1 folgt aus X~ (w) <y, dass F(X~(w)) < F(y). Also erhélt man

X" (w) <y=w< F(y).
Insgesamt ergibt sich
P(X™ <y)=P{w; w< F(y)}) = F(y).

Da jedes Y,, nur wieder das Lebesguemaf auf [0, 1] induziert kann man folgendes schliefien

KOROLLAR A.2. Zu einer vorgegebenen Folge von Verteilungsfunktionen Fj, gibt es mefibare Ab-
bildungen ®,, : [0,1] — R derart, dass X, (w) := ®,(Y,,(w)) unabhingige Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsfunktion Fj, sind.
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Das ist vor allem fiir die Beispiele, in denen die Existenz einer Folge unabhéngiger Zufallsvariablen
mit vorgegebenen Verteilungen stillschweigend vorausgesetzt wird, von Belang.
B. Konvergenz
B.1. Fast-Sicher-Konvergenz.

SATz B.1. Es seien X, X,, : Q — R Zufallsvariablen. Dann sind #quivalent:

(1) X, konvergiert fast sicher gegen X.
(2) sup |Xj — X| konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen Null.
k>n

BeEwEeis. Konvergiert X,, — X fast sicher, dann bedeutet es, dass zu a > 0 fast sicher ein n
existiert(moglicherweise abhéngig von w € 2), sodass fiir alle £ > n | X, — X| < a. Insbesondere gilt

P(lJ N{1xe— X[ <a}) =1,

neNk>n
also ist
lim P(sup [ Xy — X| > a) = lim P(| J{|Xs - X|>a}) =P(() J{|Xs - X|>a}) =0.
nTe k2n AN, neNk>n

Gilt hingegen (2), dann ist fiir jedes a > 0 lim, .o P(sup;>, [Xy — X| > a) = 0. Demnach ist
auch P(F,,) = 0, mit F,,, := limsup,,_, {|X» — X| > %} Da F,, T, ist P(Um21 F,,) = 0 bzw.
P(N,>1 F5) =1 Ist w e () Ef,, so gilt fiir jedes m € N, dass fur fast alle n € N

- m>1

[ X (w) = X (w)| <

1
m

B.2. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

SaTz B.2. Es seien X,,, X :  — R Zufallsvariablen. Dann sind &quivalent:
(1) X, — X in Wahrscheinlichkeit
(2) E(|X, — X|A1)—0
BEWEIS. Wegen
min(a, DP(|X = Y| >a) <E(|X —-Y|A1l) <a+P(|X -Y|>a)

ist offenbar E(|X,, — X| A1) — 0 dquivalent zu P(|X,, — X| > a) — 0 fiir alle a« > 0. Dabei ist die
Ungleichung fiir a > 1 offensichtlich. Ist a < 1, so gilt

aP(|X = Y[ >a) =Ealgec)x—vy SE[X = Y[1liacix—vi<1} + Ealpqx—ypy
<E|X-Y|A e x—vi<1y + E|IX-Y|A MMpqx—vp
<E|IX-Y|Al
und
E |X — Y| ANl =E ‘X — Y| A 11{|X7Y|§a} +E |X — Y| A\ 11{a<|X7Y\§1}

+E|X —-Y|A Mgx—v>1)

<dP(|X Y| <a)+Pla<|X-Y|<1H+P(|X-Y|>1)

<a+P(X—Y|>a).

SaTz B.3. Sind X, :  — R gleichmiissig beschrénkte Zufallsvariablen, dann sind dquivalent:

(1) X, — X in Wahrscheinlichkeit
(2) X, — X in L'

108



BEWEIS. (2)=-(1): Einfache Anwendung von Satz B.2.

(1)=(2): Es sei a > 0 so, dass, fiir alle n € N, |X,,| < a fast sicher. Damit man unterm Erwar-
tungswert mit X rechnen kann, ist zu zeigen, dass X € L':

|X| > a+ 4, dann ist auch |X — X,,| > a+ £ — | X,| > 1. Also gilt fiir jedes k € N

1 1
B(IX| > a+ ) SP(X = X,| > ) =0

fiir n — oco. Daher ist P(|X| > a) = 0.
Insbesondere gilt natiirlich, dass |X,, — X| < 2a fast sicher. Es sei b > 0 beliebig. Wéhle m € N so
groB, dass, fiir alle n > m, P(|X,, — X| > g) < 3%. Dann gilt, fiir alle n > m,
b b

< 2P(|X, — X|> =)+~ <b.
aP(X, - X| 2 5)+ 3

C. stochastischer Limes-Superior

KONVENTION C.1. G sei eine gerichtete Menge, (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und fiir
jedes t € G sei X; : 2 — R eine Zufallsvariable.

DEFINITION C.2 (stochastischer Limes-Superior). e Man sagt, dass eine Zufallsvariable X :
Q — RU{+o0} asymptotisch grofer als {X;}req (tn Wahrscheinlichkeit) ist, falls lime g P(X; >
X)=0.

o Der stochastische Limes-Superior slimsup,¢q X; ist definiert als das essentielle Infimum aller
X die asymptotisch grofler sind als X;.

Satz C.1. Es gilt

slimsup X; < elimsup X;
teG teG

fast sicher.

BEWEIS. Es sei r € G. Dann gilt fiir alle s > r, dass esup, s, X: > X,. Insbesondere ist
limseq P(esup;s, Xy < X;) = 0. esup;s, X; ist also asymptotisch groBer als {X;}eq. Per Defini-
tion ist daher slimsup;co X¢ < esup;s, X¢. Da dies fiir alle r € G gilt, ist

slimsup X; < e inf esup X; = elimsup X;.
teG r€G >y teG

O

LEMMA C.1. Es seien {F; }te¢ C F Ereignisse. Dann existiert ein F' € F mit 1p = slim Sup;eq 1F,-
Dariiberhinaus ist dieses Ereigniss F' das, bis auf Nullmengen, kleinste E € F mit lim;cq P(F;\ E) = 0.

DEFINITION C.3. F € F aus Lemma C.1 heifit auch stochastischer Limes-Superior von {F;}ieq.

BEWEIS VON C.1. Es sei X asymptotisch grofier als {1F, }teq. Wegen {1, > 1ix>13} = F; N
{X < 1} € {1r, > X} ist auch 1;x>1) asymptotisch grofler als 1x,. Aus 0 < P(0 > X) <
limie P(1p, > X) = 0 folgt, dass X > 0 fast sicher. Also ist lix>13 < X. Es muss demnach
slimsup,cq 1F, ein essentielles Infimum von Indikatorfunktionen sein. Da essentielle Infima als abzéhlbare
Infima geschrieben werden konnen, ist slimsup;cq 15, = 1p fiir ein F' € F. Fiir den zweiten Teil be-
achte, dass F;\ F = {15, > 15} und daher lime P(F;\ E) = 0 genau dann gilt, wenn 15 asymptotisch
grofler ist als {1p, Heq- O

LEMMA C.2. Fiir beliebiges a € R gilt

slimsup{X; > a} C {slimsup X; > a}.
teG teG
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BewEIs. Ist X asymptotisch grofier als X; und definiert man F; := {X; > a}, so gilt
P(EA\{X >a})=P(X <a<X;) <P(X < X;)—0.

Nach letztem Lemma ist slimsup,co F; € {X > a}. Auf der Menge slimsup, . F; gilt also X > a fiir
alle X die aymptotisch grofler sind als X;. Demnach gilt auch slimsup,cs X; > a bzw.

slimsup F; C {slimsup X; > a}.
teG teG

O

BEMERKUNG C.1. Der Begriff des stochastischen Limes-Superior(auch upper limit in measure
genannt), wie hier definiert, stammt aus [Wat60]. Fiir weitere Ergebnisse und weiterfithrende Infor-
mationen (u.a. zur stochastischen Konvergenz) siehe [Suc92], Abschnitt 4.1.

D. Das Radon-Nikodym-Theorem

SaTz D.1 (Radon-Nikodym). Es sei (€, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und P ein weiteres
Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (2, F), das von P dominiert wird. Dann existiert ein fast sicher eindeutiges
X € LY(Q, F,P), sodass fiir alle F € F

P(F) = Ep(X1p)
gilt.
LEMMA D.1. Zu jedem b > 0 existiert ein a > 0 so, dass fiir alle F € F
P(F) < a = P(F) <b.
BEWEIS. Man nimmt an, dass obige Inklusion nicht gilt, dann existiert ein b > 0 und F,, € F

A~ o0 o0
derart, dass P(F,,) < 3, aber P(F,) > b fiir alle n € N. Betrachtet man F := (| |J Fy, so ist

n=1k=n
einerseits
P(F) = lim P(| J Fp) < lim > P(F,) =0
k=n k=n
und andererseits
P(F) = lim P(| ] Fy) > limsup P(F,) > b
k::n n—oo
und das ist ein Widerspruch dazu, dass P von P dominiert wird. O

MARTINGALBEWEIS VON SATZ D.1. Nur fiir den Fall, dass F separabel. Dann ist F = o({F, ; n €
N}) und definiert man F,, := o(F1,..., F,), so kann  als disjunkte endliche Vereinigung der Atome
von F,, geschrieben werden

Nun definiert man

Man sieht schnell, dass fiir jedes F' € F,
P(F) = E(X,15)

gilt. Demnach ist X,, eine Radon-Nikodym-Ableitung auf dem Teilraum (2, F,,). Jedes X,, ist F,,-
adaptiert und integrierbar. Sei A ein Atom von F,,. Dann sind AN Fj,4; und AN Fy¢,; Atome von
Fn+1 und es gilt

EXnt11la =EXn1lanp,  EXnpilanr:,
=P(ANF,y1) +P(ANFS,,) = P(A) = EX,14.
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Dabher ist X, ein F,-Martingal. Man kann

EX, PO 1
P(X, >a) < = ) = -
a a a
durch hinreichend grosses a beliebig klein machen. Nach Lemma D.1 tibertrigt sich diese Eigenschaft

auch auf

E |Xn| 1{|Xn|>a} = Ean{Xn>a} = ]P)(Xn > a).
Insbesondere ist X,, gleichgradig integrierbar. Aus Satz 3.4 folgt fiir jedes F € |J,, Fn
P(F)(= E(X,1p) = E(E(Xa | Fu)lr)) = E(Xoolp).

Da |J,, Fn m-System von F ist gilt dies auch fiir beliebiges F' € F. Ergo ist Xo = lim X, eine
Radon-Nikodym-Ableitung. O

AMARTBEWEIS VON SATZ D.1. G sei die Menge aller messbaren endlichen Partitionen von €. Das
heisst,

t={F,... . F,}€G:oVk: e F.Vk#m: FrnF, =0, | F. =9
k=1

Dann existiert eine Ordnung ,,<“auf G wiefolgt.
{E1,....,En}=s<t={F,...,F,} := Vk3l . F, C E] fast sicher

In diesem Sinn ist ¢ eine ,,feinere” Teilung von €2 als s. F; sei die, beziiglich Nullmengen, vervollstandigte
o-Algebra o(t). Dann ist {F;}tcq eine Filtration. Nun definiert man

B(F)
X, = 1
t Z P(F) F
und zeigt, dass X; ein Amart ist. Dazu wéhle ein 7 € T.

P(F
X.= > Xlp_g= Y. Zngian{T:t}

teG; P(r=t)>0 teG; P(r=t)>0 Fet
P(F)
= 2 > mEle
P(F)
teG; P(r=t)>0 Fet; FC{r=t}

denn {7 =t} € F; und somit eine Vereinigung von Mengen F' € t. Bildet man nun den Erwartungswert,

so erhélt man
EX,= > P( | F)= Y Pr=t)=PQ).

t; P(r=t)>0 Fet; FC{r=t} t; P(r=t)>0

{EX.},cr ist sogar konstant; insbesondere ist X; ein Amart.

Man zeigt jetzt, dass {X;}+ce auch gleichgradig integrierbar ist.

Dazu wéhlt man fiir b > 0 ein a > 0 hinreichend klein wie in Lemma D.1 und setzt ¢ := % Dann
gilt

1 . .
P - =
( AU F) < - AZ P(F) < aP() = a
Fet; P(F)>cP(F) Fet; P(F)>cP(F)
und somit auch
P(F) .
E |Xt| 1{\Xt|>c} =E Z ]P’(F) 1p = Z P(F)

Fet; P(F)>cP(F) Fet; P(F)>cP(F)

= 1P U F) <b.
Fet; P(F)>cP(F)
Das heisst, X; ist ein gleichgradig integrierbares Amart und konvergiert nach Satz 10.4 gegen ein X
in L',
Man zeigt jetzt, dass fiir alle £ € F
P(E) = Ep(X1p)
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und die Behauptung ist bewiesen. s := {E, E¢} ist eine messbare Teilung von € und somit s € G.
Weiterhin gilt fiir ¢ > s
P(F) A .
E(X1g)=E —1p) = P(F) =P(E
(Y1) =E( 3 gmle)= > B(F)=R(E)
Fet; FCE Fet; FCE

also

EX1p — IP’(E)‘ < lim [EX1p — EX,15| + lim ’EthE _B(E)
teG teG
<lImE|X - X;|+0=0
teG
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