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0.2 Einleitung

Diese Diplomarbeit basiert auf der Theorie Wahrscheinlichkeitsmafle auf dem Raum der stetigen
Funktionen im Intervall [0, 1]. Speziell fir das Wienermaf auf diesem Raum wurde die in der Arbeit
vorgestellte Dualitétsformel entwickelt. Von Hausmann und Bismut wurde 1978 bzw. 1981 gezeigt,
dass das Wienermafl diese Dualitétsformel erfiillt (siehe Kapitel 2.1). Von Roelly und Zessin wur-
de dann 1991 gezeigt, dass daraus, dass die Dualitdtsformel von einem Wahrscheinlichkeitsmafl
auf dem Raum stetiger Funktionen erfiillt wird, automatisch folgt, dass dieses Wahrscheinlich-
keitsmaf ein Wienermaf$ sein muss (siche Kapitel 2.2). Man hat also eine Charakterisierung des
Wienermafles auf dem Raum stetiger Funktionen gefunden. Zum Vergleich sind zwei andere Cha-
rakterisierungen in Kapitel 1.1 zu finden.

Die Idee dieser Diplomarbeit ist nun, eine #hnliche Dualitdtsformel fiir die symmetrische Irrfahrt
zu finden. Auch diese Dualitiatsformel soll charakteristisch, dass heifit notwendig und hinreichend,
sein. Damit, dass solch eine Dualitatsformel existiert, beschéftigt sich Kapitel 3.1. Das eine Folge
von Zufallsvariablen, die diese Dualitatsformel erfiillen, eine Irrfahrt sein muss, wird in Kapitel 3.2
behandelt. Der Begriff einer symmetrischen Irrfahrt wie er aus der Literatur bekannt ist, musste
allerdings abgeschwécht werden, um eine Charakterisierung zu erhalten. Warum das so ist, wird
in Kapitel 3 diskutiert.

Eine Rechtfertigung des Namens Dualitétsformel im Falle der Irrfahrt, der ja an den Namen Dua-
litdtsformel vom Wienermafl her angelehnt ist, wird dann in Kapitel 4 geliefert. Dort wird gezeigt,
dass die Dualitdtsformel des Wienermafl asymptotisch von der Irrfahrt erfiillt wird. Natiirlich
bezieht sich die Konvergenzaussage auf eine entsprechend renormierte Version der Irrfahrt. Die
Folgerung ist dann, zusammen mit einem Beweis der Straffheit der Wahrscheinlichkeitsmafle der
Irrfahrt, ein Beweis des Konvergenztheorems von Donsker. Damit schlie3t diese Arbeit.

Ein Ausblick und auch ein Grund dafiir, das dieses Thema gew#hlt wurde, ist, dass man die Konver-
genz anderer diskreter Prozesse gegen ihr Pendant auf Pfadraumen ebenfalls mit Dualitdtsformeln

beweisen konnte beziehungsweise mochte.



1 Allgemeines und Grundlagen

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P). In dieser Arbeit geht es zu grofien Teilen
um die Charakterisierung der Wahrscheinlichkeitsmafle stetiger Zufallsfunktionen. Eine stetige
Zufallsfunktion X ist eine meibare Abbildung

X: (Q,F,P)— (C(0,1),C, Px),
wobei C(0,1) der Raum stetiger Funktionen iiber dem Intervall [0, 1] ist
C(0,1) :={x:[0,1] —» R | x ist stetig},

dessen Elemente wir spéter allgemein mit x bezeichnen werden. Auflerdem verwenden wir die
Schreibweise x; = x(t) fiir ¢ € [0,1]. C ist die o—Algebra auf C'(0,1) erzeugt durch die offenen

Mengen beziiglich der Supremumsnorm

2]l == sup |a(t)].
teo,1]
Schliefflich ist Px das Bildmafl von P unter X. Wir werden die Bildmafle im weiteren Verlauf bei
Bedarf konkretisieren. Wichtig ist der Fakt, dass schon die endlichdimensionalen Zylindermafle ein
Maf auf (C'(0,1),C) charakterisieren. Dies ist eine Folgerung aus dem Theorem monotoner Klassen.
Man kann diesen Sachverhalt unter anderem in [RW1] nachschlagen. Die Charakterisierung eines
Mafles auf (C(0,1),C) durch endlichdimensionale Zylindermafe wird im Folgenden immer wieder
stillschweigend verwendet, und ist im Prinzip der Schliissel, der uns die Tiir zur Brownschen
Bewegung 6ffnen wird.

Fiir ein festes w € € bezeichnen wir mit
t— Xi(w), t €10,1]

einen Pfad der Zufallsfunktion X. Dieser ist nach Voraussetzung stetig fiir alle w € . Eine

Filtration auf (£, F, P) ist eine Menge von o—Algebren (G;)o<:<1 fiir die
Vs, t€[0,1], s<t = GsCG CF

gilt. X ist genau dann (G;)o<i<1—adaptiert, wenn X, eine G, messbare Zufallsvariable ist fiir alle

t € [0,1]. Beziiglich der sogenannten kanonischen Filtration
(]:t)OStgl mit F; = U(XS,O <s< t), te [07 1]7

ist X immer adaptiert.

Um Wahrscheinlichkeitsmafie auf (C'(0,1),C) zu charakterisieren, werden wir verschiedene Funk-



tionenrdume gebrauchen:
Cy = {¢ : R™ — R|¢ stetig und beschrénkt},
Cp° :={¢ : R™ — R|¢ beliebig oft differenzierbar, alle Ableitungen beschrénkt},

um welchen R"™ es sich handelt, wird aus den jeweiligen Zusammenhéngen erkennbar sein.

1.1 Die Brownsche Bewegung

Wir beschiftigen uns viel mit dem Wienermafl bzw. der Brownschen Bewegung auf C(0,1). Neben

der Definition sollen deswegen einige alternative Charakterisierungen gegeben werden.

Definition 1.1 (Brownsche Bewegung). Ein stetiger stochastischer Prozess (X;)o<:<1, adaptiert
auf die Filtration (G¢)o<t<1, ist eine (G;)—Brownsche Bewegung mit Anfangsverteilung p (Wahr-

scheinlichkeitsmaf} auf R), wenn gilt
1) L(Xo) = p;

ii) fir alle s,¢t € [0,1] mit s < ¢ ist X; — X unabhéngig von G, und ist normalverteilt mit

Erwartungswert 0 und Varianz t — s.

Anmerkung 1.1 (Zur Anfangsverteilung). Gegebenenfalls werden stillschweigend noch einige In-
tegrabilitdtsbedingungen an die Verteilung p der Zufallsvariable X gestellt. Da die Definitionen
der Brownschen Bewegung in der Literatur recht unterschiedlich in diesem Punkt sind, werden
wir darauf nicht weiter eingehen und an den jeweiligen Stellen die Existenz einiger Momente der
Startverteilung einfach implizit voraussetzen. Es geht bei der Definition der Brownschen Bewegung

hauptséchlich darum, dass die Zuwéchse normalverteilt und unabhéngig sind.

Anmerkung 1.2 (Zur Brownschen Bewegung). Die Brownsche Bewegung ist benannt nach dem
englischen Botaniker Robert Brown (lebte und wirkte im frithen 19. Jh.). Er erwéhnte in einer
1828 veroffentlichten Arbeit die Zitterbewegung von Bliitenpollen in einem Wasserbad. Nach ei-
genen Aussagen war er aber nicht der erste, dem dieses Phinomen aufgefallen ist.

Seine Veroffentlichung zog eine lingere Debatte tiber die Ursachen der Zitterbewegung nach sich. So
schloss man zum Beispiel organische Bewegungsursachen aus, nachdem auch anorganische Stein-
kriimel die gleiche Zitterbewegung wie ihre verwandten organischen Kriimel zeigten (laut [Nel]
diente auch ein Steinkriimel der Sphinx als Experimentationsobjekt). E. Nelson sagt iiber den
Beitrag Robert Browns zur Erforschung der Zitterbewegung: “His contribution was to establish
Brownian motion as an important phenomenon, to demonstrate clearly its presence in inorganic
as well as organic matter, and to refute by experiment facile mechanical explanations of the phe-
nomenon.“

Ein Durchbruch zu weiteren theoretischen Entwicklungen kam dann im Jahre 1905 durch einen Im-
puls von Albert Einstein. Er berechnete die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte der Brownschen
Bewegung, wie sie auch in unserer Definition implizit angegeben ist. Im Jahre 1923 definierte dann
Wiener die Brownsche Bewegung auf streng mathematische Weise, die Definition hat sich seitdem
im Prinzip nicht gedndert. Von ihm stammte auch der erste Existenzbeweis. Erlduterungen zu

diesem Beweis findet man unter anderen in [RW1] (Chapter 1.6).



Seitdem wurde das mathematische Objekt Brownsche Bewegung immer mehr weiterentwickelt.
Eine gute Hinfithrung zum Objekt Brownsche Bewegung findet man zum Beispiel in [KS] (Chap-
ter 2), dort werden auch viele spezielle Eigenschaften entwickelt. Ein sehr schoner geschichtlicher
Abriss der Brownschen Bewegung findet sich in [Nel] (Chapter 2-4).

Wie schon erwéhnt, befindet sich ein Existenzbeweis der Brownschen Bewegung, der sich nach
eigener Aussage eng an den ersten Beweis von Wiener hélt, in [RW1] (Chapter 1.6). Ein alternati-
ver Beweis, der mehr in Richtung der Anwendung von Donsker’s Theorem orientiert ist (mehr zu

diesem Ergebnis kommt spéter), findet sich in [Bil3] (Section 8).

Anmerkung 1.3 (Zur Notation). Die von einer Brownschen Bewegung mit beliebiger Anfangsver-
teilung erzeugte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (C(0,1),C) nennt man Wienermafl W. Fiir den
Erwartungswert beziiglich eines Wienermafles schreiben wir einfach E. Gilt Xy = y fiir ein y € R
fast sicher (im Folgenden abgekiirzt mit f.s.), so schreiben wir W, beziehungsweise E,. Fiir Er-
wartungswerte beziiglich anderer Wahrscheinlichkeitsmafle schreiben wir einfach E, oder speziell
fir p € P(C(0,1)) schreiben wir E,,.

Theorem 1.1 (Charakterisierung iiber das charakteristische Funktional). Ein stetiger stochasti-
scher Prozess (X)o<i<1, adaptiert zur Filtration (G)o<t<1, ist genau dann eine (G,)—Brownsche

Bewegung, wenn fiir alle Treppenfunktionen g auf [0, 1] gilt

E(eifolg(s)dXs) — o35 fo 97 (5)ds (1.1)

Beweis. Die Gleichung ist sinnvoll, da das stochastische Integral beziiglich einer Treppenfunktion
immer definiert ist (als endliche Summe von Zufallsvariablen), und die linke Seite der Gleichung
wegen der Beschranktheit offensichtlich integrierbar ist.

Sei Z eine Zufallsvariable mit £(Z) = N (m,0?) (L£(Z) bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von Z), dass heifit Z ist normalverteilt mit Erwartungswert m und Varianz o2. Wir wissen,
dass die Verteilung von Z eineindeutig charakterisiert ist durch die charakteristische Funktion
bz(a) := E(e'*?). Die charakteristische Funktion von Z ergibt sich iiber quadratische Ergéinzung
wie folgt:

E(ei*?) = cfei‘”(f%(z_agn)2 dz
R

- 20% (22 —2mz+m? —2021'(12) dz

e,

c|e

1 2,\2y _ 1 (2 2,32
—cfe 552 (z—(m+o ia)) e~ 32 (m*—(m+o-ia) )dZ

T,

— e 2% (m?—m?—2mo2ia+oa)
= -

inuz—%cf?a2

=€

Einen alternativen Beweis dafiir findet man zum Beispiel in [Bau] (Kapitel V, §22, Beispiel nach
Satz 22.7). Ist nun Z = (Z1,...,Zn) ein Vektor unabhéingiger normalverteilter Zufallsvariablen

mit £(Z;) = N(m;, 032»), so gilt fur die charakteristische Funktion des Zufallsvektors (wir verwen-



Die charakteristische Funktion ist wiederum eineindeutig fiir die N —dimensionale Normalvertei-
lung.

Die Aussage des Theorems spiegelt genau diese Charakterisierung wieder. Um das zu erkennen,
schreiben wir die Gleichung (1.1) aus. Die Treppenfunktion g habe 0.B.d.A. (ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit) die Form

N
9= ajly, ¢ mit 0<ty<--- <ty <1
j=1

Diese Treppenfunktion setzen wir in Gleichung (1.1) auf der linken Seite ein, und erhalten

B(e'fo 9(=)dXsy = E(eiZle a5 (Xe; =Xe; 1))y,

Auf der rechten Seite ergibt sich

1 2 1 N 2
—3Jo 97 (8)ds _ =5 X 5o1 ai(ti—tj-1)
e 2Jo ( ) = e 2 j=1"7 J J s

und insgesamt
E(eiZjV:l aj (X, 7ij71)) = e‘% i “?(tj—tj—l)_

Mit der Gleichung (1.2) fiir die mehrdimensionale Normalverteilung erkennen wir, dass die (X;, —
X, 1)j=1,..,~ unabhiingig voneinander sind, und normalverteilt mit £(X;, — Xy, ,) = N(0, (t; —
tj_1)). Das entspricht genau der Definition der Brownschen Bewegung. Aufgrund der erwihn-
ten Eineindeutigkeit der Charakterisierung durch die charakteristische Funktion ist das Theorem
bewiesen (denn damit sind die endlichdimensionalen Zylindermafie auf (C'(0,1),C) charakteri-
siert). O

Theorem 1.2 (Charakterisierung von Lévy). FEin stetiger stochastischer Prozess (X;)o<i<1, adap-
tiert zur Filtration (Gi)o<t<1, ist genau dann eine (Gy)— Brownsche Bewegung, wenn er ein stetiges

lokales Martingal mit quadratischer Variation t ist.

Beweis. Sei X eine stetige Brownsche Bewegung auf [0, 1]. Unter Bezug auf Anmerkung 1.1 setzen
wir zusitzlich voraus, dass X, € L? ist. Dann ist X; € L! fiir alle ¢t € [0,1]. Die Integrierbar-

keitsbedingung aus der Definition lokaler Martingale ist daher erfiillt. Die Brownsche Bewegung



ist sogar ein Martingal, denn fiir s,t € [0,1], s < ¢ gilt
]E(Xt‘gs) - E(Xt - Xs‘gs) + E(X5|gs)
= st

aufgrund der Unabhéngigkeit und Zentriertheit der Zuwéchse und der Gs—MeBbarkeit von X;. Um
zu zeigen, dass die quadratische Variation von (X;)o<:<1 gleich ¢ ist, miissen wir beweisen, dass
(X? — t)o<i<1 ein Martingal ist. Die Integrierbarkeitsbedingung ist wieder wegen der Definition
erfiillt. Aulerdem gilt

E(X? —tG,) =E((X;— X)?+2X, X, — X2|G,) — t
=E((X; — X,)?) + E(2(X; — X,)X,|G,) + E(2X? — X2|G,) — ¢
=t—-s+EQ2(X; — Xo)Xs) + X2t

=X?—s.

S

Somit ist (X2 —t)o<i<1 ein Martingal und ¢ die quadratische Variation der Brownschen Bewegung.
Bleibt iibrig zu zeigen, dass das Kriterium des Theorems hinreichend ist. Wéhle v € R fest und
setze f(y,t) = exp (iuy + ";t) Sei (Z;)o<i<1 der stetige stochastische Prozess definiert durch
Zy = f(Xy,t). Da f € C? (bezeichnet die zweimal stetig differenzierbaren Funktionen), kénnen
wir die It6-Formel anwenden. Dazu benétigen wir die in Frage kommenden quadratischen Varia-
tionen (bezeichnet mit ([.,.];)o<i<1). Wir verwenden zur Berechnung der quadratischen Variation
Rechenregeln die man zum Beispiel in [RY] findet (speziell Chapter IV, Proposition 1.18). Da ¢
ein Prozess mit endlicher Variation ist (wir missbrauchen die Notation ¢ etwas, und verwenden sie
abwechselnd fiir den deterministischen Prozess auf [0,1] der die identische Abbildung bezeichnet,
und fiir einen Wert aus [0,1]), haben wir automatisch [X,¢] = 0 und [¢,¢] = 0. Nach Voraussetzung

gilt auBerdem [X, X]; = t. Die verwendeten partiellen Ableitungen der Funktion f sind

2

Oflyt) = iuf(y.t),  Bflyt)= TS, Ry =~ f(y0).

Wir bezeichnen hier, wie auch allgemein, die partielle Ableitung einer beliebigen Funktion f nach

ihrer j—ten Variablen mit 0; f. Setzen wir alles in die It6-Formel ein, ergibt sich

2

t t t
Zy =1+4iuf ZdX,+ % [ Zyds — % [ Zds
0 0 0

t
=1 +iu [ Z.dX,.
0

Dies ist die exponentiale Integralgleichung (siehe [RW2], Chapter IV.19). Da X ein lokales Martin-
gal ist, muss auch Z (als Ito-Integral eines lokalen Martingals) eines sein. Auflerdem ist Z durch
exp(";) beschrinkt, deshalb sogar ein Martingal. Da f(y,t) # 0 fiir alle y € R, 0 < ¢ < 1 (und
u € R), ist der stetige stochastische Prozess ((f(Xy,t))™!)o<i<1 definiert und wir erhalten wegen



der Martingaleigenschaft des Prozesses Z
B(e(mXi=X))|G) = E(eiuxt+§te—mxs_§s|gs)e_§(t_s)
— B(f(Xe,0)(f(Xs, 8) "1 [Gs)e 5 (=9
= (f(Xs,8)) L E(f(X1,1)|Gs)e™ 5 (=9
= (f(Xs, )" f(Xy, s)e™ 5 (t=9)

2

=e T (t=s), f.s.Yu e R.

Mit Theorem 1.1 folgt, dass X; — X unabhéngig von G; und normalverteilt mit Erwartungswert

0 und Varianz (t — s) ist. Es handelt sich also um eine Brownsche Bewegung. O

10



2 Die Dualitiatsformel des Wienermafles

Die Dualitatsformel ist eine Art partielle Integrationsformel unter dem Wienermafl. Sie heif3t
Dualitétsformel, da sie einen Differentiationsoperator in Relation zu einem Integrationsoperator
setzt (auf einem Raum von Funktionalen auf C(0,1)). Diese werden wir im Folgenden erstmal
definieren.

Zunichst benétigen wir einen sinnvollen Differentiationsbegriff auf dem Pfadraum C'(0,1). Wir
verwenden dazu das allgemeine in der Einleitung gegebene Set-up X : (2, F, P) — (C(0,1),C, Px).
Sei W2 die Teilmenge der Funktionale aus L?(Px), die L?—differenzierbar in folgendem Sinne
sind: Es existiert ein (DyF(x))o<t<1, sec(o,1) in L (dt|jp11 - Px) so dass fiir alle g € L?(dt|[ 1)) die
folgende Gleichung in L?(Py) gilt:

D F(z) = lime M (F(z + ¢ /O g(t)dt) — F(z)) = /O g(t) Dy F(x)dt.

e—0

Es handelt sich dabei um eine Gateaux-Ableitung (eine allgemeine Definition der Gateaux-Differenzierbarkeit
ist in [Wer], Kapitel IT1.5, Definition IT11.5.1 zu finden). AuBlerdem versehen wir W12 mit der
Sobolev-Norm

1Elly 2 = [1Flly + 1D Fll, (2.1)

wobel
IF|l, = E(F?(X))z,

ID.Fl, = B / (D.F)*(X)ds)?.

Wir bezeichnen mit W die zylindrischen Funktionale der Form F(z) = é(zs,,...,2Zs,) wobei
0<s1<---<sy <1 und ¢ eine Cp° Funktion ist.

Anmerkung 2.1. Es gilt W C W2 wobei die Definition von W nicht vom Wahrscheinlichkeitsmaf
Px auf (C(0,1),C) abhéngt (die Ableitung existiert immer und ist quadratintegrabel). Speziell
ergibt sich fiir ' € W die Gleichung

N
DiF(z) =Y 0i(2sy, - Ty ) ljo,s,((1). (2.2)
=1

Beweis. Mit Hilfe der Taylorentwicklung (siehe Theorem 5.1 im Anhang) kommt man darauf, dass
fir F(z) = ¢(zs,,...,25y) und g € L?(dt|jp,1)) folgende Gleichungen fiir alle € C(0,1) gelten

11



(wie bereits im Beweis zu Theorem 1.1 bezeichnet (.,.) das Skalarprodukt im RY):
D,F(z) = lir% gt (F({E + 6fg(t)dt) = F(x))
g— 0

= lim g1 <¢(g;sl +e [g(t)dt,...,xey +& [ g(t)dt) — ¢(zs,,... ,xSN)>
e 0 0

= giir(l)s* <€ <v¢, (bfg(t)dt,..., Of g(t)dt)> + 0(52)>
= _le aj(b(xSu "xSN) Zg(t)dt

Da die Gleichungen fiir alle = € C(0,1) gelten, gelten sie auch fast sicher. Im dritten Schritt
wenden wir dann einfach die beschrinkte Konvergenz an um die Gleichheit in L? zu haben. Wir

verwenden dabei die Abschitzung der Formel (5.1):

B (<g—1 (Wsl be [gt)dt,. .. ayy + [ gt)dt) = d(aa,s . s sy)
0 0

N s 2
_ ;1 0jp(Tsy, ..., sy )e [ g(t)dt))

0
N Sj Sk
< E(e (K e [g(t)dt [ g(t)dt)?)
jk=1 0 0
< K'e? — 0 fiir e — 0.

Eine solche Konstante K’ existiert, da g nach Voraussetzung quadratintegrabel ist. Die Behaup-
tung, dass W C W12 folgt dann aufgrund der Definition von W2, O

Anmerkung 2.2. Es ist egal, ob wir die Funktionale F' € W als Funktion F(x) = ¢(2s,,...,Tsy)
oder als Funktion der Zuwiichse F(z) = (25, , Ts, —Ts,s-- ., Lsy —Tsy_, ) schreiben (sie haben im-
mer beide Darstellungen). Fiir die Gateaux-Ableitung gilt bei der von den Zuwéchsen abhéingigen

Schreibweise dann

N
D.F(z) = Z 0j(Tsy s Tsy — Tgyse s Ty — st,l)l[sj_l,sj[(t)

j=1
Beweis. Sei F € W gegeben. Definiere h : RY +— R¥ als lineare Transformation (yi,...,yn) —
(Y1,92 —Y1,-- YN —y~n—_1)- Dann ist h=1 : RNV — R¥ die lineare Transformation (yi,...,yn) —

(y1,92 +y1,-.-,yn + -+ y1). Wir erkennen hier leicht, dass h ein unendlich oft differenzierbarer
Diffeomorphismus ist. Ist F(z) = ¢(zs,,...,2sy), so ist dquivalent dazu F(z) = ¢(xs,, s, —
Tgyyeoos Loy — Tsy_,) Mit ¢ := ¢oh~ ' (und ¢ o h~' ist in C°). Ein Funktional F € W besitzt

also immer beide Darstellungen.
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Mit Hilfe der Kettenregel (angewandt auf ¢ = ¢ o h) erhalten wir

010 =01p— 02p, 02 =020 — 030, ..., Onod=0NG.

Fiir die Ableitung D;F ldsst sich deshalb folgern (formal setzen wir in der folgenden Rechnung
ON410 = 0), dass

o8

D.F(z) = 0;0(Tsy,- .- 71‘5]\,)1[075_1[(15)

<
Il
—

(6j¢(xsla cees sy st—l) - 8]‘4,_1@5(9351, s sy T st—l))]‘[O,Sj[(t)

<
Il
—_

I
M=

|
M=

8]‘(%(.%‘51,3352 T Tsyye s Tsy — mSN—l)l[Sj—lysj[(t)'

<
I
—

O

Anmerkung 2.3. Beziiglich der Norm ||.|, , ist W dicht in W"?. Dies ist ein Ergebnis aus der
MafBtheorie (Anwendung des Satzes monotoner Klassen und der L2-Konvergenz) und wird hier

nicht bewiesen.

2.1 Wienermaf] erfiillt Dualitidtsformel

Die folgende Gleichung (2.3) wurde bereits von Hausmann (siehe [Hau]) erkannt und spéter von
Bismut (siehe [Bis], Theorem 2.1) bewiesen. Dabei werden allerdings allgemeinere Félle als der hier
Angegebene behandelt. Es geht hauptséchlich darum, dass die Funktion g auch ein stochastischer
Prozess sein kann (so ist g in [Bis] ein adaptierter Prozess im R™).

Fiir unsere auf spezielle Anwendungen orientierten Zwecke geniigt aber das Folgende (in [RZ1]
erwithnte) mit relativ grundlegenden Mitteln zu beweisende Theorem. Wir verwenden dabei die
abkiirzende Schreibweise 6(g) = fol g(s)d Xy, falls das stochastische Integral denn definiert ist.
Hinreichend fiir die Existenz wire zum Beispiel, dass X ein Semimartingal ist (und die Brownsche
Bewegung ist ein Semimartingal, sieche Theorem 1.2) und fiir g fast sicher fol g*(s)d(X), <+oo
gilt (fiir die Brownsche Bewegung bedeutet das g € L*(dto,11))-

Theorem 2.1. Unter einem Wienermap gilt fiir jedes Funktional F € W2 und alle g € L?(dt|o17)
die Dualititsformel
E(F3(g)) = E(D,F). (2.3

Anmerkung 2.4 (Zur Anfangsbedingung der Wienermafle). In den folgenden Berechnungen gehen
wir aus Notationsgriinden anfianglich iiber zu dem Wienermafl mit deterministischer Anfangsbe-
dingung X = y f.s. mit y € R. Um die Anfangsbedingungen zu verallgemeinern (d.h. £(Xy) = p),
verwenden wir eine Zerlegung von E. Fiir ein allgemeines Pfadfunktional F' gilt

Ewaw=4&wmmmw

Das diese Gleichung einen Sinn macht, kann man in [KS], Chapter 2.5.1 nachlesen (zumindest vom

Aspekt der MeBbarkeit her). Da diese Mischung iiber die Anfangsbedingung als Integral linear ist,
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ergibt sich automatisch der allgemeine Fall der Dualitdtsformel vermoge

[ D Putdy) = [ 5,(Fo6)ntan)
A A

wobei A eine beliebige Borelmenge in R ist.

Beweis von Theorem 2.1. Wir beweisen die Behauptung zuerst fiir Funktionale F' aus W und
Treppenfunktionen g. Die Behauptung folgt dann allgemein fiir W2 beziehungsweise L?(dt|[o 1))
durch L?—Grenzwertbildungen.
Der Beweis fiir F' € W, wobei wir uns hier an die Schreibweise F(z) = ¢(Tsy,.-.,Tsy — Tsy_,)
mit 0 < 57 < -+ < sy <1 halten, folgt im Prinzip daraus, dass die lineare Hiille von Funktionen
der Art (formal ist hier yo = 0)

dp € C 1 gy = e Xim X Wi—u) it A = (\y,... Ay) €RY (2.4)

dicht in Cp;° liegt. Aufgrund der Linearitdt der Dualitétsformel auf beiden Seiten beziiglich g
konnen wir den Beweis speziell auf die Treppenfunktion g(s) = 1 (s), mit ¢ € [0, 1] fest, be-
schréanken:

E(D(a191+a2g2)F) =E(J(a191(s) + 0‘292(5))D8F(X)d3)

= E(

ol . o .

a191(8)DsF(X)ds + Jazgg(s)DsF(X)ds)

= alE(bf 91(s)DsF(X)ds) + 042]E(L0f g2(s)DsF(X)ds)

= alE(Dgl F) + O‘QE(Dng)

E(F(X)é(a1g1 + az2g2)) = E(F(X) bf(algl(s) + a2g2(s))dX)

= E(F(X) Oflgl(s)dXs) + asE(F(X) Jgg(s)dXs)

= E(F(X)d(g1)) + a2E(F(X)0(g2)).
Wir gehen bis auf Widerruf davon aus, dass ¢t < sy, denn wenn ¢ > sy haben wir
Ey(F(X)d(9) =Ey(o(Xsps s Xy — Xoyy) (Xe =)
= Ey(¢(XS1’ coy Xy — XSN—I) (XSN - y))
(2.5)
+Ey(¢(X81a s ’XSN - XSN—l) (Xt - XSN))

= Ey(¢(XS17 tee 7X5N - XSN—I) (XSN - y)) + 07

aufgrund der Unabhéngigkeit und Zentriertheit der Zuwiéchse.
Wir beginnen mit dem Fall N = 1. Sei ein F' € W gegeben mit F(x) = ¢(zs). Auf der linken Seite
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der Dualitatsformel steht dann

Ey(F(X)d(9)) = Ey(6(Xs) (Xt = v)),

und auf der rechten Seite
Ey(DyF(X)) =t Ey(¢'(Xs))-

Aus der Definition 1.1 kennen wir die endlichdimensionalen Dichten (auf Zylindermengen) der

Brownschen Bewegung, und kénnen den Erwartungswert als das Integral

(y y) (y y)
Ey(6(Xs) (Xt —y)) / d(y2)(y1 —y)e~ e ) dydys

ausdriicken. C ist der Normierungsfaktor der Dichte und wird keine weitere Rolle spielen. Wir

substituieren y; durch y, — y1, und es ergibt sich

M (y1)
_C/2¢(yz (yo — 1 —y)e 2T )dyldyz
R

Jetzt fithren wir eine partielle Integration nach yo durch:

1 wa—v1-w? | w)? o 1 (w2—v1—u)? (7/1)
—t ez () +(—)C N(yo)e 2+
(~1)0(u) } (-0¢ [ ¢

Y2=—00

 dydys.
Der erste Term fallt aufgrund der Beschranktheit von ¢ weg. Im zweiten Term substituieren wir
wieder y; durch yo — y; und erhalten

%((1/1 y)? +(

y 1/1)
C . @' (y2)te =) dyydys.
R

Das ist aber genau unsere gesuchte Grofle, denn

B, (¢ (X)) = C [ ¢ (ate T 0y, ay,
R

Zusammen mit der Gleichung (2.5) haben wir fiir den eindimensionalen Fall

Ey(6(X:)X1) = (s A )Ey(¢(Xs)) (2.6)

bewiesen. Das diese Formel insbesondere fiir ¢, (y) = €Y gilt, werden wir gleich benétigen.
Sei jetzt N € N beliebig. Wir wollen zeigen, dass die Dualitétsformel fiir F'(x) = ¢pp(zsy,. .., Tsy —

Tsn_,) 8t (o wie in (2.4) definiert). Wir berechnen (diesmal ohne die Konvention ¢ < sy, formal
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setzen wir sg = 0)

Ey(oa(Xsys oo Xoy = Xoy ) (Xe = 9))

—
*
—

N
= ]Ey(¢>\1 (Xsl) T (b)\N (XSN - SN 1) Z( sjAt ijflAt))

Jj=1

N
Zl Ey(¢>\1 (Xsl) o Oay (XSN - XSN—l)(XSj/\t - XSJ—1/\t))
j=

—
*
~

= Ey(¢>\1 (Xsl)(Xsl/\t - y))Ey((b)\Q (st - Xsl) T ¢>\N (XSN - XSN—l)) +..
Ey((b/\N (XSN - XSN—I)(XSN/\t - X8N71/\t))Ey(¢>\1 (XS1) o ¢AN—1 (XSN—I - XSN—Z))
(2.6)

]Ey((él)\l(Xﬁ)(sl A t))Ey(¢A2 (X82 - XS1) o qu\N (XSN - XSN—I)) +...

+Ey( //\N (XSN - XSN—l)(SN ANt —sn—1 A t))Ey((rb)\l (Xsl) T ¢>\N—1 (XSN—l - XSN—Q))

1%
™=

Ey( J¢A( S190 XsN_XsN,l)(Sj/\t—Sj_l /\t))

j=1

1 N
= ]Ey(Of Ot[( )Z:: J¢A( S190 XSN _XSN—l)]'[ijl,Sj[(s)dS)'

An den mit (x) gekennzeichneten Stelle gebrauchen wir die Unabhéngigkeit der Zuwichse, an der
mit (2.6) gekennzeichneten verwenden wir zusitzlich zu Gleichung (2.6) noch die Markoveigen-

schaft der Brownschen Bewegung. Die Markoveigenschaft wird angewendet um

Ey (6, (Xs; = Xo; ) Xsjne = Xs;ian)) = By(8),(Xs, — Xo; (85 AL =551 A L))
zu erhalten, denn
Ey((ZSA_,» (ij - ij_l)(ijAt - Xs_,»_lAt))
= Ey(Ey(¢Aj (ij - ij,l)(ijAt - ij,lAt)|fsj,1))
= ]Ey(Eij,l ((ZSAJ’ (ij_sj—l)(XSj/\t—Sj_l/\t - XO))a

wobei X eine von X unabhéngige Brownsche Bewegung ist. Auf den Term innerhalb des Erwar-
tungswertes ldsst sich die eindimensionale Formel anwenden, und dann miissen wir uns nur noch

klarmachen, dass

(Sj - Sj_l) N (Sj ANt — Sj—1 A t) = (Sj ANt — Sj—1 A t).

Nach Vergleich mit Anmerkung 2.2 sehen wir, dass die Dualitétsformel fiir Funktionen des Typs
¢ und Treppenfunktionen g gilt. Das werden wir jetzt erweitern auf Funktionale aus W2 und
Funktionen aus L*(dt|p1]), aber erstmal fiir Funktionale aus W. Wir behandeln das Ganze in
diesem Beweis noch mit etwas mehr Bedacht und Detailfreude als in spéteren Beweisen in denen
die gleichen Techniken aber wieder auftauchen werden.

Wir gehen jetzt mit Anmerkung 2.4 {iber zu dem Erwartungswert beziiglich eines Wienermafles
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mit allgemeinen Anfangsbedingungen. Das, was wir bisher bewiesen haben, ist also die Dualitéts-
formel (2.3) fiir Funktionale F' € W mit F(x) = ¢p(Zs;, ..., Tsy — Zsy_,) und Treppenfunktionen
g.

Die Linearkombinationen von Funktionen des Typs ¢a liegen dicht in jedem C}°. Deshalb gibt
es fir jedes FF € W mit F(x) = ¢(Ts,,-.., sy — Tsy_,), ¢ € C5°, eine Folge (F,)p>1 C W mit
Fo(z) = ¢n(@syy .. sy — Ty, ), On € Cp° die gleichmiBig gegen ¢ konvergiert (d.h. beziiglich
der Supremumsnorm auf RY), und fiir die bereits die Dualititsformel gilt. Die gleichmiBige Kon-

vergenz impliziert die fast sichere Konvergenz
Fo(X) = F(X) fs.,
denn es existiert ein ng € N, so dass
¢n — ¢l <&, VYn =no,
und dies impliziert

W( sup |¢n(X517"'7X5N _XSN—l) - QS(XSl?"'?XSN _XSN—1)| > 6) = 07

n>ng

und damit natiirlich

W}i_rg()W(sgp |0 (Xsyseo s Xoy — Xen_y) — 0 Xsyyo ooy Xoy — Xsn_y)| >€) =0.
Da es sich bei (¢n)n>1 um eine konvergente Folge in Cp° handelt, ist sup,, ||¢n|loo < K fiir eine
Konstante K € N. Ebenso ist sup,, ||0j¢n]lcc < K fiir alle j € {1,...,N}. Nach Vorausset-
zung ist KX; € L' und trivialerweise auch K, € L'. Deshalb kénnen wir auf beiden Seiten der
Dualitdtsformel den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden (siehe [RW1], I11.21) und

erhalten
E(Fé(g)) = lim E(F,d(g)) = lim E(DyF,) =E(D,F).

Die Dualitdtsformel ist damit fiir ' € W und g Treppenfunktion bewiesen.

Die Erweiterung auf F € W2 und g € Lz(dt|[o71]) ergibt sich wie folgt:

Sei g € L?(dt]o,1)) beliebig und F' € W. Da die Treppenfunktionen dicht in L? liegen, kénnen wir
eine Folge (g,,)n>1 von Treppenfunktionen finden, die in L? gegen g konvergiert.Wir verwenden
jetzt, dass die L?-Norm auf dem Skalarprodukt fol f(s)g(s)ds fir f,g € L2(dt|[071]) basiert. Jede
stark konvergente Folge ist auch schwach konvergent in L? (Schwarzsche Ungleichung, siehe zum
Beispiel [Els], Kap. VI, §5, Folgerung 5.8). Wir erinnern uns daran, dass fiir jedes € C(0,1) nach
Voraussetzung (D F(z))o<i<1 € L*(dt|p,17) ist, und schlieBen wegen schwacher Folgenkonvergenz

auf
1

/1g(t)DtF(:c)dt = lim gn(t) DL F(z)dt.
0

n—oo 0

Fiir jedes z € C(0,1) ist die Folge (fol 9n(t) D F(x)dt)n>1 konvergent und damit beschrénkt. Da
F € W gibt es eine Konstante K € R so dass sup,cco,1) |DieF(x)] < sup,eco,1) [D1F (2)] < K
gleichmiBig fiir ¢ € [0,1] (man erinnere sich fiir die erste Ungleichung an die Gleichung (2.2)).
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Damit kommen wir fiir alle z € C(0,1) auf

| /0 9(t) DL (2)dt] < K sup /0 o (B)|dt.

n>1

Das Supremum auf der rechten Seite der Gleichung existiert, da die Folge ( fol |gn (t)|dt)n>1 gegen
den Grenzwert fol |9(t)]dt konvergiert, denn (sign(g(t)))o<i<1 € L*(dt|(o,1))-
Etwas das Punktweise auf C(0,1) gilt, gilt auch fast sicher. Damit kénnen die majorisierte Kon-

vergenz anwenden (Vgl. [Bil3], Chap. II, Theorem 21.2) und erhalten

1 1
]E(/ g(t)D:F(X)dt) = lim E(/ gn(t) D F(X)dt).
0 o 0
Auf der anderen Seite der Dualitétsformel ergibt sich aus der Definition des Wienerintegrals (siehe
dazu [Nel], Chapter 7, Theorem 7.1)

1 1

/ g(s)dX, = lim [ gu(s)dX,, in L*(W).
0 n=eeJo

Auch die Norm auf L?*(W) basiert auf einem Skalarprodukt, dass definiert ist durch E,(ZY)

fir Z,Y € L?(W). Aus der schwachen Folgenkonvergenz ergibt sich dann analog zu obiger Be-

weisfithrung

E(F(X) / g(s)dX,) = lim E(F(X) / gn()dX,),

n—oo

da F € W C L*(W). Das heift, es gilt die Dualitéitsformel fiir F € W und g € L?(dt|jo 17)-
Nach Anmerkung 2.3 kénnen wir zu beliebigem F € W2 eine Folge (F),)n,>1 C W finden die
beziiglich der Norm |[.[|; , (wurde in (2.1) definiert) gegen F' konvergiert. Nun ist g ebenso wie die
DyF, in L*(dt|j0,1)-W) (9(X, s) = g(s)), und wegen schwacher Folgenkonvergenz (diesmal beziiglich
des Skalarprodukts Ey(fol u(s, X)v(s, X)ds) fiir u,v € L*(dt|jo,1) - W)) ergibt sich deshalb

E(D,F) = lim E(D,F,).

n—oo

Fiir die Konvergenz von (F,),>1 kénnen wir genauso argumentieren (diesmal wieder fiir L?(W)),
da nach Definition des Wienerintegrals §(¢g) € L?(W), und erhalten

E(Fi(g)) = lim E(F,d(g))-

n—oo
Die Dualitétsformel (2.3) unter einem Wienermaf ist damit bewiesen. O

Anmerkung 2.5 (Dualititstheorem fiir Pfadfunktionale aus W). Entsprechend der Anmerkung 2.2
gibt es jetzt zwei dquivalente Versionen des Dualitdtstheorems 2.3 fiir Funktionale aus F' € W. Da
beide spéter nochmals auftauchen, wollen wir sie hier notieren. Fir F((x) = ¢(zs,,. .., 2s, ) haben

wir

N s
BN Xe)3(0)) = B 0,6(Xers 0 Xo) [ alt)it) (2.7
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Fir F(z) = ¢(Ts,,Tsy — Tsys---,Tsy — Tsy_,) haben wir

N 55
E(¢(Xs1a"'7X3N 7XSN—1)6(9)) :E(Zaqu(XSN"'vXSN 7XSN—1)/ g(t)dt) (28)

j—

2.2 Dualitatsformel charakterisiert Wienermaf}

Nachdem wir im ersten Kapitel verschiedene Charakterisierungen der Brownschen Bewegung ge-
geben haben, und im ersten Paragraphen dieses Kapitels gezeigt haben, dass die Brownsche Be-
wegung die Dualitdtsformel 2.3 erfiillt, wollen wir nun zeigen, dass sich die Brownsche Bewegung
auch durch die Dualitdtsformel charakterisieren ldt (d.h. die Dualitédtsformel zu erfiillen, ist fiir
ein Wienermafl hinreichend und notwendig). Das folgende Theorem geht auf Roelly und Zessin
zuriick (siehe z.B. [RZ1]). Der Beweis ist eine etwas detailliertere Version des dort ausgefiihrten

Beweises.

Theorem 2.2. Sei p € P(C(0,1)) ein Wahrscheinlichkeitsmaf fiir das der kanonische Koordina-
tenprozess integrierbar ist, d.h. E,(|X|) < 400 firt € [0,1]. Wenn die Gleichung

E,(Fi(9)) = Ep(DyF).

fiir jedes Funktional F' aus W und jede Treppenfunktion g auf [0, 1] gilt, dann ist p ein Wienermaf.

Beweis. Zuerst iiberpriifen wir, ob die obige Gleichung iiberhaupt Sinn macht unter den gegebenen

Voraussetzungen. g ist eine Treppenfunktion und hat daher 0.B.d.A. die Form
g=a1lpg st aely o+ T anlpy_qinls a; €R, 0<tp <<ty < 1.

Das stochastische Integral §(g) wird dann zur einfachen Summe
N
5(9) = al(th - Xto) +o aN(XtN - XtN—l) = Zaj(th - th—l)'
j=1

Auf der linken Seite ist das Produkt Fd(g) p-integrabel, da F beschrénkt, und §(g) nach Vor-
aussetzung p-integrabel ist. Auf der rechten Seite ist DyF beschrénkt durch das Produkt aus
Supyepo,1) [9(t)| und sup,eco,1) [|D.F'(z)]|2 und somit p-integrabel.

Sei nun p das folgende, zu p assoziierte Funktional:
p(g) = E,(exp (16(g))), g Treppenfunktion auf [0, 1].

Da exp (i6(g)) fast sicher durch 1 beschrinkt ist, ist das Funktional fiir alle Treppenfunktionen
wohldefiniert. Fiir alle A € R gilt dann

P9) = E,(id(g) exp (iAd(g)))-
Man darf hier unter dem Integralzeichen differenzieren, denn

i) exp (1A Zjvzl aj(zy; —xy,_,)) € L*(p) fiir VA € R;
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ii) fiir alle z € C(0, 1) existiert die partielle Ableitung

N N N
Oy exp (i)\Zaj(xt]. —x4,_,)) = iZaj(xtj — Ty, ,)exp (i)\Zaj(xtj — e, ,));
=1 =1

Jj=1

iii) allgemein gilt fiir x € C(0,1) und A € R die Ungleichung

N N N
izaj(xtj _mtjfl)exp(iAZa’j(xtj _-thfl)) < Zaj(wtj _xtj—l)
j=1 j=1 j=1

und nach Voraussetzung ist 6(g) € L(p);

(vergleiche hierzu Theorem 5.3 im Anhang).
Wie man leicht sieht, ist Fi(x) := iexp (iAd(g)) ein Funktional aus W. Wir kénnen also die

Gleichung aus der Voraussetzung des Theorems auf F\ anwenden und erhalten
PN = E,(Fad(g))
= Ep(DgF/\)
fo s)DsF\ds)
@ B, () iAg(s)? Fads)
=i\ fo s)dsE,(Fy)
=-A fo s)dsp(\g), p(0) = 1.

Der vorletzte Schritt funktioniert mit dem Satz von Fubini (vertauschen der Integrale) und der

Linearitit des Erwartungswerts. Auerdem steht (x) fiir
N
DtF)\ = Z ajF)\(.I'tl,...,.’I}tN)l[(]’tj[(t)
j=1

=3 (Nz_l iXaj; —ajt1) exp(i)ﬁ(g))l[o,tj[(t)) +iXan exp(iAd(g)) Lo, ((t)

j=1

= i\F) g( —aj1)lpos [(t)‘f'aNl[O,tN[(t))

/—\

iz: (T () = o, ,((9)
= iAg(t) F.

In (2.9) erkennen wir eine gewdhnliche Differentialgleichung mit Losung p(Ag) =exp =X [ 5 'l g%(s)ds.
Wir setzen A = 1, womit p(g) = E,(exp (i6(g))) = exp — fo 59°(s)ds fiir alle Treppenfunktionen g
gilt. Vergleicht man mit Theorem 1.1 erkennt man, dass p ein Wienermaf ist (X, € L' gilt nach

Voraussetzung). O
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Anmerkung 2.6 (Zur Intervallgrofe). Alles bisher bewiesene kann auf das Intervall [0,7] (fiir
T € RT fest), beziehungsweise auf C(0,T') kanonisch erweitert werden. Da die entsprechenden
Theoreme dann fiir alle C(0,7) mit T € R* gelten, gelten sie auch fiir C(R™) (der Pfadraum
stetiger Funktionen auf R"). Die Beweise und Theoreme sind dann in lokalisierten Versionen zu
geben.

Als Beispiel dafiir findet man in der Arbeit [RZ1] (Théoreme 2) eine Version des Theorems 2.2 fiir
das Wienermaf} auf dem Raum C'(R™).
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3 Die diskrete Dualititsformel der Irrfahrt

Dieses Kapitel soll etwas Ahnliches wie die Dualititsformel der Brownschen Bewegung fiir die
Irrfahrt aufdecken. Dazu geben wir zuerst die Definition der Standardversion einer symmetrischen
Irrfahrt.

Definition 3.1 (symmetrische Irrfahrt). Eine symmetrische Irrfahrt ist eine Folge von Zufallsva-

riablen (Sy,)n>0, die definiert ist vermoge

n

Sn:Z}/j 5 (50:0)7

j=1

wobei (Y;);>1 voneinander unabhéngige, identisch verteilte (abgekiirzt mit iid.) Zufallsvariablen
sind mit E(Y7) =0, Var(Yy) = 1.

Im Verlauf der weiteren mathematischen Ausformulierung der diskreten Dualitétsformel ergab
es sich allerdings, dass die Standardversion der symmetrischen Irrfahrt schon ein Zuviel an Vor-
aussetzungen mitbringt. Das Ziel war ndmlich eigentlich, eine Dualitétsformel zu finden, die eine
symmetrische Irrfahrt charakterisiert. Damit die noch folgende diskrete Dualitdtsformel zu einer
Charakterisierung wird, mufl man die Bedingungen im Vergleich zu einer symmetrischen Irrfahrt
noch etwas abschwéchen.

Bevor wir einen geeigneteren Begriff einer symmetrischen Irrfahrt angeben, fithren wir eine No-
tation ein. Sei dazu (Y;);>1 eine Folge beliebiger quadratintegrabler Zufallsvariablen. Dann ist
o(Yi,,-..,Yiy) fur ky,...,ky € Ndie von Yy, ..., Yy, erzeugte o—Algebra. Fiir den bedingten

Erwartungswert schreiben wir dann
E(Y”Ykl,. .. 7YkN) = E(Y”O'(Ykl, ey YkN))

(siche zum Beispiel [Kle] (Kapitel 8.2) fiir eine Definition des bedingten Erwartungswerts). Bei
der Definition der folgenden, verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt genannten Folge von Zufalls-

variablen, spielt der bedingte Erwartungswert eine Schliisselrolle.

Definition 3.2 (verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt). Sei (S),),>1 eine Folge quadratintegra-
bler zentrierter Zufallsvariablen, Sy := 0. Wir definieren die Folge der Differenzen der S,, vermoge
Y; :=S; — Sj_1. Wir nennen (S,),>0 genau dann eine verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt,
wenn fiir alle N € N und alle [ € N gilt

EM|Y,,.... Yy, ja # 1 Va)=E(Y;) =0, (3.1)
und fiir alle [, k,m € Nmit £k <1 < k+m gilt
E(}/l|Yk++Yk:+ma 5/}17"'7}?1\77 j(¥¢{k,,k+m}va)
(3.2)

= E(YalYi+ -+ Yesms Yirseo s Yins Jo & {ks. .. k+m} Va).

Anmerkung 3.1 (Varianz der verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt). Die zweiten Momente

der oben definierten Folge (Y;);>1 einer verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt sind gleich (wir
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setzen deshalb definitorisch Var(Y;) = 1, wie bei der symmetrischen Irrfahrt)

Beweis. Da die S,, quadratintegrierbar sind, sind es auch die Y;, denn
E(Y?) = E((S; - S;-1)%)
= B(S}) + 2E(S;S;-1) + E(S7_1)
< E(S?) +2B(S?)3B(S?_,)% + B(S?_)) <

(jeder L? ist ein Vektorraum). Nach Gleichung (3.2) aus der Definition der verallgemeinerten

symmetrischen Irrfahrt gilt fiir [y, l; € N, [; < I3 und eine entsprechend quadratintegrable Funktion

¢
E(}/lld)(}/ll + Y21+1 +ee }/lz)) = E(Y22¢(Y21 + Y'l1+1 et lez))

Nach Voraussetzung ist ¢(Y;, +--- +Y,) = Y;, + -+ + Y, quadratintegrabel. Einsetzen dieser
Funktion liefert

E(Yﬁ) + E(Y21Y21+1) +eee E(Yhyvlz) = E(}/lZ}/ll) + E(Yzzyiﬁ-l) + -+ E(Yi)

Ein Spezialfall von Gleichung (3.1) ist E(Y;|Y)) = 0 fiir £ # . Damit bleibt aus obiger Gleichung
nur
2 2
E(Y) = E(Y;)

iibrig, unsere Behauptung (da l1,l5 € N beliebig). O

Wir werden in dem folgenden Theorem versuchen, den noch ungewohnten Begriff einer verall-
gemeinerten symmetrischen Irrfahrt zwischen die aus der Literatur bekannten Begriffe der symme-
trischen Irrfahrt und des zeitdiskreten Martingals einzuordnen. Wir benétigen dazu die geeignete

Definition eines Martingals, auf die wir uns dann im folgenden Theorem beziehen werden.

Definition 3.3 (quadratintegrierbares Martingal). Sei (S,)n>1 eine Folge quadratintegrierbarer
zentrierter Zufallsvariablen, So := 0. Die Folge (S,,)n>0 ist genau dann ein Martingal beziiglich

der Filtration (F,)n>0, wenn
E(Sp|Fn-1) = Sp—1 fast sicher Vn € N. (3.3)

Aquivalent dazu wire es, von der Folge der Differenzen (Y;)j>1 mit Y; := S; — S;_1 zu verlangen,
dass
E(Y,|Fn-1) =0 fast sicher ¥n € N. (3.4)

Man nennt die Folge (Y;);>1 dann eine Folge von Martingaldifferenzen. Nimmt man als Filtration

die kanonische Filtration, kann man hier auch zum Vergleich mit (3.1) fordern, dass

E(YY;, j <1) = E(Y}) = 0. (3.5)
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Theorem 3.1. Es gelten die Implikationen

symmetrische Irrfahrt

¢

verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt (3.6)

U
Martingal,

und die Implikationen sind streng.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jede symmetrische Irrfahrt eine verallgemeinerte symmetrische
Irrfahrt ist. Sei (Sy)n>0 eine symmetrische Irrfahrt wie in Definition 3.1. Quadratintegrabilitéit
wurde in beiden Definitionen vorausgesetzt. Auflerdem haben wir wegen Unabhéngigkeit und
Zentriertheit bereits, dass fiir [ € N gilt

EMY;, j#1) = EY) =0,

die Bedingung (3.1) ist damit bereits erfiillt. Seien I, k,m € N mit [ € {k,..., k + m}, auBlerdem
seien ji,...jy natiirliche Zahlen mit ji,...,jn € {k,...,k +m}. Wir zeigen jetzt, dass

EY|Ys+ -+ Yiem, Y,

VIRRERE)

YjN) :E(Yk‘Yk—F”'+Yk+m’y}17"'ijN)

gilt, womit dann auch die Forderung (3.2) erfiillt wire. Dies ist dquivalent dazu, dass fiir alle

¢ € Cy
E(Yl¢(Yk+ +Yk+m7}/j1a"'71/}N)) = E(Yk}¢(Yk +"'+Yk+may}17"'a}/jN))

erfiillt ist. Dann ist die Behauptung aber klar, wie man sich am einfachsten verdeutlichen kann,

wenn man die Erwartungswerte explizit als Integrale notiert. Sei dazu £(Y7) = p, dann

Juid(r + -+ Yrgm Yino - - > Yin )(dyr) - - - p(dypgm) pu(dy;, ) - - - 1(dy;y )

= [ukdWr + -+ Yot Yjrs - - Yin J(AYR) - - - (Y ) 1(dys, ) - - - oy )

da das Problem sich hier auf den Namen des Index reduziert.
Jetzt beweisen wir, dass jede verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt ein Martingal ist. Um die
Behauptung zu zeigen, miissen wir nur die Bedingung (3.1) an die verallgemeinerte symmetrische

Irrfahrt anwenden. Wir verwenden die spezielle Variante der Gleichung (3.1)
E(Yk|yl7"'7yk71) :0, (38)
und definieren dazu die kanonische Filtration vermoge

fk = O'(Yl,...,Yk).
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Dann wird (3.8) zu
E(Yi|Fr-1) =0,

anders ausgedriickt haben wir
E(Sk — Sg—1|Fr—-1) =0.

Wir wissen aber, aus der Definition der Filtration (F,),>1, dass Sk_1 eine Fj_1—mefbare Zu-
fallsvariable ist, also
E(Sk — Sgp—1|Fr—1) = E(Sk|Fr-1) — Sk—1 = 0,

und daraus folgt die fast sicher geltende Gleichung
E(Sk|Fr-1) = Sk-1.

Wir haben damit gezeigt (die Integrabilitdtsbedingung ist nach Definition vorausgesetzt), dass
(Sn)n>o0 ein (Fp)n>0—Martingal ist (Fo ist die triviale c—Algebra).

Jetzt wollen wir zeigen, dass die gezeigten Implikationen auch streng sind. Beginnen wir dazu mit
einer heuristischen Betrachtung. Das jede verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt eine symmetri-

sche Irrfahrt ist, gilt natiirlich im Allgemeinen nicht. Um uns das zu verdeutlichen vergleichen wir

(6,0 € L?)
symmetrische Irrfahrt < verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt
E((1)9(Y2)) = E(6(V1))E($(Ya)) = E(Y16(Y2)) = E(Y1)E($(Y2)),
E(¢(V1) = E(@(Y2)) < E(@(EM1|Y1 +Y2))) = E(6(E(Ya|Y: + Y2))).

Wir setzen aber bei der verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt viel mehr voraus als Unkorre-
liertheit, denn Unkorreliertheit wiirde hier nur bedeuten dass E(Y1Y3) = E(Y1)E(Y2), wihrend wir
ja voraussetzen, dass E(Y1¢(Y2)) = E(Y1)E(¢(Y2)). Das nicht jedes Martingal eine verallgemei-
nerte symmetrische Irrfahrt ist liegt unter anderem an der Zusatzbedingung (3.2) der Definition.
Um die heuristischen Argumente zu Beweisen bedarf es natiirlich einiger Gegenbeispiele, die im
Folgenden erbracht werden.

Wir beginnen mit dem Gegenbeispiel dafiir, dass nicht jede verallgemeinerte symmetrische Irr-
fahrt eine symmetrische Irrfahrt ist. Sei (X,,)n>1 eine Folge von iid. integrierbaren und zentrier-
ten Zufallsvariablen, sei (Z,),>1 eine davon unabhingige Sequenz von iid. Zufallsvariablen mit
L(Z1) = 160 + 161 (Bernoulliverteilung). Weiterhin sei W eine integrierbare Zufallsvariable, un-
abhingig von (X,,),>1 und (Z,)n>1. Wir definieren Yy, := Xj + (=1)%*W, und S, = Yoreq Y
(So = 0). Dann ist (S,,)n>0 ein verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt.

Wir iiberpriifen zuerst die Eigenschaft (3.1). Es geniigt zu zeigen, dass

EYi[Yj,...,Yjy) =0
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fir 1 ¢ {ji,...,7n}- Sei ¢ € Cy(RY) eine stetige und beschriinkte Funktion. Dann gilt
EMo(Yj,, -, Yjy))
= E((X; + (—1D)2W)p(X;, + (~1)Z0W,..., X, + (=1)Zin W)
= BE((-1)2"Wo(Xj, + (-=1)%W,..., X\ + (=1)Z~W))
= LEWo(X;, + (-1)2nW,..., X, + (-1)ZixW))
HIE(W(X), + (—1)ZnW,... Xy + (~1)%xW))
= 0.

Im zweiten Schritt wurde die Unabhéngigkeit von X;, im dritten die von Z; verwendet. Wir
miissen jetzt nur noch die Eigenschaft (3.2) iiberpriifen. Das Argument &hnelt dem aus (3.7).
Seien I, k,m, j1,...jn € N so gewéhlt, dass | € {k,...,k+m}, j1,j2...,8 ¢ {k,...,k+m}. Um
(3.2) zu zeigen, geniigt es wieder

E(Y”Yk_‘_"'+Yk+m7}/j1""’Y}N) = E(Yk‘yk_‘_"'+Yk+m7}/jl""’Y}N) (3'9)

zu beweisen. Sei dazu ¢ € Cj,. Wir miissen zeigen, dass die Wahl des Index I € {k,...,k + m}

keinen Einflufl auf das Ergebnis von
EYi¢(Y+ - 4 Yegm, Yirs -, Vi)

hat. Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir 0.B.d.A. an, dass k=1, j; =m+2, jy =m+p

gilt. Dann haben wir
EYi (Y14 + Y1, Yigo, .o, Yigp))
= [(z+ (=1)*)w:
Plxr + (D)2 w4+ Tipg1 + (1) w, g + (=1 2w, . Ty + (—1)7mHrw)-
-Px(dz1) -+ - Px(d@msp)Pz(dz1) - - - Pz (dzm4p) Py (dw).

Dieses Integral ist dank der Unabhéngigkeit der Zuvallsvariablen nicht vom speziellen ! € {1,..., m+
1} abhéngig. Es handelt sich hier um einen recht allgemeinen Zugang, verallgemeinerte symme-
trische Irrfahrten zu konstruieren, die keine symmetrischen Irrfahrten im strengeren Sinne sind.
Allgemeiner konnen wir den Zugang ungefihr so ausdriicken: Gegeben seien von einander un-
abhingige Folgen (X j(l))th (X J(p )),7‘21 von iid. Zufallsvariablen, und eine davon unabhéngige
Zufallsvariable W. Dann sei Y; := f(X](ll)7 .. ,XJ(-p)7W), wobei f so gewdhlt wird, dass die Y;
quadratintegrabel und bedingt unter W zentriert sind. Dann ist die Folge (Y;);>1 eine verallge-

meinerte symmetrische Irrfahrt, denn bedingt unter W sind die Y; eine iid. Sequenz. Genauer

26



gesagt haben wir

EYi¢(Yj,,....Y)y)) = E(EY19(Yj,, ..., Yjy)|[W)) =0
und damit die Eigenschaft (3.1). Um (3.2) zu erhalten bedingen wir ebenfalls einfach auf W und

nutzen dann die Unabhéingigkeit und identische Verteilung unter dieser Bedingung aus:
Eiop(Y + -+ 4 Yigm: Y-+, Vi)
=EEYoYr+ - +Yierm, Y, ..., Y0)|W)
=E(EYd(Ye+ -+ Yigm, Y, ..., Y |[W).

Das nicht jede verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt dieser Art eine Irrfahrt sein muss, bewei-
sen wir jetzt an einem Zahlenbeispiel. Dazu kehren wir zuriick zu der anfinglich konstruierten
verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt (Sy,)n>0. Wir haben bereits festgelegt, dass Pz eine
Bernoulliverteilung ist. Sei weiterhin Py = %5,1 + %51 und Py = %(51 + %62. Wihren Y7 und Y,
unabhéngig, miisste die Gleichung P(Y; = 3,Y3 = 3) = P(Y1 = 3)P(Y2 = 3) gelten. Dem ist aber

nicht so, denn
P(Y1=3,Y,=3)

=P(X1=1,2,=0,X,=1,2=0,W = 2)

ergibt. Die Folge (Y;);>1 ist also nicht stochastisch unabhéngig, und es kann sich bei (S,,), >0 nicht
um eine symmetrische Irrfahrt handeln.
Jetzt liefern wir ein Beispiel dafiir, dass nicht jedes Martingal eine verallgemeinerte symmetrische
Irrfahrt ist. Sei (X,,)n>1 eine Folge von iid. integrierbaren und zentrierten Zufallsvariablen, definie-
re Sy, = 0, %Xk, So = 0. Dann ist die Folge (Sy,),>0 ein Martingal beziiglich der kanonischen
Filtration:

E(S,|Fn-1) = E(%Xn + Sp—1]Fn—1) = Sn—1.

Die Folge erfiillt aber im Allgemeinen nicht die Bedingung (3.2) an eine verallgemeinerte symmetri-
sche Irrfahrt. Das machen wir uns an einem Zahlenbeispiel deutlich. Wir legen dazu die Verteilung
von X, fest: )

1
E(Xl) = 55_1 + 551
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Wir zeigen jetzt, dass unter diesen Bedingungen
EMY1 +Y3) # E(Yz2|Y1 +Y2) (3.10)

gilt, wobei Yy := S — Sip_1 = %X k. Die Zufallsvariable Y7 + Y5 nimmt fast sicher einen der Werte
—1%, =1 1 11Y an. Wir betrachten das Ereignis Y; + Y, = 11. Dann gilt fiir die bedingte
2 20 20 12 2
Erwartung von Y3

EWi|Y1+ Yo =13) =EMly,—_1 4+ Yily, |V + Yo = 13)

=-1P(Y1=-1Y1+ Y2 =11) + 1P(Y; = 1|Y1 + Y3 = 11)
= ]_7

denn wir haben nach Konstruktion die bedingten Wahrscheinlichkeitenmafie Py, |y, 1y,—1.5 = 01
und Py, |y, +v,=15 = 0 1, was offensichtlich der Forderung (3.2) widerspricht. Fiir die bedingte

Erwartung von Y5 gilt dann genauso
EYaY1+Y,=1%) = EWily,— 1 +Yily, _1|V1 + Yo = 11)

= —3P(Ya=—3Vi+Ya=15)+ 1 P(Ya = (V1 + Y2 = 13)

1
5.
Damit ist die Ungleichung (3.10) bewiesen. O

Anmerkung 3.2 (Martingaldifferenzen). Wir wollen die Eigenschaft (3.5) von Martingaldifferen-
zen mit der Eigenschaft (3.1) der verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt vergleichen. Das die
Forderung (3.1) an eine Folge (Yj);>1 von Zufallsvariablen die Eigenschaft (3.5) impliziert ist klar,
bzw. kann aus dem obigen Beweis entnommen werden. Die umgekehrte Implikation ist aber im
Allgemeinen falsch. Um das zu zeigen, konstruieren wir ein Gegenbeispiel. Sei dazu (Xx)g>1 eine
Folge von iid. integrierbaren Zufallsvariablen mit £(X) = 26; + $0_5 und (Zg)x>1 eine Folge
von iid. Zufallsvariablen mit £(Z;) = %50 + %51. Die durch Y} = X1, Y = X + (=1)%rY;,_4
definierte Folge von Zufallsvariablen erfiillt dann die Eigenschaft (3.5), aber nicht die Eigenschaft
(3.1), denn
E(Y,|Y1,...,Y 1) = _%Yn—l + %an =0,

wohingegen
EW|Yo=-3)=-2P(X; =-2|X1=-2,Xo=-2,7Z,=1) = -2,

denn PY1|Y2:—3 = (5_2.

Anmerkung 3.3 (Beispiel einer verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt). Die Frage, die sich bei
dem neu eingefithrten Begriff der verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt stellt, ist natiirlich
die, ob er tiberhaupt Relevanz in der Anwendung hat, dass heifit, ob es gewichtige Beispiele gibt,

die eine verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt sind. Ein solches Beispiel wollen wir jetzt geben.
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Es handelt sich um eine spezielle Art von GibbsmafBien auf RY, die auf Potentialfunktionen beru-
hen die supereven Potential genannt werden (frei iibersetzt: supergerade Potentialfunktion). Die
entsprechende Begriffe aus der Theorie der GibbsmaBe setzen wir hier voraus (siehe [Geo]) Eine

Potential ® heifit supergerade, wenn
Da(y;j € A) = Palbjy;,j € A), 0; € {~1,1}, AC N mit |A] < +oo

gilt. Solche Gibbs-Felder erfiillen die Forderung (3.1) an die verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt
(fiir einen Beweis, siehe Lemma 1 aus [NP]). Damit solche Gibbs-Felder die Eigenschaft (3.2) eben-
falls erfiillen, muss noch eine zusétzliche Symmetriebedingung an die Potentiale gestellt werden.
Das sieht man, wenn man die entsprechende Stelle (3.7) im Beweis des Theorems 3.1 betrachtet.
Die dort geforderte Vertauschbarkeit der Indizes (die letztendlich eine Indifferenz gegeniiber spezi-
ellen Substitutionen ist) 1aft sich entsprechend auf das Potential {ibersetzen. Sei dazu A C N eine
endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen, 7 bezeichne eine beliebige Permutation der Elemente

von A. Dann fordern wir die Symmetrie

(I)A(yjaj € A) = ‘I)A(yT(J)u] € A)

Uunter dieser Symmetriebedingung ist, wie man leicht mit der Betrachtung des Arguments fiir (3.7)
nachvollziehen kann, das Gibbs-Feld eine verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt. Ein Beispiel fiir

solch ein Potential wére

Da(y;,7 € A) = exp (—supy;| - |A]")
jEA

mit v € R (vergleiche dazu [NP] und [Nah]).

Soviel zur ersten Einordnung des Begriffs einer verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt.
Warum wir zwei verschiedene Typen von Irrfahrten definieren und warum wir die Eigenschaft (3.1)
statt der Eigenschaft (3.5) von Martingaldifferenzen verwenden wird, wie bereits angekiindigt, in

den nichsten Abschnitten noch etwas klarer werden.

3.1 Verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt erfiillt diskrete Dualitits-
formel

Fiir die Folge (S,,),>0 einer verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt lésst sich eine diskrete Dua-

litdtsformel finden, die der Dualitdtsformel der Brownschen Bewegung dhnelt.

Theorem 3.2. (S,,),>0 sei eine wie in Definition 8.2 definierte verallgemeinerte symmetrische
Irrfahrt. Seit N € N beliebig, 0 < ky < --- < kn, kj € Nund (g;);>1 C R beliebig, wobei nur endlich
viele Folgenglieder verschieden von Null sind. Sei weiterhin ¢ : RNV — R eine mefbare Funktion,

quadratintegrabel beziiglich (Sk,, .-, Skx — Skn_y) und (Sky,-- -, Skj—1 = Sk;_ys s Sky — Skn_1)
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firj € {1,...,N}. Dann gilt die diskrete Dualititsformel

E(¢(Sk1vsk2 - Skn cey SkN - SkN—l) Z ng})
j=1

k1
= (Zl gj)E((d)(Skl" L] SkN - SkN—l) - ¢(Sk1*1’ ) SkN - SkN—l))Ykl) +.. (311)
]:
kn
+( kz gj)E((¢(Sk15'-'aSkN 7Sk'N—1)7¢(Sk17"'7SkN—1 7SkN71))YkN)
j=kn_1+1

Anmerkung 3.4 (Uber die Analogien zwischen den Dualitéitsformeln). Vergleicht man die eindi-
mensionalen Versionen (das heifit N = 1 in der Definition) der Dualitdtsformeln der Brownschen

Bewegung und der symmetrischen Irrfahrt
k [e%S)
(D 9)E(($(Sk) = $(Sk-1))Y2) = E(d(St) Y _ 9;Y7)
j=1 j=1

und
s 1

/ 9(8)dt Eo(¢/ (X)) = Eo(6(X.) / g(t)dX,),

0 0
kann man, nach multiplizieren mit einer Eins, folgende Analogien zwischen der diskreten und

stetigen Version erkennen:

. %‘Z(Sk‘l) entspricht ¢'(Xy),

k s
e > g;Y}? entspricht [ g(t)dt,
j=1 0
o ¢(Sk) entspricht ¢(X5),
00 1
e > g;Y; entspricht [ g(t)dX,.
j=1 0

Im zweiten Punkt erwartet man eigentlich Yf, und sieht dann eine quadratische Variation gegen
t konvergieren. Allerdings spielt es in spéiteren Ausfiihrungen keine besondere Rolle, dass wir hier
die Y2 vorfinden. Das liegt vor allem an der speziellen Wahl der g;. Wir werden diese Analogien
spater nochmal wiedersehen, dann im mehrdimensionalen Bereich, im Rahmen des Beweises des
Theorems von Donsker mit der Dualitétsformel der Brownschen Bewegung in Kapitel 4. Dort

werden sie allerdings auch in etwas modifizierter Form verwendet.

Beweis von Theorem 3.2. Da die Gleichheit fiir alle Folgen (g;);>1 mit nur endlich vielen Folgen-
gliedern verschieden von Null gelten soll, geniigt es, wegen der Linearitét der diskreten Dualitéts-

formel auf beiden Seiten, zu zeigen, dass
E(QS(Sk'l ety SkN - Sk’N_l))/l)

= E((d)(Skl, . .,Skj — Sk,;p .. .,SkN — Skal) — (b(skl,. . .,Skj,1 — Skjflﬂ .. ~7SkN — SkN—l))Yk?j)
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falls | € {kj 1 +1,...,k;} fiir ein j € {1,..., N} und sonst
E(¢(Skys-- - St = Sky_y) Y1) = 0.

Das ist aber nach Voraussetzung direkt erfiillt. Genauer gesagt, ist fir den Fall [ € {k;_; +
1,...,k;} fir ein j € {1,..., N} nach voraussetzen von E(Yy, |Sk,,...,Sk,—1 = Sk;_1s-- s Sky —
Skn_,) = 0 (dies ist nach Definition, Forderung (3.1), der verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt
erfiillt)

E((ﬁ(skla"wskjfl _Sk ~7Sk:N _Skal)ij) :07

17"

womit zu beweisen bleibt, dass

E(¢(Sk17~ Sk — SkN71))/l) = E(¢(Sk17' ooy Sk — SkN—l)ij)'

Da wir aber gesagt haben, dass I € {k;_1 +1,...,k;} und natiirlich automatisch k; € {k;j_1 +
1,...,k;}, ist auch diese Gleichung automatisch nach Definition erfiillt. Fiir den Fall [ ¢ {k;_1 +
1,...,k;} furalle j € {1,..., N} gilt

E(Y|Skys -y Skny — Skn_y) =0,
nach Definition der bedingten Erwartung also automatisch
E(¢(Sk1a SR SkN - Sk?N—l)}/l) =0.

Auch hier hatten wir eigentlich nichts zu beweisen, womit dann das Theorem bewiesen ist. O

Anmerkung 3.5 (Dualitéitsformel fiir die symmetrische Irrfahrt). Fiir den Fall einer symmetri-
schen Irrfahrt konnen wir noch einen alternativen Beweis angeben. Dieser verwendet explizit die
Unabhéngigkeit, und die identische Verteilung der Y;. Der , Vorteil* dieses Beweises ist, dass er
das Argument (3.7) aus dem Beweis zum Theorem 3.1, in dem der Erwartungswert als Integral
direkt notiert wird, nicht explizit verwendet. Stattdessen kiirzen sich hier kanonische Summen die
mit Hilfe der Eigenschaften der besonderen Testfunktion, einer Exponentialfunktion, konstruiert
werden. Der Schliissel dazu ist die Gleichheit der charakteristischen Funktionen der Y;, das ist
also der Beweisteil der das Argument (3.7) umgeht. Wir beweisen nur die eindimensionale diskrete

Dualitatsformel.

Beweis. Die Summenobergrenze k auf der rechten Seite der Formel ergibt sich, wenn man sich

iiberlegt, dass

oY) L EGS) S Y))

1 j=k+1

-

Ewwwign>=Ewwm

J

NgES

= B(0(S1) X 9;Y;) +0

j=1

aufgrund der Unabhéngigkeit und Zentriertheit der (Y;);>1. Der restliche Beweis setzt deshalb
immer voraus, dass es ein [ < k gibt mit g; =0, Vj > L.
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Wir werden die Formel erstmal fiir ¢y (y) := ¥ mit A\ € R beweisen. Fiir ¢ gilt:

OA(yr +1y2) = da(y)oa(y2) = Oy +y2) — dalyr) = da(w1)(da(y2) — 1).

Wir definieren die folgende Funktion:
W) = B(e™™) = E(2(11)).
¥ ist wohldefiniert, da ¢, beschriankt ist. Aulerdem gilt
E(¢x(S;)) = (A und E(iY;or(Y;)) = ¥'(N).

Die Vertauschung von Integration und Differenziation wird genauso wie im Beweis zu Theorem

2.2 begriindet.
Die erwdhnten Eigenschaften der Funktion ¢, angewandt auf die Irrfahrt liefern

ON(S) =1+ X (6n(S)) = 6r(51)
=14 3 0a(S,) ()~ )
= B@A(5) 3 0,%) = B(S 0,%)+ E(5 ¥y ¥ on(S-)(en(¥) = 1)
= 353 g E04a(8-1)(0a (1)~ 1)

S|
[
-
<
Il
-

Aus der letzten Summe berechnen wir die einzelnen Summanden:
o Fall j < p: B(Yy6a(S;-1)(62(¥)) 1)) = 0
o Fall j = p : B(Y;0x(S-1)(6a(Y)) — 1) = W3~ () W/ () (i)
e Fall j >p:
E(Yy2(S;-)(@r(¥;) — 1) = E(Ypda(Sy-1)0r(Y)or(Sj—1 — 5,)(6a(Y;) — 1))
= ()W ()W) (B() — DT (N)

= (=) (T(N) = NPT (N).

Damit kénnen wir die Summe umschreiben (wir kiirzen formal ¥(A) ab mit ¥, und setzen aus
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dem gleichen Grund G; = Zp 19p):

Ik
2 2

p=1j=1

p E(Ypda(Sj—1)(oa(Y;) — 1))

s

j=1
1 ‘ 141 ‘ k ‘ k ‘ ! ‘
(—=1) ! Z ijl\I/jfl — Z ijl\I”72 + Z GoIi—t — Z G2 ¢ Z gjll/Jfl
j=2 j=2 G=l+1 =142 j=1
1 _ ! _ k _ k—1 _
= (=) | GU - Y G 4 g0 Y UL Y GOl
j=2 j=1 G=l+1 j=1+1

= (=¥ [~g19° + 1 9° + G U]
= (—i)GUF 1w’
= BE(Gi¢x(Sk—1)x (V) Yi)
= E(Gi(A(Sk) — ¢ (Sk—1))Yk)
Schreiben wir die berechnete Gleichung aus, sehen wir, dass wir fiir die Funktionen vom Typ ¢y

die diskrete Dualitéatsformel

l

E(oxA(Sk) Z Zgg ((&A(Sk) — DA (Sk-1))Yk)

erhalten haben. Die Erweiterung auf Funktionen, die entsprechend quadratintegrabel sind, erfolgt

mit den gleichen Techniken wie im Beweis zu Theorem 2.1. O

3.2 Diskrete Dualitiatsformel charakterisiert verallgemeinerte symme-
trische Irrfahrt

Die ,Riickrichtung® wird vorerst kaum aufregender werden. Die Beweise sind eigentlich keine
Beweise, sondern sind schon so in den Definitionen enthalten, dass man sie eigentlich direkt ablesen
kann. Wir werden die Situation fiir die symmetrische Irrfahrt, wie schon in der Hinrichtung von

verallgemeinerter symmetrischer Irrfahrt zu diskreter Dualitdtsformel, gesondert betrachten.

Theorem 3.3. Sei (S,)n>1 eine Folge quadratintegrabler Zufallsvariablen, Sy = 0 (definiere wie
immer Y; := S; — S;j_1, Vj > 1). Gilt fiir diese Folge die diskrete Dualititsformel (3.11), mit
entsprechend quadratintegrablen Funktionen ¢, so ist (Sp)n>0 eine verallgemeinerte symmetrische

Irrfahrt im Sinne von Definition 3.2.

Beweis. Setzen wir ¢ = 1 ergibt sich

E() g;Y;)=0
j=1

woraus folgt, dass die .S, zentriert sind.

Jetzt wihlen wir fiir ein beliebiges entsprechend quadratintegrables ¢ beliebige natiirliche Zahlen
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0<k <---<kyundl, sodass! ¢ {kj_1+1,...,k;} firein j € {1,...,N}. AuBlerdem setzen
wir ¢g; = 1 und alle anderen Null. Die diskrete Dualitdtsformel ergibt dann automatisch, dass der
bedingte Erwartungswert gleich dem Erwartungswert ist, denn auf der rechten Seite der diskreten

Dualitédtsformel (3.11) kommt g; in keiner der Summen vor, also
E(A(Sky, Sks = Skys- -+ Skw — Skn_1)Y1) =0,
fiir alle entsprechend quadratintegrablen Funktionen ¢. Und damit gilt
E(Yi|Sk,, Sks — Skys- s Skx — Skn_1) =0,

Was natiirlich dquivalent ist zur Forderung (3.1) der Definition der verallgemeinerten symmetri-
schen Irrfahrt. Sei jetzt I € {k;j_1 +1,...,k;}. Da wir gerade bewiesen haben, dass der bedingte
Erwartungswert gleich dem Erwartungswert ist, falls [ ¢ {k;_1 +1,...,k;}, wird die rechte Seite

der diskreten Dualitdtsformel zu
E((¢(Skys-+»Sk; = Skj_1s-+»Skw — Skn_1) = &(Skys o3 Sk;—1 = Sky1s o+ Sky — Skw_1)) Ya;)
= E(O(Skys--sSk; = Skj_1s- s Shy — Skn_1)Ya;)-

Insgesamt also die Gleichung

E(¢(Skys- -+, Sk; — Sk ey Skn — Skn_)Y1)

j—10"

= BE($(Skys -5k, = Sky 1ree s Skn — Sky_1) Vi, ),

fiir alle entsprechend quadratintegrablen Funktionen ¢. Damit haben wir dann die f.s. geltende

Gleichung
E(Yy|Sky, Sk, = Sk;_1s- 3 Sky — Skn_1)

= E(ij|5k1, .. .,Skj — Skj717 .. .,SkN — Skal),

und wir haben alle benéttigten Eigenschaften einer symmetrischen Irrfahrt bewiesen, denn die-
se Gleichung ist natiirlich dquivalent zur Forderung (3.2) der Definition der verallgemeinerten

symmetrischen Irrfahrt. O

Anmerkung 3.6 (Zu den Momenten). Sei (S,)n>0 eine verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt.
Nach Anmerkung 3.1 sind die ersten beiden Momente der Y; identisch. Wir wollen jetzt mit Hilfe
der Dualitétsformel (also im Prinzip mit Hilfe der dazu dquivalenten Definition) zeigen, dass auch
hohere Momente, unter zusétzlichen Annahmen an die Integrabilitdt der Y}, gleich sind. Dazu
verwenden wir die diskrete Dualitédtsformel in der eindimensionalen Variante, mit g; = 1 fiir ein

[ € N und alle anderen g; sind Null. Die Dualitétsformel lautet dann

E(¢(Sk)Y1) = E((¢(Sk) — ¢(Sk-1))Yx)-

Wir werden nur die Gleichheit gewisser Momente von Y; und Y; beweisen, die Gleichheit der

Momente der anderen Y; folgt dann induktiv. Setzen wir also & = 2 und [ = 1, dann wird die
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eindimensionale diskrete Dualitatsformel zu
E(¢(52)Y1) = E(¢(52)Y2).

Um die Gleichheit der dritten Momenten der verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt zu bewei-
sen, benstigen wir die Zusatzannahme, dass ¢(S,,) = S? quadratintegrabel ist fiir alle n € N (man
benotigt also die Existenz der vierten Momente der Y;). Die Herleitung funktioniert im Prinzip
genauso wie bei der Herleitung der Gleichheit der zweiten Momente in Anmerkung 3.1, deshalb

sind die Erkldrungen jetzt weniger ausfiihrlich. Setzen wir also ¢(y) = y?, dann
E(¢(S2)Y1) = E(¢(52)Y2)
= E((Y1+Y2)?Y1) = E((Y1 +Y2)’Y2)
= BE(Y?) +2E(Y?2Ys2) + EMY$) = E(Y2Y2) +2E(Y1Y3) + E(Y3)
= B(Y?) = E(YD).

Setzen wir weiterhin voraus, dass ¢(S,) = S quadratintegrabel ist fiir alle n € N, erhalten wir

die Gleichheit der vierten Momente:
E((Y1+Y2)*Y1) = E((Y1 +Y2)’Y2)
= E(Y{") + 3E(Y3Y,) + 3BE(Y2YF) + E(Y1Yy) = E(YPYa) + 3E(YPYF) + 3E(Y1Y3) + E(Y3)
= E(Y) =E(Y3).

Dieses System funktioniert allerdings nicht mehr um die Gleichheit der fiinften Momente herzu-

leiten. Wir nehmen an, dass Si quadratintegrabel ist fiir alle n € N, und erhalten
E(Y1 +Y2)*Y1) = E((Y1 + Y2)*Y?)
= E(Y?) + 6E(YPY?) +AE(YPYS) = B(Yy) +6E(Y?YS) +4E(YPYS).

Hier wird zusiitzlich die Gleichung E(Y?Ys) = E(YY$) benétigt. Diese Gleichung ist fiir die

symmetrische Irrfahrt erfiillt, was wir uns im néchsten Theorem zunutze machen.

Theorem 3.4. Sei (S,,)n>0 eine Folge von Zufallsvariablen mit Sy = 0 und S%, quadratintegrabel
fiir alle p,n € N (das heifst S, € ﬂ;il L?), auflerdem sei die durch Y; := S; — S;_1 definierte
Folge von Zufallsvariablen unabhingig. Die diskrete Dualititsformel (8.11) sei fiir (Sp)n>o0 erfillt.

Dann ist (Sp)n>0 eine symmetrische Irrfahrt.

Beweis. Wir wissen nach Theorem 3.3 bereits, dass (S,,)n>1 eine verallgemeinerte symmetrische
Irrfahrt ist. Da die Y; unabhéngig sind, muss nur noch gezeigt werden, dass sie auch identisch
verteilt sind. Dazu miissen wir nur zeigen, dass alle Momente der Y; gleich sind. Den Anfang

haben wir gerade schon in obiger Anmerkung geleistet. Da die Festlegung Var(Y;) = 1 willkiirlich
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war, setzen wir sie hier ebenfalls als gegeben voraus. Wir verwenden die Funktion

dy)=y" =¢el®

Wir zeigen jetzt die Gleichheit aller Momente von Y7 und Y5. Induktiv ergibt sich daraus die
Gleichheit der Momente von Y und Y] fiir beliebige k,[ € N, denn wir kénnen dann die Gleichheit
der Momente von Y, und Y3 auf die gleiche Weise zeigen, induktiv dann fiir Y31 und Y.

Der Beweis der Gleichheit der p + 1—ten Momente, wenn bereits gezeigt ist, das die ersten p
Momente gleich sind, funktioniert genauso wie die Beispielrechnungen in der obigen Anmerkung.

Wir erinnern uns dazu an die binomische Formel

(a4 b)P = zp: (Z) a?F bk
e

0

und setzen in die Dualitatsformel ein:

E((Y1 +Y2)PY1) = E((Y1 + Ya)? — Y{)Y2) = E((Y1 + Y2)PY2)

= S B((R) vy = 3 B((k) yr v
k=0 k=0
= B(YP) ¢ i (II::) E(YP YR — BYPY +p_1 (IZ) BE(YP Ry
k=1 k=0
= BT+ 5 (R) BOP () = BT + 3 (R) BOFT B0
k=1 k=1

P p
Im vorletzten Schritt haben wir umsummiert und verwendet, dass (k;) = (p — k:) gilt. Der letzte
Schritt hat dann die Induktionsvoraussetzung verwendet, dass die Momente bis p gleich sind. Aus
der Momentengleichheit von Y; und Y, folgt dann die Gleichheit der Verteilungen.

Jetzt nutzen wir die Dualitatsformel

E(¢(Sk+1 — Sk—1)Yx) = E((¢(Skt1 — Sk—1) — &(Sk — Sk-1))Yit1),

um auf die gleiche Art von der Momentgleichheit der (Y;)i<j<x und der Momentgleichheit von
Y}, und Yi1 auf die Momentgleichheit der (Y;)1<j<k+1 zu schlieflen. Wir erhalten vermoge dieser
Induktion, dass die (Y;),;>1 identisch verteilt sind. Damit ist (S,)n>0 eine symmetrische Irrfahrt

im Sinne unserer Definition 3.1. O
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4 Donskers Theorem und die Dualitidtsformeln

Der erste Beweis des Konvergenzergebnisses von Donsker wurde im Jahr 1951 vom Namenspatron
M. Donsker selbst gefiihrt. In seinem Artikel [Don] beweist er das Theorem ohne explizite Ver-
wendung der Techniken der Straffheit von Wahrscheinlichkeitsmafien auf C(0, 1). Vorarbeit wurde
insofern geleistet, als dass die schwache Konvergenz gewisser Pfadfunktionale bereits bewiesen
wurde (u.a. von Erdés und Kac). So kannte man unter anderem die Grenzverteilungen von (ent-
sprechend normierten Versionen von) Z?Zl S;, max{S1,..., 5.}, max{|Si|,...,|Snl}, 22;1 sz
und Z?:l |51

Das Theorem von Donsker wollen wir hier auf dem Raum stetiger Funktionen auf [0, 1] beweisen.
Den Beweis fithren wir fiir die symmetrische Irrfahrt. In den folgenden Beweisen wird dann an
geeigneter Stelle auf die explizite Verwendung von Eigenschaften, die wir bei der verallgemeinerten
symmetrischen Irrfahrt aus Definition 3.2 nicht hétten, hingewiesen. Die symmetrische Irrfahrt aus
Definition 3.1 bisher ist alles andere als stetig, und der Zeitindex sind die natiirlichen Zahlen. Wir
verwenden deshalb eine geeignete stetige Version die wir jetzt entwickeln werden. Zuerst machen
wir die Irrfahrt stetig. Wir wollen dazu im Zeitindex die Zahlen ¢ € [0, 1] zulassen. Dazu stauchen
wir alle Partialsummen Sy bis zum einem festen Index n in das Intervall [0, 1] hinein. Es ergibt

sich eine Zufallsfunktion auf [0, 1] die auch von n € N abhéngt:

[tn]
St(n) = Z Y7 + (tn — Lth)YLth+17

Jj=1

wobei die leere Summe formal 0 gesetzt wird. Wir wollen, dass diese Zufallsfunktionen in n auf
C(0,1) konvergieren. Dazu fehlt noch ein Normierungsfaktor vor der Zufallsfunktion. Wenn in
dieser Zufallsfunktion ¢ = 1 gesetzt wird, hat man wieder die Werte der symmetrischen Irrfahrt.
Damit ist eigentlich klar, dass als Normierungsfaktor nur 1/4/n in Frage kommt, denn der zen-
trale Grenzwertsatz ist auf die Konvergenz von S%n) anwendbar. Hier ist direkt nachvollziehbar,
dass es sich beim Invarianzprinzip von Donsker um das unendlich dimensionale Analogon zum
zentralen Grenzwertsatz handelt (dementsprechend es sich beim Wienermafl um das Analogon zur

Normalverteilung handelt). Wir vermuten also, dass die Zufallsfunktion

[tn]
o1
§0 5= e (L7 O e

schwach im Raum C(0,1) konvergieren wird. Die modifizierte Notation in folgender Definition
verwenden wir um klarzumachen, dass es sich jetzt nicht mehr um eine symmetrische Irrfahrt,
sonder um Zufallsfunktionen auf C(0, 1) handelt, die bestimmte Eigenschaften der symmetrischen

Irrfahrt erben.

Anmerkung 4.1 (Warum nicht die verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt?). Im Jahr 1961 bewies
Billingsley als erster ein Konvergenzergebnis im Sinne des zentralen Grenzwertsatzes fiir stati-
onire, ergodische Martingale (siehe [Bill]), zwei Jahre spiter bewies Ibragimov selbiges Theorem
mit etwas anderen Mitteln (siehe [Ibr] Theorem 1, eine Abschétzung der Konvergenzrate findet sich
in Theorem 2). Diese Ergebnisse lassen sich natiirlich leicht auf endlichdimensionale Martingale

erweitern. Die Erweiterung auf ein funktionales Invarianzprinzip, dhnlich dem Konvergenzergeb-
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nis von Donsker, folgte dann. So kann man zum Beispiel in [Bil2], Theorem 23.1 das Ergebnis fiir
stationére, ergodische Martingale finden.

Die Frage ist nun, warum sollte man nicht fiir eine renormierte stetige Irrfahrt basierend auf der
verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt definieren, und fiir dieses den Beweis der schwachen Kon-
vergenz gegen das Wienermafl durchfithren. Ein Indikator, dass es funktionieren kénnte, ist zum
Beispiel die Existenz eines zentralen Grenzwertsatzes fiir die Gibbs-Felder aus Anmerkung 3.3. Ob
fiir diese speziellen Felder auch ein funktionales Invarianzprinzip existiert, ist mir allerdings nicht
bekannt, da fiir diese Felder noch Stationaritdt und Ergodizitét gezeigt werden miisste. Zwischen
der verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt und dem stationéren, ergodischen Martingal kann
man zudem nicht wirkliche Vergleiche ziehen. Es gibt zwar verallgemeinerte symmetrische Irrfahr-
ten, die auch ein stationéres, ergodisches Martingal sind (das Gegenbeispiel dafiir, das nicht jede
verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt eine symmetrische Irrfahrt ist aus dem Beweis zu Theorem
3.1 gehort dazu), die Vermutung ist aber, dass es sowohl stationire, ergodische Martingale gibt,
die keine verallgemeinerten Irrfahrten sind (vergleiche dazu das Gegenbeispiel zu (3.5) impliziert
nicht (3.1) aus Anmerkung 3.2), als auch verallgemeinerte symmetrische Irrfahrten die keine sta-
tionéren, ergodischen Martingale sind (die Stationaritdt impliziert identische Verteilung der Y;
diese ist bei verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrten nicht evident, und konnte in Theorem 3.4
nur unter Hinzunahme der Unabhéngigkeit bewiesen werden). Den Begriff einer verallgemeinerten
symmetrischen Irrfahrt mussten wir aber trotz aller Probleme bilden, da sonst die exakte charak-
teristische diskrete Dualitatsformel Restglieder enthalten hétte, womit sie nicht mehr exakt und
hochstens asymptotisch charakteristisch gewesen wiére.

Bei den folgenden Ausfithrungen sind deshalb immer wieder Bemerkungen gemacht worden, die
Beweisteile, in denen die speziellen Figenschaften einer symmetrischen Irrfahrt benutzt werden,

herausgehoben sind.

Definition 4.1 (renormierte stetige Irrfahrt). Sei (£;);>1 eine Folge von identisch verteilten,
unabhéngigen Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Fiir jedes n € N definieren
wir die Zufallsfunktion X € C(0,1) durch

Ltn)
X Z &+ (tn = [tn])€tn)+1 |, t€[0,1].

Dann heiBt die Folge (X(™),,5; renormierte stetige Irrfahrt.

|[tn] bezeichnet die groéfite natiirliche Zahl kleiner als tn (entsprechend bezeichnet [tn] die

kleinste natiirliche Zahl grofer als tn).

Anmerkung 4.2 (iiber die Beschrinkung auf stetige Funktionen). Wir haben recht viel Arbeit dar-
auf verwendet, dass wir die Konvergenz auf dem Raum stetiger Pfade C(0,1) beweisen kénnen.
Eine andere Moglichkeit wiire eine renormierte Irrfahrt auf D(0,1) zu verwenden. D(0, 1) ist der
Raum der cadlag Funktionen auf [0,1]. Cadlag steht fiir ,continue & droite, limitée & gauche*,
dass heifit rechtsstetig mit Grenzwert von links. Eine renormierte Irrfahrt kénnte zum Beispiel
eine Treppenfunktion auf diesem Raum sein. Wir verwenden aber die stetige Version, da wir
dann nicht extra den Schritt auf C'(0,1) zuriickgehen miissen und das Grenzmaf} auf die stetigen

Funktionen einschrinken. Das heifit, um die Dualitatsformel (2.3) fiir die Identifizierung des Wahr-
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scheinlichkeitsmafles anwenden zu kénnen, miissten wir das Grenzmafl der renormierten stetigen
Irrfahrt auf C'(0,1) beschriinken, was nicht trivial ist.

Einen Beweis des Konvergenztheorems von Donsker auf dem Raum D(0,1) gibt es zum Beispiel
in [Bil3] (Section 14, Theorem 14.2).

Wie schon erwdhnt konvergiert nach dem beriihmten Invarianzprinzip von Donsker die Folge
(X)), en in Verteilung gegen die Standard Brownsche Bewegung (Xo = 0 f.s.) auf C/(0,1). Der
hier gefiihrte Beweis wird sich an dem Beweis in [Bil3] (Section 8) orientieren (dazu Theorem 5.5
im Anhang). Zuerst wird gezeigt, dass die Folge (£(X™)),ey der Verteilungen von (X (™), cx
straff ist. In [Bil3] wird dann die Grenzverteilung auf C(0, 1) mit Hilfe der endlichdimensionalen
Grenzverteilungen identifiziert. Wir verwenden zur Identifizierung stattdessen die Dualitétsfor-
meln. Zur Erinnerung und fiir die Vollsténdigkeit werden wir nun erst einmal die Straffheit der
Folge (L(X(™)),en beweisen (siehe [Bil3], Section 8).

4.1 Straffheit der renormierten stetigen Irrfahrt

Da P(X(gn) = 0) = 1, muf nur noch gezeigt werden, dass

Ve >0, lim lim P(ws(X™) >€) =0,

§—0n—oo

(4.1)
mit  ws(z) := sup lz(t) — z(s)|, 6 €]0,1].
0<s<t<1, t—s<5

Genaueres zur Straftheit von Wahrscheinlichkeitsmafien findet sich im Anhang (Theorem 5.6).

Zum Beweis benotigen wir einige Vorbereitung.

Lemma 4.1 (siehe [Bil3], Section 8). Definiere S,, := & + -+ &, (So := 0). Angenommen, dass

hm lim sup \* P (maX|Sk| > Af) =0, (4.2)

A—00 p—oo

dann ist (X™),cn straff.
Beweis. Gleich zu Beginn bené6tigen wir einen kleinen Hilfssatz:

Hilfssatz 4.1 (siehe [Bil3], Section 8). Sei 0 =ty < --- <ty =1, und min (¢t; —t;_1) > 4.

1<j<N
Dann gilt fiir beliebiges x € C(0,1)
< 5 — )
ws(z) <3 D, S |2(s) — x(tj-1)I,
und fiir ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafi P auf C(0, 1),
N
P(z : ws(x) > 3e) Z z: sup |x(s) —x(tj_1)] > e).

tj_1<s<t;
Beweis des Hilfssatzes. Fiir den Beweis benotigen wir

M = max su z(s) — x(t .
1§.j§th,1gEgtj| (s) — z(tj-1)]
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Wenn s und ¢ im selben Intervall I; := [t;_1,t;] liegen, dann gilt nach Definition von M:
j2(s) = 2(8)] < [a(s) = x(tj—1)| +[x(t) = 2(tj-1)] < 2M.
Wenn s und ¢ in benachbarten Intervallen I; und I;; liegen, dann
[a(s) — (D] < [a(s) — a(tyo)| + e(t;1) — a(t)| + |e(ty) — 2(t)] < 3M.

Wenn [s — t| < 6, dann miissen s und ¢ nach Definition der (Z;);e{o,..,n} im gleichen, oder in
benachbarten Intervallen liegen (hier sieht man, warum die Bedingung, dass ¢ty — ty—1 > ¢ nicht

gestellt werden muss und auch nicht gestellt wird; gleiches gilt fiir ¢; — tg > §). Damit folgt

ws@) =  sup fa(t) — a(s)
0<s<t<1, t—s<§

sup { sup |x(t) —x(s)[}
0<s<t<1 [|t—s|<d

sup {3M}

0<s<t<1

3M

IN

=3 max su z(s) —x(ti_1)|.
1§j§th,1g§gt,-| (8) —x(tj—1)|

Die zweite Aussage kénnen wir nun aufgrund der Subadditivitit von Wahrscheinlichkeitsmafen

erhalten:

P(xz:ws(x) >3€) < P(r: max sup |z(s) —x(tj—1)| >€)
1<GSN ;1 <s<t;

C=

—P(Ufe: sup fa(s) - a(ty—)| > )

1 t;1<s<t;

J

N
<> P(x: sup x(s) —x(tj-1)| =€)
j=1 tj1<s<t;

O

Durch einfache Anwendung des Hilfssatzes (gleiche Voraussetzungen fiir die ¢;) erhalten wir

tj 1

N
Plws(X™) >3e) <3 P( sup XM - x| > ).
j=1

t;1<s<t;
Dieser Ausdruck laft sich leichter analysieren, wenn wir ¢; = % setzen fiir natiirliche Zahlen
0 =myg < mp < --- < my = n. Aufgrund des polygonalen Charakters der Zufallsfunktionen

X ) wird das Supremum aus obiger Gleichung dann zu einem Maximum von Differenzen der Art

|Sk - Smj—l |/\/77’

al Sk — S, |
Pws(X™) > 3¢) < ZP( max =~ ———2— >¢).
j=1

mj,lgkgmj \/ﬁ
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Da die (&,)n>1 eine iid.-Folge sind, kénnen wir dies weiter vereinfachen zu

<mj-—mj_1

N
P(ws(X™) > 3e) Z max  |Sp| > V/n). (4.3)

Aufgrund der Forderung an die ¢; hélt die Ungleichung nur dann, wenn

M _Mi-ls 5 1<j<N.

n n
Um weiter zu vereinfachen, wéhlen wir ein geeignetes m € N und setzen m; = jm flir 0 < j < N
und my = n. Wir miissen die Ungleichung m; — mj—1 = m > né fir j < N erfiillen, setze
dazu m = [nd]. AuBlerdem mu (N — 1)m < nm < Nm gelten, setze N = [n/m]. Um hier
sinnvolle Definitionen zu erhalten, ist es klar, dass § klein genug, und dass n grofl genug gewéhlt
sein muss. Da wir in der Straffheitsbedingung (4.1) aber sowieso den Grenzwert bilden, ist diese

Wahl gerechtfertigt. Dann gilt

i) my —my—1 < m (man erinnere sich hier daran, dass die Bedingung my — muy_1 > nd am

Rand nicht erfiillt sein muss);

ii) fiir 0 klein genug ist N < = denn

n n n 1 1 2
=l =l < === <= < = i <1;
N=|o {maﬂ—[naw M—a“—a fir 0 <1;
iii) fiir n grof} genug bei festem 0 gilt > > 5 67 denn

n n

1
T [né]l Tné+1 57 20

\/

3\3

Mit diesen drei Punkten, mit oben bewiesener Summenabschétzung und dem Fakt dass m; = m

und my — muy—1 < m gilt, haben wir

Pws(X™) >3¢) < JXV: P( max |Sk| > eyn)

j=1 k<mj—m;_1

i) N

< > P(max|Sk| > ey/n)
j:1 k}Sm

= NP(Ikn<ax|Sk| > ey/n)

INE

zp (maX\Sk|>ef)

<.

i)
2 m
< gp(glga;fwkl >e/5%).

Wir definieren A als Funktion von 6§ und e: A = ¢/v/25 (= 6 = 2/\2) Als Ausdruck von X ergibt
sich dann die Ungleichung

4 2
Plws(X™) > 3¢) < %P(gz&xﬁﬂ > Av/m).
€ <m
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€ > 0 ist fest, wir wihlen ein beliebiges 7 > 0. Nach Voraussetzung 4.2 gibt es dann ein A (A gro83

genug), so dass

472
—hmsup P(max|Sk| > \m) <

m—0o0

Sind A und damit auch § fest und A grof genug, bzw. § klein genug, erhalten wir also

4)?
lim sup P(ws(X ™) > 3¢) < —5 limsup P(kgl[zu((ﬂ [Sk| > A/ [nd]) <
€ n—oo <|n

n—oo

Da n beliebig gewé#hlt war, haben wir

2

4\
lim TllmsupP( max [Sk| > A/ [nd])

A—o0 € n—oo

und damit auch
lim lim P(ws(X™) > 3¢) = 0.

d—0n—oo

Dies ist nun bis auf den unwichtigen Faktor 3 (e ist ja beliebig) genau unser Straftheitskriterium
(4.1). O

Anmerkung 4.3 (zur Version mit verallgemeinerter symmetrischer Irrfahrt). Im Beweis des Lem-
mas wurde nur einmal, und zwar fiir die Gleichung (4.3), verwendet, dass wir statt einer ver-
allgemeinerten symmetrischen Irrfahrt eine symmetrische Irrfahrt zu Grunde gelegt haben. Der
Beweis zur Straffheit der Folge (£(X(™)),,>; wird aber vor allem im néchsten Theorem die Eigen-
schaften einer symmetrischen Irrfahrt nutzen, und zwar explizit in der Anwendung des zentralen
Grenzwertsatzes. Das zeigt, dass ein Beweis der Straffheit einer Folge (£(X(™)),>; die nur auf
der verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt basiert, andere Techniken verwende miisste (wenn

es denn iiberhaupt moglich ist, das zu beweisen).
Theorem 4.1. Die Folge (L(X ™)), en ist straff.

Beweis. Der Beweis zielt jetzt natiirlich genau darauf ab, unser neues Kriterium (4.2) zu verwen-
den. Wir betrachten die grofien und kleinen Werte von k im Maximum auf der rechten Seite von

(4.2) separat. Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt fiir k) grof8 genug, und k) < k <n

P(ISul 2 M) < (sl 2 AE) = P 20y <y
denn fiir eine standartnormalverteilte Zufallsvariable N (L(N) = N(0, 1)) gilt nach der Chebychev
Ungleichung
P(IN| > \) < E(N*)/\* = 3/)\%.

Fiir k < k) verwenden wir ebenfalls Chebychev’s Ungleichung:

Pkl = M) < Y2 - < b

2n A2n 2n

Das in der Ungleichung 4.2 gesuchte Maximum ist daher beschréinkt durch (3/A*)V (kx/A\?n). Wir
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erhalten
0 < )\lim limsup,, ., A\2P (maxg<,, |Sk| > Av/n)

. . 2(3 k
< [lim limsup, oo A*(57 V 37;)

= lim lim (& V B

A—00 N—00

3

A—00
=0

Nach Anwendung des Kriteriums aus Lemma 4.1 erhalten wir also die Straftheit der Irrfahrt. O

4.2 Konvergenz der Irrfahrt

Um das Ergebnis von Donsker zu beweisen, bleibt es jetzt noch iibrig, das Wahrscheinlichkeits-
maB zu identifizieren gegen das die Folge (£(X()),>; konvergiert. Wir wollen dies vermoge der
Dualitétsformeln erreichen.

Wir wissen zunéchst einmal, dass das Wienermafl durch die Dualitédtsformel der Brownschen Be-
wegung charakterisiert wird. Wenn man die Aussage des Theorems 2.2 beachtet, erkennt man,
dass es geniigt zu zeigen, dass die stetige Irrfahrt fiir Funktionen des Typs W die Dualitétsformel
der Brownschen Bewegung asymptotisch erfiillen. Im welchem Sinne asymptotisch und mit welcher

Konvergenzgeschwindigkeit wird das néchste Theorem aufdecken.

Theorem 4.2 (approximative Dualititsformel). Sei F' € W, g Treppenfunktion auf [0,1]. Wir
verlangen als Zusatzannahme an die Definition der renormierten stetigen Irrfahrt, dass & € L3
gilt. Diese renormierte stetige Irrfahrt erfillt die approximative Dualitdtsformel

1

E(F(X™) /1 g(t)dx{™) = E(DyF(X™)) + O(n"?). (4.4)

0

Anmerkung 4.4 (das groBe Landau-Symbol). Der Ausdruck O(n~2) steht dafiir, dass in der Glei-
chung (4.4) eine Abweichung vorkommt die asymptotisch von der Gréenordnung n~% sein wird.
Das Landau-Symbol ist im weiteren Verlauf immer mit diesem asymptotischen Hintergrund zu
verstehen. Ebenso ist das kleine Wortchen approximativ beziiglich der Dualitdtsformel genau in
diesem asymptotischen Sinne zu verstehen.

Aus dem Beweis wird hervorgehen, dass es eine positive Konstante K € Rt gibt, so dass
1 1
BEE®) [ g0ax™) - BO,PE) | < K, (45
0

fir alle n.

Beweis des Theorems 4.2. Da F € W ist, werden wir der Anmerkung 2.2 folgend, im Beweis

zwischen den zwei verschiedenen Schreibweisen

F(z) = ¢(xsy, ..., Xsy)
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und

F(x) = @(Ts,,Tsy — Tgyrerrs sy — Ty ;)

kommentarlos hin und her wechseln. Auflerdem werden wir das Theorem vorerst nur fiir die spe-
zielle Treppenfunktion g = 1}, fiir ¢ € [0, 1] beliebig, beweisen. Wir werden spéter sehen, dass
sich das Ergebnis sehr einfach auf allgemeine Treppenfunktionen erweitern lésst.
Der Beweis funktioniert durch sukzessive Approximationen mit Hilfe der Taylorformel (5.1). Alle
Approximationen gelten in L!, implizieren also eine Konvergenz der Erwartungswerte gegenein-
ander. Das Theorem kann natiirlich keine L!—Konvergenz zum Ergebnis haben, da die im Beweis
anzuwendende diskrete Dualitéitsformel ja eine Gleichung zwischen Erwartungswerten ist.
Sei n € N fest gewihlt. Damit wir iiberhaupt der diskreten Dualitéitsformel im Kontext mit der
renormierten stetigen Irrfahrt einen Sinn geben kénnen, miissen die Zeitpunkte s1, ..., sy, t Viel-
fache von 1/n sein. Wir nehmen an, dass

k1 kn

l
s$1=—,...,sn=—,t=—, mitky,...,kn,l €N, 0<k <,...,<ky<n.
n n n

Betrachten wir nun die Definitionen der symmetrischen Irrfahrt 3.1 und die Definition 4.1 der
renormierten stetigen Irrfahrt. Wir erkennen, dass sich folgende Elemente, im Kontext der Dua-

litdtsformeln (siehe dazu Anmerkung 3.4), miteinander identifizieren lassen:
e g; =1fiiralle 0 < j <1, g; = 0 sonst;
o V=8, i €N
o S = Xgﬂ =LY% g firalle 0 <k <n.
Der erste Schritt wird sein, die diskreten Differenzen auf der rechten Seite der mehrdimensionalen

Dualitéitsformel (3.11) durch Ableitungen der Funktion ¢ zu ersetzen. Nach Vergleich mit der dis-

kreten Dualitétsformel (3.11) erhalten wir fiir unsere speziell gewéhlten Zeitpunkte die Gleichung

1
E(F(X™) [ g(s)dx{™)

0
— B@(x{, . x - xm xtm)

= BAL B(GX, X - XL = x4, XE = XL ))e) +

v

knANl—(kn_—1— l 7 n n n 7 n n n
Rl DN (X8, XEY = X)) = X X, X))
Mit Hilfe der Taylorformel (5.1) werden wir jetzt die Differenzen der Funktion in den Erwartungs-
werten ersetzen. Die Taylorentwicklung gilt natiirlich punktweise fiir die Funktion é, und damit
auch fast sicher beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafies von X (™. Fiir beliebiges j € {1,...,N}
gilt dann

-1 Sj—1
n

= 00XV, XL = XX - X)) e+ On(6k,)?).

n
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Das Restglied Oﬂ(ﬁ&%)?) der Taylorformel ist betragsméBig beschrinkt durch K 1|ﬁ§k1 12, wo-
bei K; eine positive Konstante ist die von den zweiten partiellen Ableitungen der Funktion ¢
abhéingt. Wir withlen K so, dass die Beschrinkung uniform fiir j € {1,..., N} gilt. Wir wenden
auf beiden Seiten den Erwartungswert an. Was wir dadurch bekommen ist zwar keine Konver-
genz in L', aber nach Ausnutzung der Existenz des dritten Moments von &;, eine Konvergenz der

Erwartungswerte gegeneinander, denn
1 2 1 3 -1
VALE(OM(760)2)80)| € KaB( i 1) = Kin ™,

fir ein K; dass grof genug gewihlt wurde, und K| := K; - E(|¢1|?). Das erste Mal, dass wir
die Existenz des dritten Moments von &; benutzen. In der Schreibweise mit dem Landau-Symbol
kommen wir also zu dem Ergebnis (unter Beriicksichtigung, dass E(£2) = 1), dass

AL B, X - X)) - (x4 XE) - X)) +

AR 0N (G, X - X = dxY L x - X))

n

:% E(alj)(Xs(?)_%,...,X‘g?,) sN 1>€k1)

AN DN B G(XEY, L XL~ X )€ + VAlE(OL (k)

n

= AL B@3(X 1, X - X8 )+

A AN DN RN G(X Y, XYL = X))+ On(n ).

Im zweiten Schritt verwenden wir stillschweigend, dass

kj AL— (kj_1 — 1) AL
n

<1, Vje{l1,...,N}
Auflerdem haben wir hier das einzige Mal im ganzen Beweis die Unabhéngigkeit der (§;);>1 ver-
wendet, um zu erhalten (hier fir k1), dass

E@o(X" 1. X0 = X0 &) = E@(xX ), XD - XD DB, (46)

SN—1
n

An dieser Relation storen zwei Dinge. Erstens, dass im Faktor vor der Funktion nicht genau
sj ANt —s;_1 At steht, wie es in der Dualitatsformel der Brownschen Bewegung steht. Wir wissen

aber, dass die ersten Ableitungen von ¢ beschrinkt sind, und damit gilt

ke Al— (k _—1)A J¢(X(n

x - x Y xm o xM )

Sj—19°° ">
iTn I

= (Sj Nt — Sj—1 /\t)aj(rg(Xg?)a cee 7XL£:LEA - XanEM v 7XS(Z) - XLEZ)—I) +O2(%)7

n

wobei das Restglied O2(L) beschréinkt ist durch K»|1|. K5 ist analog zu K; eine positive Kon-
stante, die so gew#hlt werden kann, dass die Beschrankung uniform fiir j € {1,..., N} gilt (da

das Restglied keine Zufallsvariable ist, gilt diese Beschrankung auch unter dem Erwartungswert).
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Zweitens stort, dass im Index des Arguments der partiellen Ableitung, jeweils an j—ter Stelle
nicht der Zeitpunkt s; auftaucht, sondern s; — 1/n. Auch das kénnen wir mit der Taylorformel
korrigieren. Wir wenden diese dafiir auf die ersten Ableitungen an:

QB(X, X —x™ L x@ x W)

Sj—19°° ">
Jn J

wobei das Restglied Og(ﬁf k,;) analog zu den anderen Rechnungen beschrénkt werden kann durch
K3|ﬁ§kj| mit einer positiven Konstante K3, die von den zweiten partiellen Ableitungen von (;~5
abhéngt und so gewiihlt werden kann, dass die Beschriinkung uniform in j € {1,..., N} gilt. Wir
schreiben dann K} := K3 - E(|¢1|) und erkennen sofort, dass K} < K.

Fassen wir die drei Approximationsschritte zusammen. Unter Zuhilfenahme der Dreiecksunglei-

chung und addieren einiger Nullen erhalten wir

Bex™,. . xm - xm yx )y

(5; A t—sj_1 AOBE@;3(X, . x™M - x™ L x{W - x™ ) (4.7)

M=

Jj=1

< K{n*% + Kon~! + Kyn~2.

Es gilt also die Gleichung (4.4), fiir festes n € N, und ein zylindrisches Pfadfunktional F', das nur
von Zeitpunkten abhiingt, die Vielfache von 1/n sind.

Bisher verwendeten wir s, ..., sy,t Vielfache von 1/n. Jetzt verallgemeinern wir das Ganze auf
beliebige (aber wie iiblich geordnete) Zeitpunkte sq,...,sy,t aus dem Intervall [0,1]. Die Verall-

gemeinerung lduft iiber eine Zuriickfithrung auf Vielfache von 1/n. Dazu definieren wir allgemein

o = ey <
n

3=

Die Frage ist jetzt, welchen Fehler ein Abrunden auf Vielfache von 1/n innerhalb der verwendeten
Erwartungswerte verursacht. In jedem Falle muss dieses Abrunden geschehen, um die diskrete
Dualitédtsformel anwenden zu kénnen. Wir verwenden jetzt die Variante F'(z) = ¢(2g,,. .., Tsy)-
Die folgenden Gleichungen gelten auch allgemein fiir Funktionen ¢ € Cy°, also auch fiir beliebige

Ableitungen von ¢:
SX e X)) — e, X))
1 N

= qs(X;;?), - ,ng?» = B+ (51 = ) b X (o = 58) b o)

Es handelt sich natiirlich wieder um eine Anwendung der Taylorformel (5.1). Es kann also wieder
eine positive Konstante K, gewahlt werden, so dass das Restglied 04(25.\7:1 nfgfkj) beschrénkt
ist durch Ky Z j—n |§kj |. Wir wihlen K, gleich so gro, dass auch beim Abrunden der Zeiten

in der ersten Ableitungen von ¢ die Restglieder mit K4 kontrolliert werden kénnen (das heifit, dass
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die gleiche Rechnung mit zum Beispiel 0;¢ auch ein Restglied hat, das mit Hilfe der Konstanten
K, kontrolliert werden kann). Wir setzen gleich K} := NK4F(|&1]|) < NK4. Die Groflenordnung
in n kommt zum Einen durch die Zeitdifferenzen zustande die durch 1/n majorisiert werden, zum

Anderen durch den Faktor 1/y/n vor den &, . Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir formal

P =X X M),

81,-++38N S1 7

Fiir die ersten Ableitungen, und damit fiir die rechte Seite der approximativen Dualitdtsformel
(4.4) erhalten wir

N
Z: <n> ' (n)t(n) - Z ;8. ont

.....

J¢((n> S(n)t(n) - '21 0308 on (K + (£ — (V)
i=

(J¢ )y — L)y ) + Z¢(") L(E—tm)

Das Restglied 05( ) kann wegen der Beschrinktheit der ¢ mit einer Konstante K5 kontrolliert
werden durch K51. Das Restglied () Z 04(2 j=in 2§k ) kann, wie schon erwéhnt, durch
() Zi:l KN j=1In” 2£kj| beschrinkt werden. Man erkennt, dass das Restglied beschrinkt ist
durch NK}. Es ergibt sich die fast sichere Abschétzung

N
(n) n _3 1
‘Za(ﬁ n,) (n)t()_za¢ ..... t‘SNKz;ZW 2£kj|+K5ﬁ7

..... =

und deshalb die Konvergenz in L' zu

X ) (n)

E(| Z aj‘bsgn) S(n)t Z j¥s1,.. aSNtD
2 s

< NKyn~? Z 1 B(l&,|) + K52
< NKin=2 + K52

Wichtig ist fiir uns wiederum nur die Konvergenz der Erwartungswerte gegeneinander, hier von
der Ordnung 1/n, dass heifit

N
E(Zajqz)x(@),.. X(" () Za¢ LX)+ 0, (4.8)
=1

Und das Restglied ist beschriinkt durch (N K} +K5)n~!. Auf der anderen Seite der Dualitéitsformel
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gehen wir dhnlich vor:

B Xio = o X

,,,,,

=010 o X = 80w (X[ (6= 100) Jtion 1)

,,,,,

(¢( n) s(n) - '(S',1L7)~-~73N) Xt(Z:L)) + (Zb'(STIL:)H-sz (t - t(n))ﬁgt(")ﬁ‘l
N
N 3 (n
= 04( Z n-2&, Xt(n)) + O6(” 2€t(n)+1)

Das Restglied O, (32 j=in 2 fk X t((n))) kann vom Betrag her kontrolliert werden durch K4 ZN 1 n= €k, X t((yfl)) |
mit der schon erwiahnten Konstante K. Das Restglied Og(n_%ftm) +1) kann wegen der Beschrénkt-

heit der ¢ kontrolliert werden, sagen wir mit einer positive Konstante K¢ durch KGn_%|§t(n) +1|,

also unter dem Erwartungswert durch K} := Kgn~2 E(|€;]) . Wieder erhalten wir hier eine Kon-

vergenz in L':

B, XENX = 0(X 0 X 0D X0

t<”)

)
< Ky 5L R (6, X0 ) + Kon™ 2B (€00 1)
< NEKm~3 Y, B(&, ?) + Kgn ™2

3

= NKyn 3n+ Kin~ 3

N

= NKyn " 3n+ Kén*%

1

S K77’l_§,

fiir eine geniigend grofl gewéhlte Konstante K7 die nicht von n abhéingt. Wichtig ist wieder nur,

dass die Erwartungswerte gegeneinander konvergieren mit Geschwindigkeit 1/4/n, dass heifit
B, XENX{Y) = BOOXE), - X)X + 0™ ). (4.9)

Nun haben wir recht sorgfiiltig alle benétigten kleinen Verdnderungen auf beiden Seiten der
Dualitatsformel durchgefithrt und immer die Schranke fiir den Approximationsfehler im Auge
behalten. Der grofie Moment, in dem wir die erhaltenen Approximationen zusammenfiigen, ist
jetzt gekommen. Wir fassen nochmal unsere Voraussetzungen zusammen. Sei F' € W, wobei
F(z) = ¢(xs), .., Tay) = AL, Tay — Tayy... Loy — Tay_,). Hier sollen 0 < 57 < --- < sy < 1
beliebig sein, ebenso wie ¢ € [0, 1]. Weiterhin ist g = 1jg; Dann haben wir die approximative
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Dualitatsformel

= Bl(XY, . X8 x™)
=BG X)X + O )
- E(&(Xs(??),...,XS(ZL)) - Xi%}l X)) +0(n2)
=B A)RGX ) X = X))
FE((W A0 — A i) o d(X (n),..,Xign))—Xs(gll))JrO(n*%)
= E((s\™ Atm)a, qs(Xi;}),...,Xi%?))H...
FE((s%) A t(”))aN(i)(X;??), o ,Xi(z,}))) +0(n?)
4.8

L B((si A)op(XE, X)) 4

+E((sx ADING(X ..., X)) + O(n %)

- ) (n) :
= By Toai(s) X2 050X, o X010 (5)ds) + O(n )
= B(DyF(X™M))+O0(n~%).

Damit ist die Gleichung (4.4) fir ' € W und g = 194 bewiesen. Die Verallgemeinerung auf
allgemeine Treppenfunktionen g ist jetzt einfach eine Folgerung aus der approximativen Linearitit
der Gleichung (4.4). Sei zum Beispiel g = Z?:o ajli; .+, gegeben, dann kann man g auch
schreiben als Z?:o Ajljo,¢;[ wobei die Koeffizienten A; linear von den a; abhéngen. Sollten wir die

Gleichung (4.4) fiir Treppenfunktionen der Form 1[0,¢; bewiesen haben, ergibt sich fiir unser g
X f g(t dX(n) = ?:0 )‘jE(F(X(n)) fol 1[0,tj[(t)dXt(n))
=200 Aj(E(Dl[o,t]_[F(X(”))) +0(n2))
= B(DyF(X™M)) +37_, 1,0(n2)
= E(D,F(X™M)) 4+ O(n~3),

da es sich bei dem Landau-Symbol um eine asymptotische Aussage einer Konvergenz gegen Null
handelt, und die Multiplikation mit einer endlichen Konstante (pmax{Xo, ...\, }) nichts an dieser
andert.

Aus dem Beweis geht natiirlich auch hervor, dass die Gleichung (4.5) fiir ein K € R, erfiillt ist.
AufBlerdem hingt dieses K von der Treppenfunktion g, von der Funktion ¢ und deren Ableitungen,

und vom dritten Moment von &; ab. O

Anmerkung 4.5 (zur Version mit verallgemeinerter symmetrischer Irrfahrt). Wir haben nur einmal
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verwendet, dass die renormierte stetige Irrfahrt auf einer symmetrischen Irrfahrt basiert, und nicht
auf einer verallgemeinerten symmetrischen Irrfahrt. Um die Gleichung (4.6) zu erhalten verwenden

wir im Prinzip, dass (Schreibweisen wie in Definition 3.2)
E(§l2|sk1 - Skov s Sy — SkN—l) = E(€l2) =1,

fir I ¢ {kj_1+1,...,k;} fir alle j € {1,..., N}. Fiir die verallgemeinerte symmetrische Irrfahrt

hatten wir eine entsprechende Gleichung fiir das erste Moment vorausgesetzt:

E(€Z|Sk1 - Sk)o? .. '7Sk?N - SkN—l) = E(fl) =0.

Wiirden wir diese Gleichung fiir das zweite Moment mit voraussetzen, konnten wir die approxima-
tive Dualitétsformel auch fiir eine Folge von Zufallsfunktionen (X (”))nzl, die auf einer verallge-
meinerten symmetrischen Irrfahrt basieren, beweisen. Das Problem wire dann aber immer noch,

wie in Anmerkung 4.3 schon erwahnt, der Beweis der Straffheit dieser Folge von Zufallsfunktionen.

Eine renormierte stetige Irrfahrt erfiillt also asymptotisch vom Grade n~2 die Dualitéitsformel
des Wienermafl mit Anfangsbedingung W(Xy = 0) = 1. Die Vermutung liegt natiirlich nahe, dass
sich nun zusammen mit der Charakterisierung des Wienermafles durch die Dualitdtsformel (Theo-
rem 2.2) und mit der Straffheit der renormierten stetigen Irrfahrt (Theorem 4.1) das Theorem von

Donsker beweisen lésst. Das dem wirklich so ist, wird im néchsten Theorem gezeigt.

Theorem 4.3 (Konvergenz der renormierten stetigen Irrfahrt). Die renormierte stetige Irrfahrt

konvergiert in Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung mit Anfangsbedingung Xo = 0.

Beweis. Da die Sequenz (L£(X(™)),>; straff ist, enthilt jede aufsteigende Folge (n’) natiirlicher
Zahlen eine Unterfolge (n”) natiirlicher Zahlen, so dass £(X (")) — @ (im Sinne der schwachen
Konvergenz von Maflen) fiir (n”) — oo und ein noch niher zu bestimmendes Wahrscheinlich-
keitsmafl @ auf C'(0,1) (Vergleiche dazu [Bil3], Section 5). Wir nennen X ein Element aus einem
Wahrscheinlichkeitsraum, dass die Verteilung @ hat. Sollten wir beweisen kénnen, das ) die Dua-
litdtsformel der Brownschen Bewegung fiir ' € W und g Treppenfunktion auf [0, 1] erfiillt, wissen
wir nach Theorem 2.2, dass () ein Wienermaf ist. Wir werden jetzt also im Prinzip zeigen, dass alle
endlichdimensionalen Verteilungen der renormierten stetigen Irrfahrt gegen die endlichdimensio-
nalen Verteilungen des Wienermafl mit Startpunkt Null konvergieren. Damit ist dann das Theorem
von Donsker bewiesen.

Sei im weiteren Verlauf F' € W und g Treppenfunktion auf [0, 1]. Da beide jeweils nur von endlich
vielen Zeitpunkten abhéngen, kénnen wir die Funktionen so umschreiben, dass sie von gleichen

Zeitpunkten abhéngen. Sei

M

F(z) = ¢(xsy,. -, XTsy ) 9= Zgjl[tj_l,tj[a MeN, t;=0.
j=1

Da die Projektion 7y, . s,, : C(0,1) — R definiert durch

7T51,~-,SM L ($S17 e 7x5NI)
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stetig ist, haben wir die schwache Konvergenz des Bildmafles (vergleiche [Bil3], Theorem 2.7):

(xGLXG) S (x

SM

X

S19 0 S}u)'

Da die Ableitungen von ¢ stetig und beschrinkt sind (siehe Anmerkung 2.1), folgt fiir die linke
Seite der approximativen Dualitétsformel

lim E(D,F(X™")) = E(D,F(X)),
nach Definition der schwachen Konvergenz, beziehungsweise dem Portemanteau-Theorem (siehe
Anhang, Theorem 5.2). Es bleibt also noch zu beweisen, dass

2

E(F(X)/O g(s)dXs) = lim E(F(‘X("”))‘/O g(s)d)((n”))7

s
n’’ —oo

denn da bekannt ist, dass ein Grenzwert existiert, ist bereits

1
lim E(F(X(””))/ g()dX"y = lim E(D,F(X""))) = B(D,F(X))
n’ oo 0 n'’ —oo

gezeigt (das Restglied konvergiert wie bewiesen gegen Null).

Das Problem ist, dass &(y1,...,ynm) Z;\il 9;(y; — yj—1) keine beschrankte Funktion ist. Aber
immerhin ist sie noch stetig. Wir werden die Funktion deshalb auf stetige Weise beschrénken und
versuchen den Fehler der dabei entsteht klein zu halten. Dabei helfen uns bestimmte Eigenschaften

1"

des Wahrscheinlichkeitsvektors (X JAR ,X;LA; —_xr Vs

SM—1

Wir wollen die Summenbestandteile (y; — y;—1) uniform in j und auf stetige Art beschrénken.

Dazu definieren wir die stetige Abschneidefunktion

. 1
hic(y) = yl{y<xy + sign(y) K2 (K + an WDk <y<x+Ly YER

K ¢ R ist eine Konstante die noch speziell gewiihlt werden wird. In jedem Fall sieht man leicht,

dass diese Funktion beschrankt und stetig ist. Es gilt
(i — yj—1) — hic(y; — yj-1)|

<ys = yi—1) = (U5 — Yi—1) Ly —u; 1 1<K} |-

Der Fehler, den wir in L' durch die Ersetzung der nichtbeschréinkten Identitéit mit der beschrank-
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ten Funktion erhalten, kann also abgeschétzt werden vermoge

1 n// M TL” n//
B(o(X - X0 3 g (X = X5
]:

—o(x5 XGOS gy hae (X8 - x0T
M (’I’L”) (TL”) (n//)
< HQS”OOj;lng('(XSj _ij—l) - (ij _X5j71)1{‘X§;}”)_X§;i’z‘SK}D

- (") _ 50"
=C Z g]E(‘XSJ 7ij’l)|1{\X(7.L”)—X(7.1'”)\>K})
7j=1 %3 Sj—1

Das ist das Kriterium der uniformen Integrabilitdt. Wenn wir also zeigen, dass die Folgen (X 5 ; )

X ,Ef"f )(ny uniform integrabel sind, kénnen wir diese Gréfe uniform fiir alle n” € N beschréinken.

Gliicklicherweise gilt
B(XG" - X0 < B(X{"P) = = ZVar &)=

Die Folgen sind also alle in L? beschrénkt, damit auch uniform integrabel. Sei also € > 0 beliebig.

Wir withlen K () € RT gro8 genug, so dass

M
CY g E(XD - X0 1x5" - x<"”>\>K(e>}) =&

Jj=1

und koénnen damit sagen

1" M //
B(o(X ),...,Xéxnz (x0T

j=1

1" 1 M
— B(p(x{! >,...,X§M>>z (X = X)) 4+ 0(e),

- xM))

wobei das Restglied vom Betrage beschrinkt ist durch e, und nicht von n’” abhéingt.
Mit der stetigen, beschrankten Funktion kénnen wir dann das Portemanteau-Theorem anwenden:

Jim Bo(x S, x ) z g;(X$ = x{7)))
= lim (B, x00) 21 gi i (X5 = X))+ 0(e)
n'’—oo j=
M
= BOXue s Xan) 3 05 i) (X = Xoy)) 4 0(E)

Die (X, —X,,_,) sind nun quadratintegrable Zufallsvariablen, damit auch als einzelne Zufallsvaria-

blen uniform integrabel. Denn die Funktion f(y) = y? ist stetig, damit gilt E((XS(J" ) kagil)) )
L((Xs, — X, ,)?), und damit (vergleiche [Bil3], Theorem 3.4, als Theorem 5.7 im Anhang) ergibt
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sich dann
B((X,, — X,,_,)*) <lim inf B((X{") - x{"))?) <1

n'’—oo Si—1

Wir kénnen also K (¢) wenn notwendig etwas vergroflern, so dass gilt:

M
E(W)(XSU' .- ’XSM) Zl gj(hK(s)(XSj - ij—l) - (XSJ‘ - XSj—l))')
j=

M

< ¢ Zl E(|hK(5)(X$J - ij—l) - (X9] - ij—1)|)
J=
M

<O g B(Xs, = X, qx,, -x.,_ 1>K()})

<.
Il
-

IN
o

also y
E(¢(X517 s 7X3M) Zl 9j hK(e)(ij - ij,l))
j=

— B($(Xar, 2 Xa) 3 g5(Xe — X, 1))+ 0(E),

und das Restglied ist betragsméfig beschrénkt durch . Zusammengenommen haben wir damit

lim E(o(x",. .., x{)

n’’—oo

SEPIESRES Col)

= B(@(Xerr . Xuy) Jz”: 6 (X, — X., ) +0().

<.
Il
_

Da € > 0 beliebig gew#hlt war:

7" M "
lim B, XED) 2 g (X = XE0)

"
n’—0o0 —
j_

M
:E(¢(X517"' S]\/I) Z ( 7XS_7‘—1))'
=1
Fiir die Grenzverteilung @ gilt also mit jeder Funktion F' € W und jeder Treppenfunktion ¢ in
[0,1]

1
E(F(X)/0 9(s)dX;) = E(DyF(X)).

Das ist natiirlich die Dualitétsformel des Wienermafles (2.3), @ ist also das Wienermafl mit An-
fangsbedingung Xo = 0 f.s. (vergleiche [Bil3], Theorem 7.5). Damit ist das Konvergenzergebnis

von Donsker bewiesen. O

Anmerkung 4.6 (Zur Beweistechnik der schwachen Konvergenz auf C(0, 1)). Der angefiihrte Beweis
hélt sich nicht exakt an die Formulierung des Theorems 5.5 aus dem Anhang. Wiahrend dort
Straffheit und Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen zur Konvergenz der Maffolge
fiihren, nutzen wir hier die Straffheit um konvergente Teilfolgen von Teilfolgen ausfindig zu machen,
und identifizieren das Grenzmafl dann immer als ein Wienermaf. Das wir trotzdem die gewiinschte

schwache Konvergenz der Folge (£(X(™)),>1 gegen das WienermaB8 W, erhalten, kann man sich
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wie folgt klarmachen:

Sei S ein beliebiger metrischer Raum und (z,),>1 eine Folge von Elementen aus S. Zu jeder
beliebigen Teilfolge (2, )r>1 von (z,)n>1 gebe es eine Teilfolge (xnkl )i>1 von (zp, )r>1 die gegen
y € S konvergiert (das haben wir fiir unsere Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien bewiesen). Dann
konvergiert auch die Folge (z,)n>1 gegen y. Zum Beweis nchme man an, dies sei nicht der Fall,
dann existiert eine Teilfolge (y, )x>1 und ein & > 0 so dass |z, — y| > ¢ fir alle k > 1 gilt. Dies
ist aber ein Widerspruch zur Annahme, dass eine Teilfolge (xnkl)lzl von (p, )r>1 existiert die
gegen y konvergiert. Also konvergiert (z,)n>1 gegen y.

Jetzt miissen wir uns nur noch daran erinnern, dass der Raum der Mafle auf C'(0,1) metrisierbar
ist (zum Beispiel mit der Prohorov-Metrik, siehe dazu Kapitel 13.2 in [Kle]), und wir erkennen,

dass die schwache Konvergenz der Folge (£(X(™)),;>1 bewiesen wurde.

Anmerkung 4.7 (Zum Beweis des Konvergenzergebnis). Der oben gefiihrte Beweis des Theorems
4.3 ist aufgrund seiner Anschaulichkeit recht ausfiihrlich gehalten. Das Ganze funktioniert aber
auch viel einfacher und kiirzer, indem man einfach nur Theorem 3.5 aus [Bil3] (sieche Theorem 5.8
im Anhang) anwendet. Damit erhilt man die gleiche Moglichkeit die Limiten und Erwartungswerte
zu vertauschen. Dem Theorem als Zauberkasten verwendet liegen allerdings die gleichen hier im
Beweis vorgefiihrten Berechnungen zu Grunde. Der Vollstéandigkeit halber hier noch der alternative

Beweis.

Alternativer Beweis von Theorem 4.3. Wir kiirzen einfach den Beweisteil ab, der mit Hilfe einer

stetigen Abschneidefunktion beweist, dass

lim_ B(o(X4,. X >; 0 (X0 = X3)

n'’'—oo

M
:E((b(Xsu“' 9]\4) Z ( ij—l))'

j=1
Wie schon im ersten Beweis erwihnt ist der Wahrscheinlichkeitsvektor (X 5(? ), o X §; )) uniform

integrierbar, denn es gilt

B((X0 - X2 < B(x"y2) = i ZVar &) =

Sj—1

Damit kann man leicht schlussfolgern, dass auch die Zufallsvariablen

H(X, L X)X — x ()

Sj—1

fiir alle j € {1,..., M} uniform integrierbar sind, denn ¢ ist nach Voraussetzung beschrinkt. Wir

konnen also einfach Theorem 5.8 aus dem Anhang anwenden, und erhalten die Konvergenz
B0, XED) g (XD = X07)) = B(0(Xay - Xay )9 (X, = Xo, L)),

Damit ist das Theorem 4.3 bewiesen. O

Anmerkung 4.8 (zur Version mit verallgemeinerter symmetrischer Irrfahrt). Der Beweis des Theo-
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rems 4.3 verwendet nicht mehr explizit die speziellen Eigenschaften der symmetrischen Irrfahrt.
Natiirlich ben6tigt man aber die vorher bewiesenen Ergebnisse der Straftheit und der approxima-

tiven Dualitatsformel.
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5 Anhang

Theorem 5.1 (Taylor-Formel im RY). Fiir ¢ € Y, y,h e RN gilt die Taylor-Formel

N N
y+h) =0y + %; SWhi+ 3 2 055ueWhy hy, + ...

J1,52=1

ot ﬁ Z 0j1..5, 0y, -+ - hj, + R(y, h),

G1reendp=1
mit dem Restglied
1
R(y,h) = / 8j1-~jp+1¢(y + Sh)hjl T hjp+1ds'
0 Tt Jp+1 1
Es gilt die Abschitzung
Blp+1 N
Bl < 7 up | S [0ty + s

- |
(p+ 1). Oss<l Jis---Jp+1=1

da ¢ € Cg° ist, kann eine Konstante K € Rt so gewdhlt werden, dass
|R(y,h)| < K Z Mgy Py |- (5.1)
~Jp+1=1

Beweis. Vergleiche dazu die Version in [Bae] (Kapitel 5, Satz 5.6) die als Vorlage fiir die For-
mulierung dieses Theorems gedient hat. Eine einfachere Version mit Beweis befindet sich in [For]
(Kapitel I, §7, Satz 2). Eine allgemeinere Version des Theorems in Bezug auf die Funktionenklasse
findet sich in [Wer] (Satz IIL.5.5). O

Theorem 5.2 (Portemanteau Theorem, Alexandrow). Seien X, X1, Xo,... Zufallselementen in

einen metrischen Raum S, dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

i) Die Folge (X,,)n>1 konvergiert schwach gegen X, geschrieben X, £x (zur Erinnerung: fir
alle ¢ € Cp(S,R) muss E(¢(Xy)) — E(p(X)) gelten);

it) liminf P(X,, € G) > P(X € G) fiir alle offenen Mengen G C S;
iii) limsup P(X,, € F) < P(X € F) fir alle geschlossenen Mengen F C S;
iw) P(X, € B) — P(X € B) fiir alle Borel-Mengen B C S mit P(X € 0B) = 0.

Beweis. Das Theorem wurde aus [Kal] iibernommen (Theorem 3.25), ein Beweis findet sich an
eben dieser Stelle. O

Theorem 5.3 (Differentiation unter dem Integralzeichen). Es seien I C R ein Intervall, \g € I,
und F : I x Q — R (Q meffbarer Raum) habe folgende Eigenschaften:

i) Fiir alle N € I gilt F(\,.) € L.

o6



i1) Die partielle Ableitung g—f()\o,x) existiert fiir alle x € Q.

iii) Es existiert positive Funktion G € L', so dass fiir alle \ € I und x € Q gilt:

7(>‘a :L‘)

Y < G(xz).

‘BF

Dann ist die Funktion p: 1 — R,
p(N) = / F(\z)dP(z) = E(F(\ X)), Ael
Q

im Punkt \o differenzierbar, %(AO, .) ist integrierbar, und es gilt

Z500) = [ SO0, 2)dP(@) = B(G (0, X))

Beweis. Satz 5.7, Kapitel IV. aus [Els] wurde hier einfach iibernommen. Beweissuchende seien

dorthin verwiesen. O

Theorem 5.4 (Ito6-Formel). Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar, sei X; = (X}, ..., X[")

ein stetiges Semimartingal in R™ (das heift, jedes X' ist ein stetiges Semimartingal). Dann:

n t ; 1 n t ) ; ;
f(Xe) = f(Xo)+;/0 0if (Xs)dX{+ 5 > /0 D5 f(Xo)d[ X, X7,

4,j=1

Beweis. Das Theorem wurde aus [RW2] iibernommen (Chapter IV, Theorem 32.8). Ein Beweis
befindet sich an ebendieser Stelle. O

Theorem 5.5 (Konvergenz von WahrscheinlichkeitsmaBien auf C(0,1)). Seien P, Py, P,,... Wahr-
scheinlichkeitsmafe auf C(0,1) (ausgestattet mit der Topologie der gleichmdifigen Konvergenz).
Wenn die endlichdimensionalen Verteilungen von P, schwach gegen die von P konvergieren, und

wenn (Pp)n>1 straff ist, dann konvergiert P, schwach gegen P.

Beweis. Das Theorem ist aus [Bil3] entnommen (Chapter 2, Theorem 7.1), Erlduterungen und ein
Beweis finden sich dort. O

Theorem 5.6 (Straffheit von Wahrscheinlichkeitsmafien). Die Folge (P,)n>1 von Wahrschein-

lichkeitsmaflen auf C(0,1) ist genau dann straff, wenn folgende zwei Bedingungen gelten:

i) Fiir alle n > 0 existiert ein a € RT und ein ng € N, so dass

Po(|z(0)] = a) <n, n > no.

i) Fir alle e, > 0 existiert ein 6 € (0,1) und ein ng € N, so dass

P, (ws(z) >¢e)<n, n>np.

Beweis. Das Theorem ist aus [Bil3] entnommen (Chapter 2, Theorem 7.3), Erlduterungen und ein
Beweis finden sich dort. O
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Theorem 5.7 (obere Schranke des Erwartungswerts). Seien X, Xy, Xo,... Zufallselementen in

einen metrischen Raum S. Wenn X,, schwach gegen X konvergiert, so gilt E(|X|) < liminf E(|X,]).

Beweis. Das Theorem ist aus [Bil3] entnommen (Chapter 1, Theorem 3.4), ein Beweis findet sich
dort. O

Theorem 5.8 (Konvergenz des Erwartungswerts). Seien X, X1, Xo,... Zufallselementen in einen
metrischen Raum S. Ist (X,,)n>1 uniform integrierbar und konvergiert X,, schwach gegen X, dann
ist X integrierbar, und E(X,) — E(X).

Beweis. Das Theorem ist aus [Bil3] entnommen (Chapter 1, Theorem 3.5), ein Beweis findet sich
dort. O
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