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“J’ai le droit de donner mon avis, car je suis de ceux
qui savent mourir pour leurs idées.”

(“Ich habe das Recht meine Meinung zu sagen,
denn ich bin einer von denen,
der fiir seine Ideen sterben wiirde.”)
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Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem versiegelten Brief von Wolfgang Doeb-
lin “Sur l’équation de Kolmogoroff ”. Im Folgenden verwenden wir den ins
Deutsche iibersetzten Titel “Uber die Gleichung von Kolmogoroff 7. Sie
basiert auf dem dazugehorigen Sonderheft der Serie Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences. Das Ziel dieser Arbeit ist es, im Rahmen des heuti-
gen Wissens und seiner Entwicklung, die auflergewhnliche Leistung Doeblins
in den Kontext inhomogener Diffusionsprozesse einzuordnen. Zu Doeblins be-
kanntesten Resultaten zahlt die sogenannte Coupling Methode, die beispiels-
weise in der Theorie der Markov Prozesse angewandt wird um Ergodizitat
zu studieren, vergleiche auch [LinRog86] oder [Elw00]. Die Ergebnisse, die
Wolfgang Doeblin in [CRAS] entwickelt, waren noch vor einigen Jahren der
mathematischen Gemeinschaft unbekannt.

Die Diffusionstheorie entstand im Zusammenspiel von Ergebnissen aus ver-
schiedenen Bereichen der Mathematik, zum Beispiel der Theorie der Partiel-
len Differentialgleichungen. Wolfgang Doeblin hatte zur Zeit der Entstehung
zwar einige funktionalanalytische Methoden durch Arbeiten von Kolmogo-
roff, Feller und Lévy zur Verfiigung, aber kaum trajektorielle. Nach Yor bildet
diese Arbeit von Doeblin das “fehlende Glied zwischen der Représentation
einer Feller-schen eindimensionalen Diffusion mithilfe der Brownschen Bewe-
gung gedndert in der Zeit und im Raum und der Repréasentation von Ito als
Losung einer stochastischen Differentialgleichung .

Das erste Kapitel ist eine historische Einleitung in das Thema. Es handelt
von Doeblins Biographie, den Umsténden unter denen seine Arbeit “Uber die
Gleichung von Kolmogoroff” enstanden ist und gibt ein fundiertes Hinter-
grundwissen iiber die Prozedur der versiegelten Briefe der Académie des
Sciences.



Im zweiten Kapitel nehmen wir funktionalanalytische Methoden, um einen
stetigen Markov Prozess eindeutig durch seinen infinitesimalen Generator zu
konstruieren. Wir werden sehen, dass sein Ubergangskern bestimmte partiel-
le Differentialgleichungen 16st.

Das darauffolgende Kapitel handelt vom stochastischen Kalkiil, das vollends
erst nach Doeblins Tod ausgearbeitet wurde. Mit diesen Mitteln sind wir in
der Lage, stochastische Integrale zu bauen und Losungen von stochastischen
Differentialgleichungen zu beschreiben, welche ebenfalls die Markov Eigen-
schaft erfiillen. Diese beiden Kapitel sollen verdeutlichen, wie man sich der
Theorie der Markov Prozesse aus verschiedenen Perspektiven ndhern kann.
Im Unterschied zu Doeblin schranken wir uns der Einfachheit halber vor al-
lem auf homogene Prozesse ein. Sie zeigen bereits die generellen Ideen.

SchlieBlich widmen wir uns im vierten Kapitel der Arbeit von Wolfgang Doeb-
lin “Uber die Gleichung von Kolmogoroff”. Er geht von speziellen Lésungen
der Chapman-Kolmogoroff Gleichung aus und arbeitet zuerst mit einer Fa-
milie von Verteilungsfunktionen F. Er nimmt an, dass ein stetiger Markov
Prozess mit bestimmten infinitesimalen Charakteristiken existiert und ver-
sucht diesen Prozess unter gewissen Voraussetzungen zu beschreiben. Wir
zeigen unter anderem, wie er den Martingalanteil seines Prozesses als zeit-
transformierte Brownsche Bewegung identifiziert und eine Transformations-
formel entwickelt, die die Klasse dieser Typen von stetigen Markov Prozes-
sen invariant lasst. Dieses Ergebnis von Doeblin ist besonders relevant. An
dieser Stelle wird deutlich, in welchem Sinne Doeblin die Bruecke zwischen
(den damals bekannten) stochastischen Prozessen aus der Sicht der partiel-
len Differentialgleichungen hin zu einer (zu seiner Zeit) noch nicht rigoros
fassbaren stochastischen Integration geschlagen hat.

Da wir fiir diese Arbeit eine Auswahl treffen mussten, haben wir hier unter
anderem das Thema “ Grofle Abweichungen ”sowie andere Eigenschaften der
Familie von Verteilungsfunktionen F' wie Regularitdt und Monotonie nicht
entwickelt.



Kapitel 1

Historischer Teil

1.1 Biographie Wolfgang Doeblin

Im Folgenden beziehen wir uns auf den biographischen Teil von Bernard Bru
im [CRAS] und eine Zusammenfassung in [DoeBio].

Wolfgang Doeblin war das zweite von drei Kindern von Erna und Alfred
Doblin. Er wurde in Berlin am 17.Mérz 1915 geboren und starb am 21.Juni
1940 in Housseras, Frankreich. Sein Vater Alfred (1878-1957), von Beruf Arzt
in der Psychatrie, war einer der groflen deutschen Schriftsteller in der Zeit
zwischen den beiden Weltkriegen. Sein berithmtestes Werk Berlin Alezander-
platz erschien im Jahre 1929. Wolfgang verbrachte seine ersten drei Lebens-
jahre in Saargemiind (Sarreguemines), wo sein Vater freiwillig als Militararzt
tatig war. Am Ende des Ersten Weltkrieges zog die Familie zuriick nach Ber-
lin, wo die Anerkenung von Alfred Déblin als Schriftsteller und Teilnehmer
an linken kulturellen und politischen Debatten wuchs. Als Jude und Linker
war Alfred Doblin gezwungen samt seiner Familie nach dem Reichstagsbrand
am 28.Februar 1933 zuerst in die Schweiz und dann nach Frankreich auszu-
wandern. Dort erhielten sie die franzosische Staatsbiirgerschaft. Im Juni 1940
flohen Erna und Alfred Déblin in die Vereinigten Staaten. Nach dem Ende
des Krieges kehrten sie nach Europa zuriick. Erna starb im Jahre 1956, Al-
fred 1957 in Freiburg in der Schweiz.

Wolfgang besuchte die Oberschule in Berlin. Seine politische Meinung wurde
inspiriert vom Marxismus und war radikaler als die seines Vaters. Im Ju-
ni 1933 erhielt er seine Allgemeine Hochschulreife und folgte seiner Familie



nach Ziirich. Im Jahre 1936 {ibersetzte er seinen Vornamen ins Franzdsische
und hieB Vincent. Seine Arbeit  Uber die Gleichung von Kolmogoroff” un-
terschrieb er aber mit dem Namen “ Wolfgang Doeblin”. Er begann an der
Sorbonne Volkswirtschaftslehre und Statistik unter Arnaud Denjoy (1884-
1974), Maurice Fréchet (1878-1973) und Georges Darmois (1888-1960) zu
studieren. Wahrend dieser Zeit entdeckte er sein starkes Interesse an der
Wahrscheinlichkeitstheorie. Diese erhielt neuen Aufschwung mit den Arbei-
ten von Kolmogoroff iitber Mafitheorie im Jahre 1933, siehe [Kol33]. Wolf-
gang arbeitete unter Maurice Fréchet und Paul Lévy (1886-1971) und er-
zielte sehr schnell tiefe Resultate, siche auch die Arbeiten [Doe37], [Doe38a]
und [Doe40]. AuBerdem arbeitete er noch mit einer Pléaide von jungen For-
schern wie Alexander Khintchine (1894-1959), William Feller (1906-1970),
Robert Fortet (1912-1998), Joseph L. Doob (1910) sowie Jean Ville, einem
der Initiatoren des Borelseminars, zusammen. Im Jahre 1938 verteidigte er
seine Doktorarbeit in Wahrscheinlickeitstheorie an der Sorbonne. Wolfgang
Doeblin versffentlichte insgesamt 13 Artikel und 13 Beitrége in der Zeitschrift
Comptes Rendus, einige davon erschienen posthum.

Im Oktober 1938 wurde Wolfgang in die franzdsische Armee eingezogen.
Seine universitdren Titel hétten es ihm erlaubt, als hoherer Offizier anzu-
fangen. Aber er verweigerte vier Mal dieses Angebot. Ab September des
Jahres 1939 war er als Telegraphist im 291-ten Regiment der Infanterie der
franzosischen Armee in den Ardennen tétig.

Vor seinen Kameraden prasentierte er sich als Elsafler. Wihrend seiner Zeit
als Soldat setzte er seine Arbeit iiber die Gleichung von Chapman-Kologoroff
fort. Tagsiiber arbeitete er als Telegraphist und nachts arbeitete er an seinen
mathematischen Theorien. Zweifellos befand sich Wolfgang Doeblin in Eile
und wusste nicht wieviel Zeit ihm noch bleibt, um seine Arbeit fertigzustel-
len. Im Februar 1940 setzte er einen wersiegelten Brief auf und schickte ihn
zur Académie des Sciences nach Paris. Im Juni 1940 wurde sein Bataillon im
Norden der Vogesen von den Deutschen umkreist und eingenommen. Wolf-
gang floh in der Nacht vom 20.Juni. Er kam bis Housseras. Als er die Ankunft
der deutschen Soldaten bemerkte, verbrannte er einige seiner Papiere und Ar-
beiten auf einem Bauernhof und nahm sich am Morgen des 21.Juni 1940 das
Leben. Housseras ist 100 km von Sarreguemines entfernt, der Ort an dem er
seine ersten drei Lebensjahre verbrachte. Sein Korper wurde am Nachmit-
tag in ein Massengrab mit deutschen und franzosischen Soldaten gelegt. Da
er seine Papiere verbrannte, konnte er nicht sofort identifiziert werden. Dies
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Abbildung 1.1: Wolfgang Doeblin im Herbst 1939, Quelle: [CRAS], S. 1032



gelang erst am 19.April 1944 mithilfe eines Armbandes. Am 20.Mai 1944 wur-
den Wolfgangs Eltern von seinem Tod unterrichtet. Sie erholten sich niemals
mehr von diesem Schock. Erna wéihlte 1956 den Freitod, Alfred orientierte
sich zur Religion und starb innerhalb eines Jahres nach seiner Frau. Beide
lieBen sich in Housseras neben ihrem Sohn begraben.

Die mathematische Gemeinschaft ehrte Wolfgang Doeblin in den darauf fol-
genden Jahren durch viele Stimmen. 1955 widmet ihm Paul Lévy einen Ar-
tikel, in dem er schrieb:

“On est [...] towjours frappé par la sireté et la précision de ses
raisonnements, et par son extraordinaire aptitude a résoudre les difficultés
les plus variées, soit en les attaquant de front, soit en découvrant un chemin
détourné. Je crois pouvoir dire, pour donner une idée du niveau ou il
convient de le situer, qu’on peut compter sur les doigts d’une seule main les
mathématicients qui, depuis Abel et Galois, sont morts si jeunes en laissant
une ceuvre aussi importante”.

Ubersetzung:

“ Man ist [...] stets beeindruckt von seiner Sicherheit und
Argumentationsweise und von seiner aulergewohnlichen Fahigkeit,
verschiedenartigste Probleme zu l6sen, indem er sie direkt anpackte oder
einen geschickten Weg entdeckte. Ich glaube sagen zu kénnen, um eine Idee
zu geben wo man sein Niveau platzieren kann, dass man an einer Hand die
Mathematiker seit Abel und Galois abzéhlen kann, die zu frith gestorben
sind und so wichtige Arbeiten hinterlassen haben.”

Kai Lai Chung und Joseph Doob widmen 1991 den Arbeiten von Wolfgang
Doeblin ein Kolloquium am Wissenschaftlichen Institut von Blaubeuren bei

Ulm. Bernard Bru présentierte unveroffentlichte Briefkorrespondenzen von
Doeblin und Fréchet.
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1.2 Uber W. Doeblins versiegelten Brief

Die Prozedur der wversiegelten Briefe geht, siche Bru im [CRAS] S. 1147,
sogar bis auf die Griinderzeit der Académie des Sciences zuriick. Das erste
bekannte Beispiel fiir das Deponieren eines versiegelten Briefes bildet Jean
Bernoulli am 1.Februar 1701. Das Aufbewahren versiegelter Briefe dient da-
zu, das Urheberrecht der Entdeckung wissenschaftlicher Ergebnisse zu wah-
ren, wenn der Verfasser zur Zeit der Einreichung verhindert ist das Ergebnis
zu publizieren. Die geoffneten und zur Verdffentlichung ausgewéhlten Arbei-
ten werden von einer Komission der Académie in Serien der Comptes Rendus
de I’Académie des Sciences gedruckt, die seit Griindung im Jahre 1835 immer
noch regelméssig erscheinen. Jéhrlich gehen durchschnittlich 60-80 versiegel-
te Briefe bei der Académie ein, in den 30er Jahren waren es durchschnittlich
120. Das Regelwerk der Académie wurde zuletzt 1990 aktualisiert. Es versi-
chert, dass jede Einsendung akzeptiert werden muss. Die Académie behilt
sich das Recht vor, 100 Jahre nach Erhalt eines versiegelten Briefes diesen
Offnen zu diirfen und iiber dessen weitere Verwendung frei zu entscheiden.
Der Besitzer hat jederzeit Einsichtsrecht und das Recht seinen eingeschick-
ten Brief wieder in Besitz zu nehmen. Bei der Einsendung darf eine bestimmte
Grofle und Gewicht nicht tiberschritten werden und es sind pro Person zwei
Briefe jahrlich zum Aufbewahren erlaubt. Bei Tod des Besitzers konnen An-
gehorige die Offnung, aber nicht die Herausgabe, beauftragen.

Wolfgang Doeblins versiegelter Brief kam am 26.Februar 1940 in der Acadé-
mie an und wurde unter der Nummer 11-668 registriert. Dank Pierre Dugac,
einem Mitglied der Komission, konnte Doeblins Brief schliefllich am 18.Mai
2000 gedffnet werden. Er iiberzeugte Wolfgangs Bruder Claude Doblin, der
heute in Nizza lebt, die Erlaubnis zu erteilen. Darin befand sich ein kritzelig
geschriebenes Manuskript von etwa hundert Seiten unter dem Titel “ Sur
I’équation de Kolmogoroff”, verfasst in einem Schulheft der Serie “Villes et
paysages de France” (Stadte und Landschaften Frankreichs).
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Abbildung 1.2: Doeblins Manuskript, Quelle: [DoeBio]

Das Manuskript wurde zur wissenschaftlichen Untersuchung Marc Yor und
Jean-Pierre Kahane anvertraut. Bernard Bru “libersetzte” Doeblins Notizen,
die teilweise schwer leserlich sind, und vervollstdndigte die Ausgabe der Comp-
tes Rendus “Sur ’équation de Kolmogoroff” durch sowohl historische als auch
wissenschaftliche Kommentare. Die folgende Abbildung ist eine Kopie einer
Seite aus Wolfgangs Manuskript. Wir bekommen eine Idee, unter welchen
Umstdnden Wolfgang seine Arbeit aufgeschrieben hatte und wie schwierig es
sein musste sie zu “iibersetzen”.
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Abbildung 1.3: Eine Seite aus Doeblins Manuskript, Quelle: [CRAS], S. 1101
13



Kapitel 2

Funktionalanalytischer Zugang

Einleitung

Wir wollen die Verbindung zwischen stetigen Markov Prozessen, bestimm-
ten Halbgruppen von Operatoren, infinitesimalen Generatoren und einem
Cauchy-Problem herstellen. Wir beziehen uns hauptséchlich auf die Biicher
[RevYor01], [Kal02] und [EthKur86]. Es soll beleuchtet werden, wie die-
se Objekte zusammenhédngen. Halbgruppen und Generatoren kommen ur-
spriinglich aus der Funktionalanalysis und dienen beispielsweise dazu, Exis-
tenz von Losungen von partiellen Differentialgleichungen zu etablieren. Wir
werden sie benutzen, um Markov Prozesse eindeutig zu charakterisieren.

Zu einem gegebenen Markov Prozess werden wir in eindeutiger Weise eine
Feller Halbgruppe assoziieren. Eine Halbgruppe kann eindeutig durch ihren
infinitesimalen Generator beschrieben werden. Schliellich konstruieren wir
einen kanonischen Markov Prozess. Es soll veranschaulicht werden, wie das
Cauchy-Problem

{%u(m,t) = Au(x,t)
u(x,0) = f(z)

wobei A ein elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung ist, stochastisch
gelost werden kann.
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2.1 Vom Markov Prozess zur Halbgruppe

2.1.1 ﬁbergangsoperatoren
Wir betrachten den messbaren Raum (5, S). Ein Wahrscheinlichkeitskern ist
eine Abbildung
p:S xS —0,1]
mit den Eigenschaften:
(i) fiir alle x € S ist B — u(x, B) ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf S und
(ii) fiir alle B € S ist  +— u(x, B) messbar beziiglich S.

Ein Wahrscheinlichkeitskern wird Ubergangswahrscheinlichkeit genannt, wenn
w(x,S) =1 fur alle z € S gilt. Geht man von einem Wahrscheinlichkeitskern
p auf einem messbaren Raum (.5, S) aus, so kann man auf natiirliche Weise
einen Operator P assoziieren. Gegeben ist eine S-messbare, beschrinkte oder
nicht-negative Funktion f und x € S. Sei

Pf(z) = (Pf)(x) = / ), dy).

Bleibt P f messbar? f kann durch einfache Funktionen wie z. B. Treppenfunk-
tionen approximiert werden. P, auf eine Treppenfunktion angewendet, bleibt
messbar. Aus der monotonen Konvergenz folgt dann, dass P f S-messbar ist.
Was hat dieser Operator fiir Eigenschaften? Wenn p eine Ubergangswahr-
scheinlichkeit ist und 0 < f < 1, dann ist auch 0 < Pf < 1. P heifit in
diesem Fall positiver Kontraktionsoperator.

Sei umgekehrt P ein gegebener Ubergangsoperator auf einem messbaren
Raum (S,S) und sei z € S sowie B € §. Dann erhalten wir durch
w(x, B) := Plg(z) wieder einen Wahrscheinlichkeitskern.

Sei X ein stochastischer Prozess. Betrachte die Ubergangswahrscheinlichkeit

Po1(Xi, A) =P(X; € Alo(Xy;u <)) fs.,

wenn 0 < s < t. Die zugehorige Operatorhalbgruppe ist
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P f(x) = / F (9P, dy).

Definition 2.1.1 (Ubergangsoperator) Ein Ubergangsoperator auf einem
messbaren Raum (S, S) ist eine Familie (P )i~s>0 =: (Pst)st von Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten Pgy auf (S,S), so dass fir jedes x € S, A € S und
0<s<uv<tgilt

Ps,t(xv A) = /Pv,t(yv A)Ps,v(:p? dy) (21)

(2.1) wird Chapman-Kolmogoroff Gleichung genannt. Wir werden nochmal
niaher auf diese Gleichung im Kapitel iiber Doeblins Arbeit eingehen. Der
Ubergangsoperator ist homogen, wenn P, nur von der Differenz ¢—s abhéngt.
In diesem Fall reduziert sich (2.1) zu

Pt+s(va) = /Pt(y:A)Ps(*Tvdy)'

Mit anderen Worten, die Halbgruppeneigenschaft fiir Operatoren, sprich
P, = P,P, = P,P,, ist dquivalent zur Chapman-Kolmogoroft Gleichung fiir
homogene Ubergangsoperatoren. (P,), bildet also eine Halbgruppe.

Wir kommen nun zur

Definition 2.1.2 (Markov Prozess) Sei X ein Prozess auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (S, (§t)i0, P). Dann heisst X Markov Prozess, wenn f.s.
fir Be S, s <t und f nicht-negativ, messbar gilt

E(f(Xt)|gs) = Ps,tf(Xs)'

Ein Markov Prozess wird auch geddchinisloser Prozess genannt. Er macht
Voraussagen fiir die Zukunft nur mit der Information zum gegenwirtigen
Zeitpunkt s, ohne die ganze Vergangenheit vor s zu kennen.

Der Prozess ist homogen, wenn

E(f(Xe)|§s) = Pios f(Xs) Ls.

Als Beispiel betrachten wir die Brownsche Bewegung B = (B;):>0 auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (R, (§):>0, P). Wir wissen, dass B ein homogener
Markov Prozess ist, d.h., fiir jedes beschrankte f und s, > 0 ist

16



E(f<Bs+t)’$s) = E(f(Bs+t)|Bs) = Ptf(Bs)

Die Dichte der Verteilungsfunktion von B, gegeben B, = x f.s. ist der Uber-
gangskern y — p,(z,y) vermoge

pi(z,y) = \/% exp (—%) :

Dann wird die dazugehorige Halbgruppe (P;); definiert durch

) pe@,y) f(y)dy, wenn t > 0,
Puf(@) := {f(:c), wenn t = 0

und By = x f.s.
In der weiteren Betrachtung richten wir unsere Aufmerksamkeit auf den ho-
mogenen Fall mit stetigen Pfaden.

2.1.2 Feller Halbgruppen und
Infinitesimale Generatoren

Wir haben den Zusammenhang von Markov Prozessen und Halbgruppen ge-
sehen. Im Folgenden schauen wir uns spezielle Halbgruppen an und fithren
den Begriftf des Generators ein. Wir werden zeigen, dass der Generator alle
Informationen iiber den Prozess enthélt und die Halbgruppe eindeutig be-
stimmt.

Sei S ein lokal kompakter, polnischer Raum. Wir kompaktifizieren S und
erweitern ihn um einen Punkt {oo}, d.h. §' = S U {oo}. Sei Cy(S) definiert
als

Cu($)i= {9 € C(8). i g(0) =0,

f(00) := 0 erweitert die Funktionen f € Cy(S) auf Cy(S5").
Versehen mit der Norm ||g|| = sup,cq|g9(2)|, wird Cy(S) zu einem Banach-
raum erweitert.

Definition 2.1.3 Eine positive Kontraktionshalbgruppe heisst Feller Halb-
gruppe, wenn qilt

17



(F2) ¥ x €S,V feCy(S) :lim_oP,f(x) = f(x).

Als néchstes bestimmen wir den Generator einer Feller Halbgruppe (P;); auf
Cy(S). Dazu definieren wir

Definition 2.1.4 (Resolvente) Die Resolvente Ry, A > 0, zu der Halb-
gruppe (Py)¢>o ist thre Laplace Transformation

Raf = [ exp (M) (P
0
mit f € Co(S).

Da P, f(x) fur fixiertes x € S beschriankt und rechtsseitig stetig in ¢ ist, ist
das Integral R, f wohldefiniert. Das néchste Theorem gibt uns die Existenz
eines Operators A, der die Halbgruppe (P;); eindeutig generieren wird.

Theorem 2.1.1 (Existenz eines Generators) Sei (P;); eine Feller Halb-
gruppe auf Co(S) mit der Resolvente Ry, A > 0. Dann bilden die Operatoren
(AR))a eine Familie von injektiven Kontraktionsoperatoren auf Co(S), mit
AR\ — Id, wenn A — oo. Weiterhin ist D = R)Cy(S) unabhingig von X und
dicht in Co(S). Es existiert ein Operator A mit Definitionsbereich D, so dass

A= \d—-R;'
auf D fiir jedes A > 0. Der Operator A kommutiert mit jedem Py auf D.

Fiir den vollsténdigen Beweis verweisen wir auf Theorem 19.4 in [Kal02]. Wir
geben an dieser Stelle einige Beweisideen.

Beweisskizze:

Die Aussage Ryf € Cy(S) folgt aus der Eigenschaft (F1) der Feller Halb-
gruppe (Definition 2.1.3) sowie P,f € Cy(95) fiir f € Cy(S). Die Kontrakti-
onseigenschaft der Resolvente riithrt aus derjenigen der Halbgruppe (P;); her.
Man kann berechnen, dass fiir g, A > 0 die Resolventengleichung

RA — RM = (u — )\)RAR;M
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gilt. Daraus folgert man einerseits, dass die Familie der Operatoren (Ry)a
kommutiert, d.h. R\R, = R, R, fiir A\, u > 0 und andererseits

limy . ARy = Id. Um zu zeigen, dass D dicht ist, betrachtet man die Kom-
paktifizierung Cy(S”). Durch einen Widerspruchsbeweis zeigt man schliellich,
dass D = Cy(9) gilt. Injektivitit von R, ldsst sich mit der Resolventenglei-
chung zeigen. Es existiert demzufolge ein inverser Operator R;l auf D und
man erhilt die Unabhiingigkeit des Operators A := Md — R auf D von \.

O

Der konstruierte Operator A wird infinitesimaler Generator der Halbgruppe
(Py); genannt. Da A = Ad — R ist, existiert der Operator A nur auf dem
Wertebereich D der Resolvente. Das folgende Korollar sagt aus, dass eine
Feller Halbgruppe eindeutig durch ihren infinitesimalen Generator bestimmt
wird.

Korollar 2.1.1 (Eindeutigkeit) Sei (P;); eine Feller Halbgruppe und Ry,
A > 0 die Resolvente mit Wertebereich D. Dann gibt es genau einen Operator

A = )\d—Ry" auf D, der (P;); bestimmt.

Das Korollar ist eine Folgerung aus dem vorigen Theorem. Eindeutigkeit
des Operators folgt aus der Eindeutigkeit der Laplace Transformation und
Injektivitat von Ry.

Eine Halbgruppe (P;); wird stark stetig genannt, wenn fiir jedes f € Cy(S5)
gilt

lim [P.f ~ fll = 0.

Das néchste Theorem zeigt, dass jede Feller Halbgruppe auf ihrem Definiti-
onsbereich stark stetig ist und die Halbgruppe und ihr Generator kommutie-
ren.

Theorem 2.1.2 Sei (P;); eine Feller Halbgruppe. Sei A ihr infinitesimaler
Generator mit Definitionsbereich D. Dann ist (Py); stark stetig und fiir alle
fE€Dundt >0 gilt

Ptf—f:/OtPSAfds.
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P, f ist in 0 differenzierbar genau dann, wenn f € D. In diesem Fuall gilt die
Gleichung fiirt > 0

0
&(Ptf) =P Af = AP f. (2.2)

Beweisskizze:
Kallenberg beweist dieses Theorem, vergleiche [Kal02] Theorem 19.6., mittels
sogenannter Yosida-Approzimationen A* vermoge

AY = )AR,
= ARy — Id), (2.3)

A > 0. Mit der Darstellung (2.3) kann man zeigen, dass die Operatoren A*
beschriinkt sind. Somit ist exp(tA?*) fiir ¢ > 0 wohldefiniert. SchlieBlich kann
man mithilfe limy . ARy = Id zeigen, dass A* gegen A liuft fir A\ — oo

und damit
exp(tAt) * = P,

O

Wir haben den infinitesimalen Generator A als inversen Operator der Resol-
vente R, konstruiert. Das Theorem 2.1.2 zeigt eine andere Moglichkeit, den
Generator einer Halbgruppe (P;); zu definieren. Aus der Eigenschaft (F2)
aus der Definition 2.1.3 und (2.2) folgt fiir f € Cy(S)

Af:hmptf_f
t\0 t

Der Definitionsbereich D C Cy(S) von A beinhaltet alle Funktionen f € Cy(5),
fiir die der Limes (2.4) existiert.

(2.4)

Sei andererseits A ein linearer Operator auf Cy(S). Wann erzeugt A eine
Feller Halbgruppe auf Cy(S5)? Das Theorem 2.6 aus [EthKur86] gibt uns
Bedingungen, wann eine solche Halbgruppe existiert.

Theorem 2.1.3 (Hille-Yosida) Ist A ein linearer Operator auf Cy(S) mit
Definitionsbereich D. Dann ist A der Generator einer stark stetigen Kontrak-
tionshalbgruppe P auf Cy(S) genau dann, wenn die folgenden Bedingungen

(i)-(iii) erfillt sind:
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(i) D ist dicht in Cy(S).
(i1) Fiir jedes A >0, f € D gilt |\f — Af|| > A||f]]-

(11i) Es existiert ein Ao > 0, so dass der Wertebereich von (Agld — A) dicht
in Co(S) liegt.

Fiir unser Beispiel der Halbgruppe der Brownschen Bewegung aus dem Ab-
schnitt 2.1.1 soll der Generator berechnet werden. Sei By = x f.s. , f be-
schrinkt und zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt f.s.

P, f(x) = E(f(z + VIB)),

wenn ¢t > s > 0. Fir den Generator bekommen wir

=

=

=
I

. oof(x—i-y\/%)_f(x) L ,\ dy
G /oo i e"p(‘éy ) Vo

= 1{% /_OO %[y\/gf’(x) + %yztf”(:v + 2yV/t)] exp (—%yz)
1 "
= 5/ (@).

dy
\ 2T

N
m
—

(=)
—
N2

Wir haben gezeigt, dass der infinitesimale Generator der Brownschen Bewe-
gung A = %A ist.

2.1.3 Zu Feller Halbgruppen assoziierte Halbgruppen
von Markov Ubergangskernen

Die abstrakte Theorie der Kontraktionshalbgruppen wurde unabhéngig von-
einander von Hille in [Hil48] und Yosida in [Yos48] entwickelt. Beide erkann-
ten ihre Wichtigkeit fiir die Theorie der Markov Prozesse. Die Reichhaltigkeit
des Zuganges iiber Halbgruppen wurde noch klarer durch die Arbeiten von
Feller, [Fel52] und [Fel54], der eine komplette Beschreibung der infinitesima-
len Generatoren von stetigen homogenen Markov Prozessen gab.

Ausgehend von einer Feller Halbgruppe (P;); wollen wir einen homogenen
Markov Prozess konstruieren. Anstatt von den Ubergangskernen ji; zu verlan-
gen, dass sie die Gesamtmasse 1 haben, verlangen wir von den Halbgruppen,
dass sie konservativ sind, d.h., fiir z € S soll sup;«; Py f(z) = 1 gelten. Wir
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betrachten die 1-Punkt-Kompaktifizierung von S. Die urspriingliche Halb-
gruppe (P;); auf Cy(S) wird zu einer konservativen Halbgruppe (P}); auf
dem kompaktifizierten Raum Cy(S”) erweitert.

Ptf(l‘) ,IEES
0 , T = 00

Pif(x) = {

Sei (P;); eine Feller Halbgruppe und (1), eine Folge von Markov Ubergangs-
kernen auf C'(S”). Sei fir f € Cy(S)

P f(x) = / £ ()l dy).

Proposition 2.1.1 (Existenz) Zu jeder Feller Halbgruppe (Py); auf Co(S)
existiert eine eindeutige Halbgruppe von Markov Ubergangskernen (pu;); auf
S’ so dass

P f(x) = / f () ez, dy)

und zu jeder Zeit t ist p (0o, {oo}) =1, d.h. der Zustand oo ist absorbierend.

Proposition 19.14 in [Kal02] wird begleitet von einem ausfiihrlichen Beweis.

2.1.4 Existenz eines Markov Prozesses

Angenommen es existiert eine Familie von Ubergangsoperatoren (Py); auf
einem polnischen, messbaren Raum (S,S). Wir konstruieren als n#chstes
eine kanonische Version eines homogenen Markov Prozesses. Das folgende
Theorem ist ein Spezialfall des Theorem 3.1.5 in [RevYor01].

Theorem 2.1.4 (Existenz) Sei ein Ubergangsoperator (Py), und ein Wahr-
scheinlichkeitsmafs v auf einem Raum (S,S) gegeben. Dann gibt es ein ein-
ziges Wahrscheinlichkeitsmaf P, auf dem Pfadraum (S®+,S%+), so dass X
der kanonische Markov Prozess beziiglich (o{X,;u < t}), mit Ubergangsope-
rator (Py); und Anfangsverteilung v ist.

Beweisskizze:
Revuz und Yor definieren eine projektive Familie von Wahrscheinlichkeits-
mafen durch
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P,,(Xto G A(),th G Ala ...,th G An) -
/ I/(dx)/ Py, (x, dxl)/ Ptz_tl(xl,d@).../ Py, v, (xn_1,dzy)
Ao Ay Az An

Dann wenden sie Kolmogoroff’s Fortsetzungstheorem an, vergleiche [RevYor01]
Theorem 1.3.2. , um von der Existenz von endlichdimensionalen Randvertei-
lungen auf die Existenz des Wahrscheinlichkeitsmafles P, zu schliefSen. [

Revuz und Yor zeigen die Existenz fiir gegebene Ubergangsoperatoren (Pst)s.t-
Der Beweis fiir diesen allgemeineren inhomogenen Fall erfolgt analog.

2.2 Verbindung zu Partiellen Differentialglei-
chungen

2.2.1 Elliptische Differentialoperatoren

Bisher haben wir Halbgruppen und ihre Generatoren betrachtet und eine
Halbgruppe von Markov Ubergangskernen assoziiert. Jetzt wollen wir den
Generator einer Markov Halbgruppe naher bestimmen. Sei C%°(R) der Raum
der glatten Funktionen auf R mit kompaktem Triger K.

Theorem 2.2.1 Sei (P,;); eine Feller Halbgruppe zu einem Markov Prozess
X auf R mit stetigen Pfaden. Sei A ihr zugehoriger Generator mit Definiti-
onsbereich D und C2(R) C D. Dann gelten

(i) Ck(R) C D;

(i) fiir jede relativ kompakte offene Menge O C R existieren Funktionen b,
o > 0 und c auf O, unabhdngig von der Wahl der Menge O, so dass
fir f € C% und z € O

1 092

9 i)+ @ L) + e@)f().  (25)

Das Theorem 2.2.1 ist ein Spezialfall des Theorems 7.1.13 im Buch von Re-
vuz und Yor, [RevYor0l]. Revuz und Yor sind sich nicht sicher tiber den
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Ursprung dieses Theorems. Sie sagen aber, dass es sich um einen Spezial-
fall der Ergebnisse von Kunita und Roth handelt, vergleiche [Kun69] bzw.
[Rot76]. Die urspriingliche Version des Theorems aus [RevYor01] betrachtet
Prozesse auf R? mit nicht unbedingt stetigen Pfaden. Deshalb tauchen dort
Sprungterme auf. Die Gleichung (2.5) beschreibt, wie ein Prozess mit assozi-
iertem Generator A infinitesimal sich von der Position xy, wegbewegt, indem
man zu einem Translationsterm b(z) die Varianz o%(x) einer normalverteil-
ten Zufallsvariable addiert. Zusétzlich stirbt der Prozess mit Rate ¢(xg). Die
Sterberate oder killing eines Prozesses bedeutet, dass er mit einer bestimm-
ten Rate ¢, die vom Ort z abhéingt, in einen zusétzlichen Friedhofszustand
iibergeht und diesen nicht mehr verlafit. Wir haben gesehen, dass der Gene-
rator der Brownschen Bewegung %A ist. Es ist also nicht iiberraschend, dass
eine normalverteilte Zufallsvariable daran beteiligt ist.

Der Generator A einer homogenen Markov Halbgruppe (P;); wird also mit
einem elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung identifiziert. Im wei-
teren Verlauf betrachten wir Prozesse, die niemals sterben, d.h., fiir alle z ist
c(x) =0.

Nach Theorem 5.1 in [StrVar00] existiert eine stetige Version des homogenen
Markov Prozess mit Generator A, wenn die messbaren Funktionen b und o
folgenden Bedingungen fiir ein K < oo unterliegen

(i) sup, [b(x)| < K
(i) sup, |o(a)] < K
(it}) ¥ 2,y € R |o(x) — o(y)| + [b(z) — b(y)| < K|z —y]

Dieses Theorem gilt sogar fiir den inhomogenen Fall, wenn b und o entspre-
chend zusétzlich in der Zeit beschrankt bleiben.

2.2.2 Partielle Differentialgleichungen

Wir erschliefilen die Verbindung zu partiellen Differentialgleichungen (PDG)
und wollen eine stochastische Losung des Cauchy-Problems

{ %u(x, t) = Au(z,t)

u@,0) = f(x) (26)
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angeben.

Das néichste Theorem sagt aus, dass eine Losung des Cauchy-Problems (2.6)
existiert, wenn es einen stark stetigen Markov Prozess mit assoziierter Halb-
gruppe (P;); und Generator A gibt. Es handelt sich um einen Spezialfall des
Theorems 24.1 aus [Kal02].

Theorem 2.2.2 Sei A der Generator eines stetigen Markov Prozesses mit
assoziierter Halbgruppe (Py); in R. Sei D der Definitionsbereich von A und
f eine beschrdnkte stetige Funktion. Dann ist jede beschrinkte Lésung

u e C*(R x Ry) von (2.6) fiir allex € R und t > 0 eindeutig gegeben durch

u(z,t) = Py f(z) = Eo(f(X4)),
wobei B, (f(X;)) der Erwartungswert des Prozesses (f(Xy)): ist, der f.s. in
f(Xo) = x startet.

Der Raum C%!(R x R, ) ist der Raum aller stetigen Funktionen auf R x R,
die in der ersten Variable mindestens zweimal stetig differenzierbar sind und
in der zweiten mindestens einmal.

2.2.3 Kolmogoroffs Riickwirts- und Vorwirtsgleichung

Das zentrale Thema des Artikels von Kolmogoroff in [Kol31] ist, lokale Chara-
kteristiken b und o zu finden, die Ubergangswahrscheinlichkeiten durch ein
System von Differentialgleichungen, die nach ihm benannte Vorwdrtsglei-
chung und Riickwdrtsgleichung, bestimmen. Sie wurden von Kolmogoroff und
Feller, siehe [Kol31] und [Fel36], mittels Halbgruppentheorie gelost. Es wird
auf die historische Einordnung noch einmal im Kapitel 4 eingegangen.
Wir wollen uns in diesem Abschnitt inhomogene Prozesse anschauen. Sei A
ein elliptischer Differentialoperator der Form
1 2

Af(x,s) =b(x, s)%(w, s) + 502(:5, 3)%(95, s)
fiir f aus dem Definitionsbereich von A. Wir definieren, vergleiche auch Ka-
pitel 5.7. B in [KarShr91]:

Eine Fundamentallésung des Systems

{%(x,s) = Au(x, s)

lim, u(z,s) = f(z)
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ist eine nicht-negative Funktion G(x, s;y,t) definiert fiir 0 < s <t < T und
x,y € R mit der Eigenschaft, dass die Funktion u gegeben durch

ulz,s) = / G, 519.8)f (y)dy (2.8)

beschrénkt, ein Element der Klasse C*'(R x Ry ist und (2.7) 16st. Im Rah-
men der Distributionentheorie kann man die Fundamentallosung des Cauchy-
Problems

%(l‘, S) = AU(.%, S)
{lims/tu(:c, s) =z —1y) (2.9)

auffassen.
Die Losung des allgemeinen Cauchy-Problems (2.7) folgt aus der Losung von
(2.9) mittels Integration mit f, siche (2.8).

Unterliegen b und ¢ den Bedingungen
i) es existiert ein ¢ > 0, so dass fiir jedes y € R und (z,s) € R x R
+
a*(z,s) > ¢,
(ii) o?(x,s), b(x, s) sind beschriinkt auf R x [0, 77,
(iii) o2(z,s), b(z, s) sind gleichmiBig Holder-stetig in R x [0, T7,

so existiert nach Friedman, sieche [Fri75], eine Fundamentallésung von (2.7).
Fiir jedes feste Paar (y,t) € R x (0,7 ist

oyi(x,8) = G(x,89,1)

ein Element der Klasse C%1([0,¢) x R) und erfiillt die Riickwdirtsgleichung
von Kolmogoroff (2.9).

Sind zusitzlich 2b(z,s), Zo(z,s) und %U(x,s) beschrankt und Holder-
stetig so folgt fiir jedes feste Paar (z,s) € R x [0,7"), dass die Funktion

Ve s(y,t) == G(z,s;y,t)

aus der Klasse C*!(R x (s,T]) der Vorwidrtsgleichung von Kolmogoroff

26



au(y,t) = A*u(y,t)
geniigt, wobei A* definiert ist durch

2

AJ(00) = =5 000 (0:0) + 5 500,000

A* ist der formal adjungierte Operator von A. Daraus folgt, dass jede Fun-
damentallésung Gz, s;y,t) gleichzeitig eine Ubergangsdichte eines Markov
Prozesses X ist. Nach Theorem 5.1 in [StrVar00] ist die Losung eindeutig,
wenn zusétzlich folgende Wachstumsbedingung gilt: es existiert ein K < oo
mit

Wo kommt die Vorwérts- bzw. Riickwértsgleichung her? Bei der Vorwérts-
gleichung wird die Endposition (y,t) des Prozesses festgehalten und die An-
fangsbedingung (z, s) perturbiert und bei der Riickwértsgleichung hilt man
die Anfangsposition fest und betrachtet die Perturbation der Endposition.

Im homogenen Fall ist p;(z,y) die Fundamentallosung der Riickwértsglei-
chung oder Wérmeleitungsgleichung

%u(x,t) = Au(z,t).

In dem Beispiel der Brownschen Bewegung haben wir festgestellt, dass A = %A
ist. Bei geeigneter Wahl des Definitionsbereiches ist dann A = A* und die
Vorwirts- und Riickwértsgleichung stimmen {iberein.

Bereits Laplace fand 1809 in [Lap09] heraus, dass die Fundamentallosung die-
ser Gleichung mithilfe von GauB-Kernen dargestellt werden kann. Ein Jahr-
hundert spéter entdeckte Bachelier in [BacO1] die Verbindung zwischen der
Wiérmeleitungsgleichung und Brownschen Bewegung.

Fiir den Fall wo b und o unbeschrinkt sind, verweisen wir zum Beispiel auf
Korollar 10.1.2. in [StrVar00].

Wir haben gesehen, wie man mittels Halbgruppentheorie einen homogenen
Markov Prozess charakterisieren kann. Er wird eindeutig beschrieben durch
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seinen infinitesimalen Generator, der durch die lokalen Charakteristiken b
und o bestimmt wird.

Im néchsten Abschnitt konzentrieren wir uns auf das Studium von Markov
Prozessen mit trajektoriellen Methoden.
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Kapitel 3

Trajektorieller Zugang

Einleitung

Dieses Kapitel soll einen Einblick in den trajektoriellen Zugang zu Markov
Prozessen als Losung einer stochastischen Differentialgleichung geben. Zu-
erst wird ein stochastisches Integral konstruiert. Anschlieend zwei wichtige
Satze aus der Martingaltheorie vorgestellt, die [to-Formel und der Satz von
Dambis, Dubins und Schwarz, denen wir im Kapitel 4 nochmal begegnen wer-
den. Im letzten Teil kommen wir schliefflich zu einer speziellen Klasse von
Semimartingalen, den stochastischen Differentialgleichungen. Wir studieren
deren Existenz, Findeutigkeit sowie Markov Eigenschaft. Die trajektorielle
Betrachtungsweise wurde stérker in den 50-60er Jahren entwickelt, mit dem
Ergebnis, dass feine probabilistische Resultate mit reinen funktionalanalyti-
schen Methoden bewiesen werden konnten, vergleiche wichtige Arbeiten dazu
von Doob in [Do053], [Doo71] und It6 und McKean in [ITtoMcK65].

3.1 Stochastische Integration und It6 Formel
Wir wollen ein Integral beziiglich eines zufélligen Integrators bauen. Wie

wiirde man zum Beispiel einen Prozess H beziiglich der Brownschen Bewe-
gung integrieren? Eine natiirliche Idee wére es, Riemann Summen

Z Hui(Bti+1 - Bti)

zu betrachten, wobei u; € [t;;t;11] ist. Diese Summen konvergieren aber nicht
pfadweise, weil die Trajektorien der Brownsche Bewegung unbeschriankte Va-
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riation haben.

Stochastische Integration hat eine lange Geschichte und geht mindestens auf
Paley, Wiener und Zygmund im Jahre 1933, siehe [PalWieZyg33], zuriick, die
deterministische Funktionen beziiglich der Brownschen Bewegung integrier-
ten. Das erste stochastische Integral mit zufélligen Integranden und Brown-
schen Bewegung als Integrator wurde von It6 1942 in [Ito42] definiert. 1to
setzte voraus, dass der Integrand progressiv messbar ist.

3.1.1 Stochastische Integration unter L?-beschrinkten
Martingalen

Wir wollen uns eine Klasse der Integratoren definieren, fiir die wir ein sto-
chastisches Integral bauen. Betrachte den Raum

M? = {M : M stetiges Martingal, My = 0, sup E(M?) < oo}
t

der L2-beschrinkten Martingale. Es wird ein stochastisches Integral beziiglich
der Elemente von M? gebaut. Alle Betrachtungen unterliegen einem gege-
benen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (§¢):>0, P), wobei die Filtration (§:)i>o
vollstandig ist.

Proposition 3.1.1 Der Raum (M?, || - [|p2) mit | M]3, = E(M2) ist ein
Hilbertraum.

Beweisskizze:
Wir definieren auf natiirliche Weise das Skalarprodukt auf M?2. Seien
M,N € M? und

(M, N)p2e = E(MNy).
Mit der Ungleichung von Kunita-Watanabe, siehe Korollar 4.1.16 in [RevYor01],
zeigt man leicht, dass || - || sz eine Norm ist.
Fiir die Vollstandigkeit sei M ™ eine Cauchy-Folge in M?2. Dann wissen
wir, dass (Még))n eine Cauchy-Folge in L? ist und somit ein M,, existiert,
so dass M e lim,, M. Man rekonstruiert das Martingal M vermoge
M, = E(M|§:). Anschliefend zeigt man mithilfe der Doob-Ungleichung,
dass (M.(”))n gleichmaéssig in ¢ gegen das Martingal M, konvergiert.

O
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3.1.2 Die Klasse der Integranden

Welche Prozesse konnen wir intergrieren? Zunéchst miissen sie progressiv
messbar sein. Diese Bedingung ist stédrker als normale Messbarkeit. Ein Pro-
zess H ist progressiv messbar, wenn fiir jedes t die Abbildung (s,w) — H,(w)
messbar beziiglich B([0,¢]) x §; ist. Da wir vollstdndige Filtrationen und
stetige Prozesse betrachten, ist jeder adaptierte Prozess bereits progressiv
messbar.

Wir definieren den Raum der Integranden

L3(M) := {H . H progressiv messbar JE(/ H§d<M>S) < oo},
0

wobei (-) die quadratische Variation ist und erweitern ihn auf natiirliche

Weise zu einem Hilbertraum. Sei
H € £*(M), dann wird durch

1|2y = E( / H3d<M>S)

eine Norm auf £?(M) definiert. Analog erhélt man fir H, K € £*(M) ein
Skalarprodukt (-, )2y auf L2(M) welches vermoge

(H, K)o = E ( /0 N HSKSd<M>S) |

3.1.3 Isometrie und Stochastische Integrale

Wir haben die beiden Klassen definiert, fiir die wir jetzt ein stochastisches
Integral bauen konnen. Das néchste Theorem gibt uns eine Isometrie.

Theorem 3.1.1 (Isometrie) Sei M € M?. Fiir jeden Prozess H € L*(M)
existiert ein einziges Martingal in M2, notiert H-M , so dass fiir alle N € M?
gilt

(H-M,N)=H- (M, N),

wobei

t
QLN = [ #2401N),
0
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Die Abbildung H — H - M st eine Isometrie von L*(M) nach M?, d.h.
[1H - M| 2 = [|H 2221y

Beweisskizze:

Die Eindeutigkeit wird durch einen Widerspruchsbeweis gezeigt. Angenom-
men es existieren zwei Prozesse L, L' so dass (L, N) = (L', N) fiir alle N €
M?. Insbesonders gilt, dass (L—L') = 0 und somit L = L' f.s. Fiir den Beweis
der Existenz definieren wir dann eine Abbildung ¢ : N — E(H - (M, N)).
Mithilfe der Ungleichung von Kunita-Watanabe zeigt man, dass ¢ ein Ska-
larprodukt ist. Ergo existiert ein H - M € M? mit

(N) = (N, H - M)y = E((H - M, N).o0).

Weiterhin 148t sich zeigen, dass fiir jede beschrénkte Stoppzeit T' gilt

E[(H - M) Ny — (H - (M, N))7r] = 0,

also ist

(H-M)N — H-(M,N)

ein Martingal und a fortiori

(H-M,N)=H - (M,N). (3.1)
Die Isometrie bekommt man aus (3.1) fir N = H - M.

Wir kénnen jetzt definieren

Definition 3.1.1 (It6 Integral) Das Martingal H - M heifst Ité Integral
von H beziiglich M. Man notiert

H-M:/ HydM;.
0

Ein stochastisches Integral kann auch unter schwicheren Bedingungen ge-
baut werden. Wir definieren vorher den Begrift des lokalen Martingals. Sei
dazu (7)), eine Folge von Stoppzeiten beziiglich einer fixierten Filtration
(§:); mit T, — oo f.s. M wird lokales Martingal genannt, wenn M7™n — M
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ein Martingal fiir jedes n ist. Es reicht, dass der Integrator X ein stetiges
Semimartingal ist. Ein Semimartingal X ist eine Summe aus einem lokalen
Martingal M und einem Prozess A mit beschriankter Variation.

Der Begriff des lokalen Martingals taucht das erste Mal bei It6 und Watanabe
1965 in [ItoWat65] auf. Doléans-Dade und Meyer entwickeln in [DolDadMey70]
die Theorie der Semimartingale. Dellacherie und Meyer vertieften die Theo-
rie der Semimartingale und présentierten 1980 in [DelMey80] eine detaillierte
und umfassende Beschreibung.

Die Klasse der Integranden wird die Menge der lokal beschrinkten Prozesse
L? (M), d.h. fiir den progressiv messbaren Prozess H und jedes t > 0 gilt

loc
t
/ H2d(M), < oo fs.
0

Man erhélt fiir H € L2 (M) und X = M + A, dass

loc

H-X = /HdX /HdM—i—/HdA

wieder ein Semimartingal ist, vergleiche dazu [RevYor01] Definition 4.2.9.

3.1.4 Ito-Formel

Betrachtet wird die Klasse der Semimartingale. Wir werden sehen, dass diese
Klasse stabil unter Transformation durch eine zweimal stetig differenzierba-
re Funktion ¢ ist. Diese Stabilitdt der Klasse fiir allgemein d-dimensionale
Semimartingale folgt aus

Theorem 3.1.2 (It6 Formel) Sei p € C*(R?). Sei weiterhin angenom-
men, X = (X', X?) sei ein stetiges Semimartingal in R*. Dann ist auch
Y = p(X) ein Semimartingal. o(X) vermdge

0= [ B L5 [ a0,
iUl

1=1,2

Dadurch wird eine ganze Klasse von Semimartingalen in R? definiert.
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Das Theorem ist ein Spezialfall fiir d = 2. Fiir einen ausfiihrlichen Beweis
verweisen wir auf [RevYor01l] Theorem 4.3.3. Ist die i-te Koordinate des d-
dimensionalen Semimartingales X von beschréankter Variation, so braucht ¢
in dieser Koordinate nur einmal stetig differenzierbar zu sein.

[t6 bewies die erste Version der Ito-Formel im Jahre 1951 in [Ito51]. Das
Ergebnis wurde von vielen Autoren anschlieBend verallgemeinert. Die FEr-
weiterung der Formel auf Semimartingale verdanken wir Doléans-Dade und

Meyer in [DolDadMey70].

3.1.5 Ein Anwendungsbeispiel

Wir wenden die It6-Formel auf das Semimartingal (¢t — (X, t)); an. Sei
(Y2 c 02’1(R X R+>
Dann ist (Y;); = (@(X¢,t)); definiert durch

QO(XM t) =

t
QD(X(MO) +/ QDJ:(XsaS)dXs +/
0 0

t

1 t
ws(Xs, s)ds + 5/ Oz (X, $)d(X, X)s.
0

(3.2)
Wir wollen uns einen speziellen Prozess X anschauen.
Seien b0 € C1(R x R, ), 0 # 0. X vermoge
t t
X, = / DX, )+ / (X, u)dB,, (3.3)
0 0

wobei B die Brownsche Bewegung ist. X ist ein Semimartingal mit loka-
lem Martingalanteil f(f 0(Xy, u)dB, und Prozess mit beschriankter Variation

b Xy, u)du. Sei weiterhin ¢ gegeben durch
0 ¥

oo = ||y

Offenbar ist ¢ € C*1(R x R, ). Wir transformieren den Prozess (3.3) durch
. Die partiellen Ableitungen sind durch
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1

po(z,t) = m7
pra:(x?t) = _Zzgi’ga
pr(,t) = —/Ox ;((‘Z?)dy

gegeben. Weiterhin gilt fiir (3.3)

d(X, X), = d< / | J(Xu,u)dBu>
= 02()?8,3)ds. s

und

t

t t
/ on(X,, 5)AX, — / on(X o, $)b(X o, 5)ds + / on(X,, 5)0( Xy, 5)d B,
0 0 0

da (B)s = s ist. Mit (3.2) erhalten wir insgesamt

¢ t b(Xs, s) borXs os(y, s)
(X, t) = /lst+/ ’ ds—// "~ dyds
( ' ) 0 0 O’(XS,S) o Jo U(%S)
1 t
——/ 0:(Xs, s)ds
2 Jo

also

o(Xy,t) =
we [ L[ g g

¢ transformiert offenbar den urspriinglichen Prozess (3.3) in eine Brownsche
Bewegung mit Drift.
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3.1.6 Satz von Dambis, Dubins und Schwarz

Die Anwendung des Zeitwechsels im stochastischen Kontext geht nach Re-
vuz und Yor mindestens auf Hunt und It6 und McKean, sieche [Hun58|,
[ItoMcK65] und wie wir spéter sehen werden sogar auf Doeblin zuriick. Das
folgende Theorem wurde von Dambis, Dubins und Schwarz in [DubSch65]
und [Dam65] im Jahre 1965 fiir Martingale, die keine konstanten Intervalle
besitzen, bewiesen. Dieses Repréasentationstheorem ist sehr stark, da es zeigt,
dass sich hinter jedem stetigen lokalen Martingal M eine zeittrans-
formierte Brownsche Bewegung verbirgt. Es sagt leider nichts iiber die
Verteilung von M aus.

Theorem 3.1.3 Sei M ein (§;):-stetiges lokales Martingal mit My = 0 und
(M) = 00. Sei weiterhin B eine Brownsche Bewegung. Dann existiert ein
Zeitwechsel Ty := inf{u : (M), > t}, so dass fir jedes t f.s. gilt

My, = By oder
By, = M,

d.h., (Mr,); ist eine (§r,)i-Brownsche Bewegung.

Einen ausfiihrlichen Beweis kann man unter anderem in [RevYor01], Theorem
5.1.6 finden.

Wir wollen das Theorem auf das lokale Martingal < f(f U(Xs,s)st) aus

t
dem vorigen Abschnitt anwenden. Offenbar sind die Voraussetzungen erfiillt.
Somit haben wir das lokale Martingal durch den Zeitwechsel

T, = inf{s : / o ( Xy, u)du > t}
0

in eine (§r,): - Brownsche Bewegung umgewandelt.

3.2 Stochastische Differentialgleichungen

Wir fithren die Klasse der homogenen stochastischen Differentialgleichun-
gen (SDG) in R beziiglich der Brownschen Bewegung ein. Der Begriff sto-
chastische Differentialgleichung taucht das erste Mal in dem Artikel [Ber34|
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von Bernstein auf. Er interessierte sich fiir Markov Prozesse in einem Diffe-
renzschema und untersuchte die Verteilung des Grenzwertes. Er konnte zei-
gen, dass die Grenzverteilung eine Dichte hat und den Differentialgleichungen
von Kolmogoroff geniigt. Mit der Aufstellung der ersten Version des stocha-
stischen Integrals von It6 war der Weg frei fiir die Behandlung von SDGen.
Eine SDG wird durch ihre Koeffizienten b und ¢ und die Anfangsbedingung
Xo bestimmt.

Sei (§¢)¢ eine vollstandige Filtration. Seien weiterhin b und o so gewéhlt, dass

f.s.
/|b s)|ds < oo

/O o2(X,)ds < oo,

Unter diesen Bedingungen ist das folgende stochastische Integral wohldefi-
niert.

Definition 3.2.1 (Losung (b,0,2)-SDG) Seien b, o zwei Funktionen auf
R. Fine Lésung X einer homogenen (b,0)-SDG ist ein adaptierter Pro-
zess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, (§t):, P) beziiglich einer (Fi):-
Brownschen Bewegung B. X ist definiert als

t t
X; = Xo—i—/ b(XS)ds+/ o(X,)dB; (3.5)
0 0
f.s. fiir alle t > 0.

Es ist wichtig zu bemerken, dass X, dargestellt als (3.5), offenbar ein Se-
mimartingal ist.

3.2.1 Starke Losung

Es soll Itos Theorie zur Losung von (b, 0)-SDG en im starken Sinne entwickelt
werden. Auf einem gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (§:):, P) wird die
Existenz einer Losung X einer (b, 0)-SDG bewiesen.
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Definition 3.2.2 (Starke Losung) Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, (81)e, P) beziiglich einer fizierten Brownschen Bewegung B gegeben. Eine
starke Liosung X* einer (b,0)-SDG ist ein stetiger Prozess mit den Eigen-
schaften

(1) X7 ist adaptiert beziglich (),

(ii)) X§ =z fs,
(iii) fiir alle 0 <t < oo gilt ]P’(fot(]b(X;‘)] +03(X7))ds < oo> =1

(i) (3.5) gilt fir allet >0 f.s.

Ist o = 0 so verschwindet der zufillige Rauschterm “dB,” und die (b, 0)-SDG
reduziert sich zu einer gewohnlichen Differentialgleichung

t
Xf=g +/ b(X7)ds.
0

Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen wissen wir, dass
wenn b gewissen Lipschitz-Bedingungen geniigt, eine Losung mit dem Kontra-
ktionstheorem von Picard-Lindel6f garantiert werden kann. Ito hat bei dieser
Idee angesetzt und versucht sie fiir den Fall, wenn zufélliges Rauschen eine
Rolle spielt, zu verallgemeinern .

Das folgende Theorem von Ito6, vergleiche [Ito42], gibt uns Bedingungen fiir
die Existenz einer starken Losung. Fiir einen vollstdndigen Beweis verweisen
wir auf [RogWil90], Theorem V.12.1.

Theorem 3.2.1 Wenn fiir b und o? gilt:

(i) (globale Lipschitz-Bedingung) 30 < K < oo, V 2,y € R :

[b(z) = b(y)]

<
0% (2) = o*(y)| < Klz—yl

(ii) (Wachstumsbedingung) |b(x)|* + |o?(z)| < K*(1 + |z|?),

dann hat die SDG (3.5) eine eindeutige starke Lisung.
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Beweisskizze:

Die Idee ist, eine deterministische Situation zu simulieren und den Prozess
rekursiv zu konstruieren. Sei {X;"™ : 0 < ¢ < 0o} eine Folge von sukzessiven
Approximationen, die durch

X000 = xp (3.6)
t t
xpD = xE 4 / b(X>M)ds + / o(X*™)dB,. (3.7)
0 0
definiert ist. Der Grenzwert von X®( fiir grosse n konvergiert gegen eine
eindeutige Losung X* der SDG.
O

Das Theorem 3.2.1 ist ein Spezialfall des Theorems V.12.1. in [RogWil90].
Die Existenz einer starken Losung erhilt man sogar im inhomogenen Fall

¢ ¢
X, = Xo+ / b(Xs, s)ds +/ o(Xs, s)dBs,
0 0

wenn die Wachstumsbedingung und globale Lipschitzstetigkeit entsprechend
fiir b(z,s) und o(z,s) gelten. Die Bedingungen an b und o lassen sich ab-
schwéchen. Man erhélt eine starke Losung schon bei lokaler Lipschitzstetig-
keit von b, 0 und

z|b(z)|
o ()]

c(1 + 2?)
c(1+ |2[)

IA A

fiir ein ¢ > 0.

3.2.2 Markov Eigenschaft und
Infinitesimaler Generator

Es sollen in diesem Abschnitt Losungen X von (b, 0)-SDG néher charakte-
risiert werden. Wir werden feststellen, dass sie einen Markov Prozess bilden
und man somit ihren infinitesimalen Generator berechnen kann.

Proposition 3.2.1 (Markov Eigenschaft) Sei X Ldsung der (b,0)-SDG
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (§¢)e, P). Dann ist X ein Markov
Prozess.
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Fiir den Beweis siche [Oks98] Theorem 7.1.2. Man weisst nach, dass fiir jede
beschrinkte messbare Funktion f, ¢, h > 0 und fast sicher gilt:

Ew(f(Xt+h>|3t> = EXt(f(Xh>>‘

Wir haben gesehen, dass man den Generator A eines Markov Prozesses durch

e Ba(f(X) — f(2)
Af(z) =lim ;

berechnen kann. Dann folgt direkt

Theorem 3.2.2 (Generator) Sei X Lisung der (b,0)-SDG. Dann ist der
infinitesimale Generator A von X gegeben durch
of 1., O*f
Af(z) = b@’)@ +t50 (56)@,
fiir f € C*(R) mit beschrinktem Triger und f im Definitionsbereich von A.

Man findet das Theorem in [Oks98|, Theorem 7.3.3.

Es ist nicht {iberraschend, wenn man sich die Voraussetzungen anschaut, dass
wir den gleichen Generator A wie in Theorem 2.2.1 aus dem Kapitel 2 finden.
Es wird deutlich, welche Rolle die Koeffizienten b und ¢ bei dem Prozess X
spielen. b reguliert den deterministischen Anteil, d.h., b gibt die Drift der
Bewegung und o den zufilligen Rauschterm (Diffusionsanteil) an.

Wir verfiigen nun iiber ein reiches Arsenal an Methoden, Sidtzen und Be-
griffen, die heute in der Theorie der stetigen Markov Prozesse bekannt sind.
Vor diesem Hintergrund wollen wir uns im néchsten Kapitel Doeblins Arbeit
anschauen und interpretieren.
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Kapitel 4

“Sur I’équation de
Kolmogoroff“-
von Wolfgang Doeblin

Einleitung

In diesem Kapitel werden einige wichtige Ausziige aus der Arbeit von Wolf-
gang Doeblin “Sur [’équation de Kolmogoroff” (Uber die Gleichung von Kol-
mogoroff) vorgestellt und seine Resultate historisch eingeordnet.

Wenn nicht gesondert darauf hingewiesen wird, sind die Begriffe von Doeblin
eingefiithrt worden. Die Notation ist an die heutige angepasst. Beispielsweise
benutzen wir den Begriff des Martingals, der zu Doeblins Zeit noch nicht
verwendet wurde. Seine Beweise sind skizzenhaft und teilweise werden Sach-
verhalte mit Worten beschrieben ohne sie zu formulieren. Wir prézisieren die
Beweise und fiigen die notwendigen Wahrscheinlichkeitsraume und Filtratio-
nen hinzu.

Die grofie Errungenschaft des Autors ist es, mit wenig mathematischen Werk-
zeugen Ergebnisse zu erzielen, die unter diesen schwachen Bedingungen von
anderen erst Jahre spéter gefunden wurden. In seiner Betrachtung kommt der
trajektorielle Standpunkt der Lésung der Chapman-Kolmogoroff Gleichung
vollends zur Geltung. Er schafft es, die Methoden von Bernstein, Kolmogo-
roff, Khinchin und Lévy zu vereinen und unter schwachen Bedingungen seine
Bewegungen in Wahrscheinlichkeit zu kontrollieren. Methoden wie Zeitwech-
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sel erlauben Doeblin, sich auf den bekannten Fall der Brownschen Bewe-
gungen zu beziehen. Insgesamt kann er einen inhomogenen Markov Prozess
eindeutig durch Koeffizienten b und o charakterisieren. Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung der Gleichung von Chapman-Kolmogoroff mit Koeffizien-
ten b und o ohne starke Voraussetzungen wurde erst in den 60-70er Jahren
mittels Martingaltheorie gelost, siehe dazu [StrVar69] sowie [IkeWat81].

Im ersten Abschnitt geben wir Doeblins Definition der Gleichung von Chap-
man-Kolmogoroff an und stellen seine Voraussetzungen an den assoziierten
Prozess X dar. Anschliefend zeigen wir, wie er den Prozess trunkiert und
zeigt, dass der Martingalanteil eine zeittransformierte Brownschen Bewegung
ist. SchlieBlich schauen wir uns Doeblins vorangehende Version der [t6-Formel
an und studieren im letzten Teil Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir die
Familie von Verteilungsfunktionen F'.

4.1 Definition der Gleichung von Chapman-
Kolmogoroff

Basierend auf [CRAS], Seite 1059-1060, stellen wir in diesem Abschnitt Doeb-
lins mathematische Motivation und Voraussetzungen dar, von der er seine
weiteren Studien entwickelt.

Doeblin betrachtet ein “zufilliges Teilchen”, das sich auf einer Gerade be-
wegt. Sein Aufenthaltsort zu einer Zeit ¢t > 0 wird durch die Zufallsvariable
X; beschrieben. Er nimmt an, die Bewegung X = (X}); sei ein inhomogener
Markov Prozess. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen in € R zur Zeit
s startet und sich zur Zeit t vor y befindet, ist gegeben durch

F(st;y:t) = ]P).Z’,S(Xt < y)

Die Funktion F(z,s;e,t) ist messbar beziiglich z, s und ¢. Die Familie der
Verteilungsfunktionen F' = (F(z,s;e,t)),s: mit s < ¢ 16st die Chapman-
Kolmogoroft Gleichung

F(a:,s;y,t):/ F(z,u;y,t)d, F(x,s; z,u). (4.1)

e}
Weiterhin nimmt Doeblin an, dass die folgenden Limiten in jedem endlichen
Intervall bis auf endlich viele einzelne Punkte, an denen die Funktionen sin-
gulér sind, existieren.
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s = e [ (-0t (43
tost—s ly—z|<1
lim dyF(z,s;y,t) = o(t — s). (4.4)
=0 Sy—al>n

4.4) gelte fiir beliebiges n > 0 und sei gleichméflig in z. Seien die Limiten
4.2) und (4.3) gleichmiBig in der Zeit, b(z, s) und o?(z, s) stetig beziiglich
x,s) in jedem endlichen Intervall ohne singuldre Punkte. Wenn zusétzlich
die folgenden Bedingungen

(
(
(

1—F Y, t
lim lim sup (x5, 1) =0 (4.5)
t—s o t—s
F cy,t
limlimsupM =0 (4.6)
=8 gotoo — S

gelten, so spricht Doeblin von reguldren Bewegungen. Das System der Glei-
chungen (4.1)-(4.6) bezeichnen wir mit &, ,. Wir sagen der Prozess X = (X});
16st &, wenn die assoziierte Familie der Verteilungsfunktionen F' die Glei-
chung von Chapman-Kolmogoroff 16st sowie den Bedingungen (4.2)-(4.6) fiir
festes b, o geniigt. Doeblins requlire Bewegungen X sind also Losungen sol-
cher Systeme. Die Klasse aller Gleichungssysteme &, fiir beliebiges b, o nen-
nen wir K. (4.4) garantiert die Existenz einer stetigen Version von X, ver-
gleiche dazu Theorem 1.7. in [Var68].

Die Terminologie ist bis heute nicht eindeutig. Die Gleichung (4.1) ohne
Bedingungen (4.2), (4.3), (4.4) von Kolmogoroff-Feller nannte Doeblin im
Mérz 1938 in seiner Arbeit [Doe38] Chapman Gleichung und im April 1940
Chapman-Kolmogoroff Gleichung, nach einem Vorschlag von Fréchet. Im Jah-
re 1938 bezeichnete er die Gleichung (4.1) mit den Nebenbedingungen (4.2),
(4.3), (4.4) als Kolmogoroff Gleichung, wobei er zwei Jahre spater die Kol-
mogoroff Gleichung fiir die Riickwiértsgleichung von Kolmogoroff verwendete.
Bei (4.2) und (4.3) werden die Integrale auf der Menge |X; — X| < 1 f.s.
betrachtet. Diese Bedingungen wurden schon 1906 von Bachelier in [Bac06]

43



interpretiert als

E,s(X; — Xs) = bz, s)(t—s)+o(t—s) (4.7)
E,.([X: — X,J*) = o*(x,8)(t —5) + ot — s),

wenn t—s klein ist und E, ;(X?) ist der Erwartungswert von X; mit X = = f.s.
Diese Gleichungen fiihrten Kolmogoroff dazu fiir fixiertes (y, t) die Gleichung

OF oF 1 O°F

_ = _ = 2 -
P b(z,s) 5 5 (z,s) 52 (4.9)
und fiir festes (z, s)
OF 0 1 0?
o9 F)+ =2 (02(y, ) F 41
5= 3 b OF) & 550 OF) (4.10)

aufzustellen. Kolmogoroff selbst bezeichnete die Gleichungen (4.9) bzw. (4.10)
als erste bzw. zweite Differentialgleichung. 1933 bemerkte er, dass seine fun-
damentalen Gleichungen in der Physik seit 1910 klassisch sind. Dort sind sie
unter dem Namen Smoluchowski Gleichung bzw. Fokker-Planck Gleichung
bekannt. Die heute in der Wahrscheinlichkeitstheorie verwendeten Namen
Riickwirts-bzw. Vorwértsgleichung gehen nach Bru wahrscheinlich auf Feller
in seiner Arbeit [Fel50] im Jahre 1950 zuriick.

Kolmogoroft setzte voraus, dass die ersten drei Momente existieren und nahm
noch weitere zusétzliche Bedingungen an, um die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung der Chapman-Kolmogoroff Gleichung zu garantieren. Somit wer-
den auch die partiellen Differentialgleichungen gelost. Wenn F'(z, s; e, t) eine
Dichte in y hat, so 16st die Dichte die Vorwirtsgleichung. Dieses Ergebnis
konnte Kolmogoroff 1931 in [Kol31] zeigen. Zwei Jahre spéter tauschte er
die Bedingungen (4.7) und (4.8) gegen Bedingungen (4.2) und (4.3) aus. Die
Existenz des dritten Moments schwéchte er durch eine Bedingung fiir das
zweite Moment des Zuwachses X; — X ab. Die Bedingung (4.4), wie sie bei
Doeblin auftaucht, bekommt ihre Form 1936 von Feller in [Fel36].

Die Idee, dass man eine Familie von Operatoren an einen Markov Prozess
assozilert, findet man bereits bei Hostinsky in [Hos28|. Kolmogoroff unter-
suchte den stetigen Fall in [Kol35]. Dort betrachtete er Ubergangskerne als
Operatoren mit assoziiertem Generator.

Nach Bru ist nicht bekannt, ob Voraussetzungen im Unendlichen, (4.5) und
(4.6), auch von anderen Autoren verwendet wurden. Sie erlauben eine gewis-
se Allgemeinheit in Doeblins Betrachtungen, da seine reguldren Bewegungen
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explodieren konnen, aber niemals sterben. Nach einer Explosion wird die
Bewegung fortgesetzt und ist auf ihrem Definitionsbereich stetig. Doeblins
Existenztheoreme stimmen mit denen der heutigen Literatur nur in dem Fall
iiberein, in dem die Bewegungen X nicht explodieren.

4.2 Zugrundeliegende Brownsche Bewegung

Angenommen es existiert ein Prozess X, der das System &,, € K 16st. Wir
stellen in diesem Abschnitt systematisch vor, wie Doeblin die Bewegung X
manipuliert, um deren Eigenschaften zu studieren. Zuerst schaut er sich an,
wie sich X infinitesimal verhélt. Dadurch bekommt er eine Idee, welche Art
von Bewegung sich hinter X verbirgt. Anschliefend identifiziert er einen an-
deren Teil von X, indem er fiir bestimmte Zeiten ¢, X; um fg b( Xy, u)du
korrigiert und feststellt, dass dieser korrigierte Prozess gausches Verhalten
zeigt. SchlieBlich kann er durch einen geschickten Zeitwechsel zeigen, dass der
korrigierte Prozess sogar das Bild einer Brownschen Bewegung unter einem
Zeitwechsel ist.

4.2.1 Infinitesimales Gaufisches Verhalten

Sei & » € K und X eine regulére Bewegung, die &, , 16st. Doeblin studiert die
infinitesimalen Zuwéchse von X in [CRAS], Seite 1062-1063. Er zeigt, dass die
zentrierten Zuwichse in Verteilung gegen eine normalverteilte Zufallsvariable
konvergieren.

Theorem 4.2.1 Sei X Lisung von &, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, (1), P). Sei X5 = x f.s. ein requldrer Punkt zum Zeitpunkt s, o(z,s) > 0.
Dann gilt unter der Bedingung X, = x:

(Xs-‘rA - Xs) B Ab(:{], 8) L
\/Z A—0

N(0,0%(z, 5)).

Beweis:
Sei /A > 0. Doeblin betrachtet die Teleskopsumme

Xspn — X = Z(XH%A - Xs+ﬂA>‘
=1

n
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Wir setzen s := s + £/\. X habe eine stetige Version, somit kann man fiir
alle € > 0 ein hinreichend kleines A wéhlen, so dass

P(|Xe — Xa| > A) < = (4.11)

DO ™

Analog findet er ein geeignetes n, so dass

P(| X — Xgn | >eA) <e.

Diese Argumentationsweise taucht haufiger bei Doeblin auf. Er zeigt eine
Eigenschaft fiir eine Menge ausserhalb einer verschwindend kleinen Wahr-
scheinlichkeit ¢ und argumentiert, dass die Charakteristiken des Prozesses
an sich nicht durch Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit € verédndert werden.
Doeblin setzt

Z; =X — Xy .

i—1

Auf der Menge {| X — X,| < A} fs. definiert er

(4.12)

"0 sonst .

Der andere Fall | X» — X, | > A fis. tritt nach (4.11) mit geringer Wahr-
i—1

scheinlichkeit auf. Dort setzt er Z; als eine beliebige Zufallsvariable mit den
Momenten

(i) Bps(Z;) = bz, s)=

(i1) E“(Zf) = o%(z, s)

s>

(iii) By s(|Z:]%) < 62267 (x, 5).

Wir bemerken, dass diese Momente so gewéhlt sind, dass sie f.s. auf der
Menge | X — X,| < A mit denen von (4.12) iibereinstimmen. (i) und ()
folgen direkt aus (4.2) und (4.3). Die Abschétzung in (ii7) ergibt sich aus

]E:v,s(|2i|3) - Em,s(|Zz| . ZEH\Z.LKEA)
< E,.(eAZ?)
ORRA
= &0 (z, ).
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Zi und Z; unterscheiden sich also nur auf einer verschwindend kleinen Menge
mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner €. Seien 7,7’ > 0 ausreichend klein, so
dass die Suprema der bedingten Erwartungswerte von Z; fiir alle ¢ unter der
Bedingung Xn, ..., Xin = abgeschitzt werden durch

i—1

- A
sup  Epo(Zi| Xgn, .., Xon ) < (b(x,s)+77)z

Xen,.on, Xgn
1 i—1
72 2 / A
sup  Epo(Z7 | Xen, o, Xon ) < (0% (2,8) +1)—
Xy Xan n
. sup Eoo(Z}| Xgp, oy Xon ) < eDE,4(Z7).
ST yeney sn 1

Doeblin wendet an dieser Stelle das fundamentale Lemma von Bernstein,
siehe [Ber26], an. Es handelt sich dabei um einen Zentralen Grenzwertsatz fiir
schwach abhéngige Zufallsvariablen. Bernstein kontrolliert die Abhéngigkeit
durch Suprema der bedingten Momente. Um dieses Lemma anzuwenden,
zeigen wir die Aussagen

lim — no— (4.13)

= 0 (4.14)

15&2211&5( 2) _0 (4.15)
12 5 : :

1onbes)+mg 1 (bs) )
MRS ) (S 2]
1 (b(x,8) +n)A

.
=

n |b(x,s)A|
_ 1b(x,s) +n
- b, s)]
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und folglich erhélt man die Voraussetzung (4.13). Analog zeigen wir (4.14)
durch

IS0 (0 9) 405 _ 1 (es) A
no By (Do Zi?) T n(Bes (O Zi)?
@ 1(0%w.5) +md

n o b3 (x,s)A?

loQ(x,s)—Fn

n b*(z,s)N "’
und schliefllich konnen wir (4.15) aus
1 eAY T Eas( ~12) < 1 eN*o*(z, s)
B (i ZI)e — n[EZ(S, Z))

@ 1el?c*(z,s)
n |b3(z, s)| A3

1 eo*(,s)
n |b3(z, s)|A

folgern. Nach dem fundamentalen Lemma von Bernstein konvergiert

(Z?l Zi\;; b(LS)) Ai S N(0,0%(x,5)).

Da nach Definition von Z; die Zufallsvariable > 7, auf einer verschwin-
dend kleinen Menge von )" | Z; abweicht, konvergiert auch

(Z?zl Zi\;; b(x’s)> Aio N(0,02(z, 5)),

was zu beweisen war.
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Doeblin bemerkt am Ende des Beweises, dass wenn o # 0 ist, die infinitesi-
male Bewegung AX aus einer Uberlagerung einer nicht-zufilligen GroBe mit
Geschwindigkeit b(z,s)/AA und einer zentrierten normalverteilten Zufallsva-
riable mit Varianz o?(z, s) resultiert. Infinitesimal ist also der nicht-zufillige
Term von der Ordnung A vernachlédligbar beziiglich der Gau$3-Variable der
Ordnung +/AA. Diese Dekomposition ist nach Doeblin nicht invariant unter
Variablenwechsel.

4.2.2 Verstiarkte Bedingungen von Kolmogoroff-Feller

In einigen Fillen betrachtet Doeblin verstéirkte Bedingungen von Kolmogoroff-
Feller. Er beschrankt sich auf Pfade von X, die in einem Intervall verlaufen.

Im [CRAS], Seite 1064, schaut er sich den bedingten Erwartungswert der

Differenzen X; — X, bzw. (X; — X,)? unter den Bedingungen X, = x und

| Xy —Xs| < 1fs. fiirallet’ € (s,t) an. Asymptotisch bekommt er die gleichen

Limiten b und o wie ohne zusétzliche Hypothesen. Der Vorteil wird sein, die

Trajektorien von X in einem kompakten Intervall studieren zu kénnen, ohne

dabei das lokale Verhalten zu veréindern. Sei dazu

H:={Vte(st):|Xy—X,| <1,X, =2},

entsprechend ist das Komplement

H:={3t e (s,t):|Xp — X,| >1,X, =1}

Dann ist

Eps(Xi — X )ix,—x,1<1) = PH)E, (X — Xo)lx,—x,<1|H)
+ E, o (Xy = Xo)x,—x, =1 |H)P(H).

Da lim;_, P(H) = 1 ist, verschwindet der Term E, s((X; — Xs)1x,—x,>1|H)
und Doeblin erhélt asymptotisch

lim
t—st— S

/ (y — 2)dy F(, 5;9,1) =
ly—z|<1

) 1
llm—Ex7s((Xt_Xs)]l\thXs\§1|H) = b(l’,S).

tﬂst—s
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Analog folgt fiir das zweite Moment

lim
t—st— s

/ (y_'r)2dyF(x>87yat) =
ly—z|<1

) 1
hm—Ew,S((Xt_XS)Q]llthXsléﬂH) = o*(z,9).

t—>st—3

4.2.3 Definition und Eigenschaft eines korrigierten
Prozesses

Betrachtet wird eine Losung X von &, , auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, (F1)t, P). O.B.d.A. sei Xy = 0. Doeblin nimmt an, dass b, o stetig sind
und o > 0. Er schriankt sich auf Trajektorien von X ein, die das Intervall
[—1; 1] nicht verlassen. Bedingt man auf diese Einschrinkung, so zeigte der
letzte Abschnitt, dass dies b und ¢ nicht beeinfluffit. Wir konstruieren nach
Doeblin, vergleiche [CRAS], Seiten 1065-1067, einen Prozess ZT auf folgende
Weise. Sei T := inf{u : | X,| = 1} eine (§;);-Stoppzeit. Dann setzt man fiir
5s>0

ZT = Zs]ls<T + Zs]lszT

= (Xs — / b( Xy, u)du) Do + ZsllszT. (4.16)
0

Fiir alle Zeitpunkte ¢’ > T seien die Zuw#chse von (Zt/)tlzT

Zt - Zt’ ~ N(07 02(t - t')),

wobei ¢ > 0 konstant ist und ¢+ > t'. Der zusammengesetzte Prozess Z7
ist fast sicher stetig nach Konstruktion. Doeblin bemerkt, dass Z7 nicht
der Chapman-Kolmogoroff Gleichung gentigt. Dies lésst sich folgendermafien
begriinden. Z7 hat ein Gedéchtnis und weiss, wann X das Intervall (—1;1)
verldsst, deshalb ist er kein Markov Prozess und geniigt a fortiori nicht der
Chapman-Kolmogoroff Gleichung.

Proposition 4.2.1 Der zusammengesetzte Prozess Z1 ist zentriert.

Beweis:
Doeblin zeigt, dass (Z;)<r zentriert ist. Fiir 0 < ¢ < T schreibt er Z; als
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n
Zo=%Zy —Zy
=1

wobei 7 := %, Sei e > 0. Doeblin betrachtet die Pfade | Zyn —Zpn | < € f.s. fiir
beliebige n, i. Es werden nur Trajektorien ausgeschlossen, wo die Wahrschein-
lichkeit von {[|Z;» — Zn | > e} verschwindet, wenn die Unterteilung feiner
wird, d.h. n grofl. Setze D := {Vi = 1..n |Zm — Zmn | < e}. Schrittweise
beweist Doeblin, dass E(Z;1p,) = 0 fiir alle 0 < ¢ < T ist.

E(Zt]ng|Xt{L, ceey Xt?—l’ Zt?, ceey Zt?—1> -
>N E((Ze — Zin Vpp| Xep, o Xin | Zip, ooy Zin )
=1

Sind th und Ztn bekannt fiir j < 4, so existiert eine o(X,,Z;,,j < i) -
messbare Funktion ©j, so dass

E((Zt? — Zt;.L_1>IlDQ’Xt71L, ceey )(t?_17 Zt?’ ey Zt?—l) —
@](Xt'iﬂ ceey Xt?—l’ Zﬂll, cevy Zt?—l)

und damit

E(Zpp| Xy, o Xen Zigy ooy Zn ) =

-1
n

ngj(Xt?a -.-,Xt;Ll, Zt’f, ceey Zt;_zil),

Doeblin schétzt die Zuwéchse von X und Z geschickt ab und erhélt fiir den
bedingten Erwartungswert

ngj(Xt’fa ---vXt;-lla Zt{’a ) Zt;Ll) = E(”)?

wobei Z(n) gegen 0 fiir n gegen unendlich lauft.
Insgesamt fithrt das zum Ergebnis

n—oo
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also

E(Z,) = 0.

In dem anderen Fall, wenn ¢ > T ist, wurden die Zuwichse Z, — Zy fiir
t > t' > T als zentriert vorausgesetzt. Zusammen genommen bekommt man

schlieBlich

E(z]) =0,

fiir alle ¢.

4.2.4 Zeitwechsel

Doeblin fithrt eine Familie von Stoppzeiten 6 = (6(t)); ein und wendet die-
sen Zeitwechsel auf den zusammengesetzten Prozess Z7 an, siche dazu auch
[CRAS], Seite 1068-1069. Die Idee einen Zeitwechsel zu benutzen und damit
die Trajektorien zu verdndern, ist originell fiir diese Zeit. Bis in die 50er Jahre
findet man in der Literatur nicht viel Anwendung eines Zeitwechsels auf eine
Bewegung X mit Bedingungen von Kolmogoroff-Feller. Zwar bediente sich
schon Lévy in [Lev39] und [Lev48] der Stoppzeit, verwendete sie aber um die
starke Markov Eigenschaft der Brownschen Bewegung zu benutzen und mit
deren Hilfe Formeln fiir eine Dekomposition zu entwickeln. Feller in [Fel54]
verbesserte spéter die Idee X auf Z zu reduzieren und fiihrte einen globalen
nattrlichen Zeitwechsel ein, ohne, wie Doeblin, den Prozess stiickchenweise
zu betrachten und diese Teile des Bildes einer Brownschen Bewegung unter
einem Zeitwechsel am Ende wieder zu dem Prozess zusammenzusetzen. Fiir
o = 1 und b regulér ist der Prozess Z aus (4.16) ohne Zeitwechsel schon
eine Brownsche Bewegung. Was passiert fiir allgemeines nicht beschrénktes
o? Der Prozess Z kann explodieren. Die folgenden Ergebnisse gelten sogar
in diesem Fall.

Sei X ein Prozess auf (€2, (§¢)¢, P), 0 = (0(t)); eine Familie von (§F;); - Stopp-
zeiten mit den Eigenschaften, dass 0(t) wachsend in t ist, #(0) = 0 und
0(o0) = 0o. Die Familie der Stoppzeiten 0 wird als neue Uhr des zusammen-
gesetzten Prozess Z7 fungieren. Deshalb mu8 Doeblin zwei Fille unterschei-
den, einmal alle Zeiten 0 < ¢ < T und die Zeiten nach 7T'. Fiir ¢t < T" vermoge
6(t)
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0(t) :== inf{s >0 /0 o ( Xy, u)du > t}. (4.18)

6(t) ist der inverse Prozess von

</0'0(X5,s)d35>t.

In dem anderen Fall, wenn ¢ > T, setzt er

0(t) = inf{s 50 /OT (X, w)du+ (s — T) > t}, (4.19)

sonst nehmen wir inf ) = co. Doeblin studiert zuerst die ersten beiden Mo-
mente des gestoppten Prozesses Z] , um anschlieffend durch Standardisierung
eine Aussage iiber die Verteilung der Zuwichse von Z7 zu treffen. Er zeigt
in der néchsten Proposition insbesonders, dass (ZeT(t))t und ((ZHT()&))2 — )
Martingale sind.

Proposition 4.2.2 Sei X eine Lisung von &, auf (Q, (§1):,P), Z* der zu-
sammengesetzte Prozess aus (4.16) und 0 ein (§;)i-Zeitwechsel, definiert in
(4.18) und (4.19). Dann gilt fir allet >t >0

]E(Zg(t) - Zg(’t')|Zg(s)a s<t) = 0und
E((Zi — Zow)’| Zigsyps S H) = t 1.
Beweis:
Zuerst zeigt Doeblin, dass das erste Moment von ZeT(t) — ZeT(t') gleich 0 ist

sowie das zweite gleich t — . Dann argumentiert er, dass das Analoge fiir die
bedingten Erwartungswerte gilt.
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Wir haben gesehen, dass Z7 integrierbar ist. Der Erwartungwert von ZHT(t)
ergibt sich dann aus

E(Zy) = TLILIEOZE((Z?: - Z?Ll)hi).
=1

Nach Proposition 4.2.1 folgt

]E(Z”{ — Z?l) =0,

also insgesamt E(Z,)) = 0. A fortiori

]E(ZQT(t) — ZQT(t,)) =0,

fiir t < t. Doeblin merkt am Ende seines Beweises an, dass der zweite Teil
der Behauptung analog bewiesen werden kann.

O

4.2.5 Darstellung als Bild einer Brownschen Bewegung
unter einem Zeitwechsel

Es folgt das wichtigste Resultat von Doeblin, welches in diesem Abschnitt
gezeigt wird, zu finden als IX.Lemma im [CRAS], Seite 1068. Eine regulire
Bewegung, die zentriert und fiir grofle Werte korrigiert wurde, ist das Bild
einer Brownschen Bewegung unter einem Zeitwechsel (0(t));. Doeblin zeigt
somit einen Spezialfall des Satzes von Dambis, Dubins und Schwarz, ver-
gleiche Theorem 3.1.3. Von der Wichtigkeit her, kann zu der Zeit nur ein
Ergebnis mit dem von Doeblin verglichen werden: die von Lévy 1937 bewie-
sene Charakterisierung der Brownschen Bewegung, siche dazu auch [Lev37].

Theorem 4.2.2 Die Zuwichse des zeittransformierten Prozesses Z]

Zywy = Lo

t—1t

sind standardnormalverteilt firt >t > 0.
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Beweis:

Doeblin beweist das Theorem fiir (Zy())i<r. Fiir alle ¢ > T' sind die Zuwéchse
nach Konstruktion normalverteilt. Da Z; und 6(t) f.s. stetig in ¢ sind, ist Zy
ebenfalls stetig in ¢. Sei ¢ > t’. Doeblin betrachtet die Differenz

Zowy — Doy = Y (Zf)(tj) - Z@(t“))

Jj=1

mit der Konvention tg =1¢', ¢, =t und t; —t;_; = % fir alle 1 <j <n. Er
argumentiert, dass fiir alle j

P(|Zg(tj) — Ze(tj_l)’ < 8) >1— E(n)

Der Term Z(n) ist so gewiihlt, dass er mit grésser werdendem n verschwindet.
Im Folgendem definiert Doeblin Z =77 | AZ; durch

AT — Zot)) = Zott;—n) - Wenn [Zowyy) — Zp, )| <€
! 0 , wenn |Ze(tj) — Z9(tj_1)‘ > €

Er mdchte mithilfe des Lemmas von Bernstein zeigen, dass die Verteilung
von Z gegen die GauB-Verteilung konvergiert. Schliellich will Doeblin

P(Z+#27Z)<e¢ (4.20)

fiir € > 0 benutzen, um die Aussage des Theorems zu beweisen.

Sei G = {i < j—1: Zyyu,}. Mithilfe der Proposition 4.2.2 und &hnlichen
Argumenten wie im Beweis von Theorem 4.2.1 148t sich zeigen, dass fiir alle
J<n

BOZIG) = of ;)

n

B(AZPIG) = o)

n n

E((AZ)°1Gy) < eE((AZ)*|G).

Nach Bernstein konvergiert also die Verteilung der schwach abhéngigen Zu-
fallsvariablen Y " | AZ; = Z gegen eine Normalverteilung zu den Parame-
tern (0,¢ —¢'). Mit (4.20) folgt dann die Behauptung.

O
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4.3 Ein Zentraler Grenzwertsatz

Wir haben gesehen, dass die infinitesimalen Zuwéchse von Doeblins reguléren
Bewegungen X normalverteilt sind. Wir betrachten nun die Brownsche Be-
wegung B auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (§:):, P). Sei @ die Vertei-
lungsfunktion des Maximums der Brownschen Bewegung vermoge

() :zP(max B,| < x>

O<u<1

Sie wurde bereits von Bachelier, [Bac01], in seinen Arbeiten berechnet und im
Jahre 1939 von Lévy in [Lev39] veréffentlicht. Doeblin beweist im néchsten
Theorem zunéchst, vergleiche dazu XIV.Theorem im [CRAS]| auf Seite 1076,

dass die Verteilung von % fir X; = o f.s. gegen ® konvergiert. Es

handelt sich um einen Zentralen Grenzwertsatz.

Theorem 4.3.1 Sei eine requlire Bewegung X auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, (§1):, P) gegeben. X lose das System &, mit 0 > 0, Xy = x
f.s. Dann gilt fir K >0

|Xs+u - Xs|

limP{30< :
P (20<uee BT

>K) =1- ®(K).

Beweis:

Doeblin nimmt zuerst an, dass b, ¢ und % beschrankt sind. Sei € > 0 und
s <u<s+e. Man wahlt 0 < g5 < 1 so, dass fiir den Diffusionskoeffizienten
o von X gilt

st+e
o?(z,5)e(1 — &) < / o*(X,,r)dr

Andererseits, da b beschrénkt ist, findet man eine Konstante ¢ > 0, so dass

s+u
/ b(X,.,r)dr

Sei 7 eine Stoppzeit beziiglich (F;); und 7 vermoge

T, = inf{r > s / 0 ( Xy, u)du = 1/},

mit der Konvention inf ) = .

< ce.
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Doeblin wihlt v so, dass f.s.

v =0*(x,5)e(1 — &). (4.21)
Sei K > 0. Er deduziert

(s (== [ b0t ) > (K4 2))

1—@([(4—%)

aus Betrachtungen in seinem Abschnitt Wahrscheinlichkeit fiir groffe Werte,
vergleiche Kapitel XIIT [CRAS], Seite 1072, den wir nicht betrachten werden.
Er benutzt ®, um grofle Werte seiner reguldren Bewegungen zu kontrollieren
und entwickelt dort unter anderem eine Abschétzung des Terms

st+u
‘Xu - X — / b(X,,r)dr

A fortiori fiir v wie in (4.21), n > 0

X, — X,
P 33<u<8+5:g>K\/1—82 >
Veo(z,s)

)

Analog bekommt er

X, — X,
P E|s<u<s+8:g>[(\/1—52 <
Vveo(z,s)

c/e
(0 =)oz, s)) -

Doeblin wéhlt 5 und 7 geniigend klein und erhélt

Xs u Xs
imP(30 <u<e: Kot =Xl g =1-d(K).
=0 Veo(z,s)

Weiterhin argumentiert er, dass sich die Voraussetzung der Beschranktheit
fiir die Funktionen b, o und % am Anfang des Beweises leicht entfernen lasst

und er erhalt insgesamt das Ergebnis. [J

1—<I>(K—
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Im Anschlul an den Beweis bemerkt Doeblin, dass man aus dem vorigen
Theorem

X, — X, 2 /°° u?
i i B i LI P 4.22
(ss“z??ie Veolz,s) ) 0 Var ) SR\ T2 ) (422)

folgern kann.

Insbesonders findet man die Resultate des Theorems 4.3.1 und (4.22) heute in
einem anderen Zusammenhang zum Beispiel als Folgerung aus dem Reflexi-
onsprinzip der Brownschen Bewegung in der Proposition 3.3.7. in [RevYor01].
Dort geht vor allem die starke Markov Eigenschaft der Brownschen Bewegung
B ein. Sei a > 0 und ¢ > 0 gegeben, dann gilt

P(max |Bs| > a) =2P(B; > a) = P(|B;| > a).
0<s<t

Doeblin hatte schon ein gutes Gefiihl, welche Eigenschaften die infinitesima-
len Zuwichse von X erfiillen.

4.4 Friithere Version der Ito-Formel

Das Theorem im Abschnitt Variablentransformation bildet nach Yor den
wichtigsten Teil von Doeblins Arbeit. Es handelt sich um eine frithere Version
der Ito-Formel, vergleiche Theorem 3.1.2 im Kapitel 3. Im [CRAS] auf den
Seiten 1077-1078, Kapitel XV, stellt Doeblin das Theorem vor und beweist
es. Anschlielend wendet er es auf einen Spezialfall an und zeigt, wie er eine
Losung von &, in eine Brownsche Bewegung mit Drift transformiert. Diese
Brownsche Bewegung mit Driftterm 16st das System & ; mit entsprechenden

Koeffizienten b und & = 1.

4.4.1 Variablentransformation

Doeblin betrachtet die Klasse K aller Gleichungssysteme &, fiir beliebige
b,o. Sei &, € K und X eine Losung davon. Weiterhin sei ¢ eine in z wach-
sende Funktion ¢ : R x Rt — R, die noch zusitzliche Eigenschaften erfiillt.
Die Transformation von X mit ¢ liefert wieder eine Losung der Chapman-
Kolmogoroft Gleichung, die sich nur in ihren Drift- und Diffusionskoeffizien-
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ten von X unterscheidet. K ist also invariant unter Transformationen durch
geeignete Funktionen .

Theorem 4.4.1 (Variablentransformation) Sei X Ldsung von &, auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, (§4):, P). Sei p € CPH(R x RY). Man de-
findert den transformierten Prozess Y auf (Q, (§:)e,P) durch Y; == ¢(X;,t)
firt > 0. Auf der Menge, auf der X f.s. requldr ist und die partiellen Ab-
leitungen beschrinkt sind, lost Y das System & ;. Der neue Driftkoeffizient

b und Diffusionskoeffizient & des Prozesses Y ergibt sich aus:

l;(x, t) = @u(z, t)b(z,t) + oz, t) + %(pwz(m, t)o?(z,t)
G*(x,t) = (pa)*(x,1)0”(2,1)

Beweis:

Sei G = (G(x,s;0,1))ys flir s < t eine Familie von Verteilungsfunktionen
von (Y;);. Dann ist fiir z,y € R und s,¢ > 0

G(z,s;y,t) =P, 5(Y: <y). Da Y, = ¢(X;,t) und ¢ stetig sowie wachsend in
x ist, existiert ein 2.y, so dass

Px,s(Y; S y) - Px’,s(Xt S y,)
Mit der Familie von Verteilungsfunktionen von X, 16st G also die Chapman-

Kolmogoroft Gleichung

$(00,5)
Gl sy, 1) = / Gz sy, )dCla, 55 2, 10).

go(—oo,s)
Sei € > 0. Doeblin betrachtet die Differenz

Y2-5+6 Y, = @(XtJrE?t—i_ 5) - @(th)
= QO(XH—Evt + 5) - @(Xht + 8) + @(Xﬁt + 5) - QO(Xt:t)

Nach Voraussetzung existieren ¢,, ¢,, und sind stetig in (z,t). Die Taylor-
Zerlegung erster Ordnung mit dem Restglied zweiter Ordnung nach Lagrange
von ¢ in x ergibt
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f.s.
QO(Xt+5,t + 8) — gD(Xt, t + 5) =

. . (4.23)
QDm(Xtv t+ 5)(Xt+€ - Xt) + 5909595(5, t+ 5)(Xt+6 - Xt)
wobei X; < € < Xy oder Xy < € < X fs.
Wir zerlegen die Funktion ¢ in der Zeit: 3 r € (¢,t + ¢) so, dass
P(Xi, t+e) — o(Xe,t) = @u( Xy, 7)e. (4.24)
Insgesamt erhalten wir aus (4.23) und (4.24) die Darstellung
Yiee =Y, 2
1
‘Pa:(Xtv t+ 5) (Xt+5 - Xt) + §‘chc(€a t+ 5) (Xt-i-a - Xt)2+ <4'25>
(;Dt(Xty T)E.

Seien die partiellen Ableitungen von ¢ durch ¢ beschrankt und n > 0. Das
liefert uns

P(th+e - Y;t| > 77) S

1
P<C|Xt+5 - Xt| + EC(XH_E - Xt)2 +ce > 7]> S

I[’><|Xt+{5 — X > %) +]P’((Xt+5 - X;)? > g) < o(e)

nach Eigenschaft (4.4) des Prozesses X. Somit folgt gleichméflig in (y, t) mit
y=¢(z,t)

/|_ | d,G(z,s;y,t) = o(e). (4.26)

Die neuen Koeffizienten b und & erhalten wir aus der folgenden Berechnung.
Sei n > 0.

- 1
b(y,t) = lim-— (z —y)d.G(y,t; z,t +¢)
E0E Jlz—yl<n
1
= lm By o (Yere = Yoy -vig<n)

o1
llg(l] gEy,t(K—&-a - Yt)
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Mit der Darstellung aus (4.25) bekommen wir

Ey,t(Y;th - }/t) =

1
By (0o (Xe, t + ) (Xpye — Xy)) + §Ey,t(§0m(§u t+e)(Xppe — Xo)?)+
By (0i(Xi,7))e.

Man bedingt das erste Moment

By (00 (Xe, t + ) (Xppe — Xo)

E[E, (0a(Xe, t + €)(Xie — Xo)[S1)
E(pe(Xi, t + €)Ey i (Xipe — Xo)[50)
)

) =
] =
) =

By (Xe = y)E(pe (X, t +2))

und erhalt schliefSlich

1 4.2
lim ~E, (X £+ €) (Ko = X)) &

b(y, t)x(y, 1)
GleichermafBien gilt fiir das zweite Moment

1 .
lim “E(ue(é,t + &) Eyp(Xie — X0)380) (=)

e—0 &
und

t<r<t+e

|
lim — By o(p1(Xe,7))e wi(y,t)

1.e.

b(x,t) = u(z,t)b(x,t) + %gom(x,t)JQ(x,t) + @i(x, ).

Analog folgt fiir den Diffusionskoeffizienten &
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1

&2(y, t) = lim- (z — y)ZG(y, t;dz,t +¢)
e20E Jlayl<n
1 9
= ll_{% gEy,t((YHs - Yt) ]1|Yt+5—Yt|<"7)

= 02y, )0’ (y,t).
O

Doeblin zeigt damit, dass Y das System & ; 16st. Wir bekommen die gleichen
neuen Drift- und Diffusionskoeffizienten wie im Anwendungsbeispiel 3.1.5.

4.4.2 Anwendung: Brownsche Bewegung mit Drift

Einen wichtige Anwendung der Formel aus dem vorigen Abschnitt bildet
nach Doeblin, siehe [CRAS] Seite 1078, die Transformation

p(z,t) = /Om @dy,

fiir o > 0. Wir haben diese Transformation als Anwendung der 1t6 Formel
bereits in 3.1.4 gesehen.

Angenommen o,, o, und ¢, existieren und o, ist stetig beziiglich (z,t). Sei-
en zusatzlich %, o, und oy beschrinkt. ¢ ist nach Konstruktion monoton
wachsend in z.
Die Voraussetzungen fiir o ergeben, dass ¢, sowie ¢, existieren und o stetig
in (x,t) ist. Zur Erinnerung schreiben wir die partiellen Ableitungen von ¢
nochmals auf:

1
Px(r,t) = o(z,t)
pr’x(l‘>t> = _Zzgi’i;
pi(r,t) = —/Ox Zé((?;?)dy
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Aus der Stetigkeit von o und o, in (z,t) folgt die Stetigkeit von ¢, und .,
in den beiden Variablen.

X l6se das System &, auf (2, (F:):, P). Nach Theorem 4.4.1 aus dem vori-
gen Abschnitt existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (§;);, P) auf dem der
transformierte Prozess Y das System & ; 16st. Y vermoge

Xt 1
Y; = (X, t :/ —— d
P = (X, 1) =y Y

fiir ¢ > 0. Der dazugehorige Driftkoeffizient b bzw. Diffusionskoeffizient &
ergibt sich nach Theorem 4.4.1 aus

- _ b, t) 102 . ou(z,t) [T ouly,)
bet) = Tan "2 Wy /0 2(,0) %
o b(x,t) 1 T oy, t)
N o(x,t) B §az(x,t) _/0 o%(y,t)
2w t) = ﬁﬁ(x,t)zl

Der Spezialfall nach Doeblin zeigt eine Moglichkeit, wie eine Losung X der
Gleichung von Chapman-Kolmogoroft &, beziiglich b und ¢ in eine Brown-
sche Bewegung mit Drift b transformiert werden kann. Insbesondere ist diese
Transformation wieder eine Losung der Chapman-Kolmogoroff Gleichung mit
den Bedingungen von Kolmogoroff-Feller.

Dieser Fall wurde bereits von Feller in [Fel36] betrachtet und von Fortet in
[For41] benutzt, um sich auf o = 1 zu beschrénken, wenn b und o sehr regulir
sind. Kolmogoroff und Feller benutzen die Variablentransformation bei der
Chapman-Kolmogoroff Gleichung, um sie mit funktionalanalytischen Argu-
menten zu manipulieren. Im Gegensatz betrachtet Doeblin die transformierte
Bewegung Y selbst, um auf der trajektoriellen Ebene ihre Eigenschaften zu
studieren.

4.5 Existenz- und Eindeutigkeitssitze

Im Folgenden wenden wir uns Doeblins Existenz- und Eindeutigkeitstheo-
remen fiir die Losung der Chapman-Kolmogoroff Gleichung unter den Be-
dingungen von Kolmogoroff-Feller und einer Anfangsbedingung zu. Doeblin
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zeigt die Existenz seiner Bewegungen unter allgemeineren Bedingungen an b
und o, als zu seiner Zeit bekannt waren. Sie wurden noch im Jahre 1953 von
Blanc-Lapierre und Fortet, siehe [BlaFor53], als nicht vergleichbar angese-
hen. Zuerst zeigt Doeblin, dass, wenn eine Losung der Chapman-Kolmogoroff
Gleichung F' beziiglich b und o existiert, sie eindeutig in Verteilung ist und
die Riickwartsgleichung

oF oF 1, 0*F
s b(:c,s)a—x +50 (:c,s)w.

fir Xy = 2 und festes (y,t) 16st. Dann zeigt er die Existenz einer solchen
Losung F' bei vorgegebenen b und o, die bestimmte Eigenschaften erfiillen.

4.5.1 Eindeutigkeit

Das Theorem ist ein Teil des XIX Theorems von Doeblin, siehe dazu [CRAS]
Seite 1083, und gibt hinreichende Bedingungen fiir die Eindeutigkeit einer
Losung der Chapman-Kolmogoroff Gleichung in Verteilung. Es zeigt aufler-
dem eine Verbindung zur Riickwirtsgleichung von Kolmogoroff.

Theorem 4.5.1 Angenommen die Familie von Verteilungsfunktionen F' st
das System &, , fir o # 0 und lim,_,_, F(x,s;y,t) =0 sowie

lim, . F(z,s;y,t) =1 fir alle s < t. Angenommen es existieren Konstanten
S1 und Sy, so dass die Limiten gleichmdfSig in s fir S; < s,t < Sy sind. Seien
b, o und % stetig und beschrinkt. Die partiellen Ableitungen ‘3—5, ‘3275 und %—f
seien stetig und beschrinkt auf kompakten Mengen, wenn t — s von unten
beschrdnkt ist.

Dann gilt:

(i) F ist die einzige requlire Losung mit Driftkoeffizient b und Diffusions-
koeffizient o,

(i1) sie geniigt der Rickwdrtsgleichung fir X, = x f.s. und (y,t) fest
oF oF 1

Beweisskizze:
Die zweite Aussage des Theorems wurde bereits in dem Artikel von Feller
in [Fel36] bewiesen. Die restlichen Aussagen beweist Doeblin mithilfe von
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Kolmogoroff s Ubertragungssatz. Dabei diskretisiert er das Zeitintervall [s, t)
und definiert fiir jedes n einen Prozess X, der sich zu den Zeitpunkten

té"), ey tgf ) bewegt. Er bekommt anschlieend eine Familie von Familien von

Verteilungsfunktionen (Gn(x,t(()n); o, tgff))) .m ,m beziiglich neuer Familien
n,Z,tg “Hlm

von Driftkoeffizienten (b,,),, und Diffusionskoeffizienten (o,,),. Diese Familie

lasst er gleichmissig in (x, s) gegen die gesuchte Familie von Verteilungsfunk-

tionen F' konvergieren.
U

Hier erkennen wir die Forderung von gleichmaéssiger Straftheit der Fami-

lie von Familien von Verteilungsfunktionen (G, (z, tén); . t%)))nx A(n) (n) Ver-
byl

m

steckt, die im allgemeinen fiir unbeschrénkte b und o nicht gilt.

4.5.2 Existenz

Wir beschiiftigen uns in dem letzten Abschnitt mit der Existenz einer Fa-
milie von Verteilungsfunktionen F', die der Chapman-Kolmogoroff Gleichung
geniigt, nach Doeblin, siche [CRAS] Seite 1092ff. Er ndhert sich der Exi-
stenz zuerst durch beschriankte Koeffizienten b und ¢ an und approximiert
sie schliefflich durch Folgen. In seinem Paragraph XXV beweist er sein Erstes
Ezistenztheorem:

Theorem 4.5.2 Seien b, 0 und % stetige und global beschrinkte Funktionen.
Dann ezistiert eine Familie von Verteilungsfunktionen F, die &, , ldst.

Doeblins funktionalanalytische Methoden bei dem Beweis dieses Theorems
sind nach Bru zu der Zeit wohlbekannt.

Strook und Varadhan benutzen zum Beispiel in [StrVar69] diese funktional-
analytischen Zuginge, um die Existenz von stetigen Markov Prozessen als
Losung von SDGen zu zeigen. Die Ergebnisse von Doeblin sind nach Bru in
der heutigen Theorie schwierig einzuordnen. Sie enthalten allgemeinere Er-
gebnisse als Feller und Bernstein zu ihrer Zeit gezeigt haben. Beispielsweise
brauchen sie Koeffizientenfunktionen, die 4 oder 5 mal differenzierbar sind,
um die Existenz zu zeigen. Sie enthalten auch alle Bewegungen ohne Ex-
plosionen. Doeblin dagegen geht nur von global beschrinkten und stetigen
Funktionen b, o und % aus.

Am Ende des Paragraphen bekommt Doeblin sein stérkstes Existenztheorem
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Theorem 4.5.3 Angenommen die Funktionen b(x,s) und o(z, s) sind stetig
bez. (x,s), es existiert eine dichte Menge von Zeitpunkten s, an denen fiir be-
liebiges x die Funktion o(x,s) # 0. Sei (P&”ﬁ)ms eine Familie von Ldosungen
der Systeme &, o, - (by)n bzw. (0,,), sei eine Familie von beschrinkten Drift-
koeffizienten bzw. Diffusionskoeffizienten, die gegen b bzw. o konvergieren.
Wenn es zusdtzlich fir festes (x,s), t fir alle ¢ > 0 eine kompakte Menge
K. C R gibt, so dass

PO(X, ¢ K.) <e (4.27)

gleichmdssig in n ist, dann existiert mindestens eine Lésung von &, .

Die Bedingung (4.27) ist eine Straffheitsbedingung an die Familie der Mas-
se (Péng)n“ Man braucht sie, damit der Limes ein Mafl bleibt. Doeblin
konstruiert somit die Existenz und Eindeutigkeit einer Familie von Vertei-
lungsfunktionen F'.

Abschlussbemerkungen

Wir haben gesehen inwieweit Wolfgang Doeblin Wegbereiter zum Ito Kalkiil
hétte sein konnen. Sein Wissen lag 60 Jahre in der Académie des Sciences.
Es dauerte 11 Jahre nach Doeblins Tod bis Ito die erste Version seiner Ito-
Formel entwickelte. Ein viertel Jahrhundert musste vergehen bis Dambis,
Dubins und Schwarz den gleichnamigen Satz bewiesen. Der Begriff des sto-
chastischen Integrales kommt in Doeblins Arbeit “Uber die Gleichung von
Kolmogoroff” nicht vor und ist nicht angedacht. Doeblin schafft es trotzdem,
viele Aspekte und Eigenschaften der Prozesse, die sich spéter als bestimmte
stochastische Integrale beziiglich der Brownschen Bewegung herausstellen,
direkt aufzudecken. Die schwierigen Umsténde sieht man am ehesten darin,
dass viele Details in Doeblins Arbeit fehlen oder Teile unvollstéindig sind. Es
wird aber deutlich, dass er bereits eine sehr gute Vorstellung des komplexen
Zusammenhangs zwischen partiellen Differentialgleichungen, stochastischen
Prozessen und Halbgruppen hatte. Diffusionen kann man also einerseits als
Losungen einer stochastischen Differentialgleichung, als einen bestimmten
Markov Prozess oder als eine bestimmte Halbgruppe, die gewisse partielle
Differentialgleichungen 16st, studieren.

Man mochte gerne wissen, was fiir Schitze noch in der Académie vergraben
sind.
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