
Hamiltonian	  systems,	  the	  ini/al	  
value	  constraints,	  and	  conserved	  

quan//es	  in	  G.R.	  
Lecture	  I	  
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Hamiltonian	  systems	  

•  G.R.	  is	  a	  Hamiltonian	  system	  
•  This	  was	  first	  realized	  by	  ADM	  in	  1960	  
•  The	  key	  ar/cle	  was	  `The	  Dynamics	  of	  General	  
Rela/vity’	  by	  R.	  ArnowiK,	  S.	  Deser,	  and	  C.	  W.	  
Misner,	  in	  `Gravita/on`:	  an	  introduc/on	  to	  
current	  research;	  Chapter	  7,	  pp.	  227	  –	  265;	  
Louis	  WiKen	  (Ed.),	  Wiley	  (1962)	  

•  gr-‐qc	  0405109	  
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Hamiltonian	  system	  

•  The	  key	  idea	  was	  that	  the	  equa/ons	  of	  GR	  
break	  up	  naturally	  into	  `constraints’	  and	  
`dynamical’	  equa/ons.	  This	  is	  the	  famous	  `3	  +	  
1’	  system.	  The	  `3’	  are	  the	  spacelike	  
constraints,	  the	  `1’	  is	  the	  `/me’	  propaga/on.	  	  

•  We	  should	  not	  think	  of	  GR	  as	  a	  `4-‐equa/on’,	  	  
Gµν	  =	  0,	  rather	  we	  should	  first	  `solve’	  the	  
constraints,	  and	  then	  evolve.	  
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electromagne/sm	  

•  Constraints	  +	  evolu/on:	  
∇iD

i = 0; ∇iB
i = 0

∂E /∂t =!"#∇ X B; ∂B /∂t = −∇ X E

∇i D
i = ρ; ∇iB

i = 0

∂E /∂t =∇X B − J; ∂B /∂t = −∇X E
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Electromagne/sm	  con/nued	  

•  You	  only	  have	  to	  solve	  the	  constraints	  once!	  

	  
•  The	  expression	  div	  curl	  is	  automa/cally	  zero.	  

∇ i ∂E
i /∂t = ∇.∇ X B = 0

≡

∇i ∂B
i /∂t = ∇.∇ X E = 0
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Back	  to	  GR	  

•  Three	  pieces	  
•  The	  constraints	  
•  The	  lapse	  and	  shic,	  N	  and	  Ni,	  4	  degrees	  of	  
freedom	  

•  The	  evolu/on	  equa/ons	  
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The	  Constraints	  

•  The	  constraints:	  
•  We	  choose,	  essen/ally	  arbitrarily,	  a	  spacelike	  
3-‐slice	  through	  a	  4	  manifold.	  	  

•  We	  specify	  ini/al	  data	  on	  this	  3-‐slice.	  
•  These	  data	  cannot	  be	  chosen	  freely.	  
•  We	  can	  pick	  E	  and	  B,	  but	  they	  must	  be	  both	  
divergence-‐free	  
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The	  constraints,	  con/nued	  

•  The	  gravita/onal	  ini/al	  data	  consists	  of	  
•  	  (i)	  a	  spacelike	  3-‐metric,	  gij,	  and	  
•  	  (ii)	  either	  the	  extrinsic	  curvature	  Kij	  or	  the	  
conjugate	  momentum	  πij	  	  of	  the	  3-‐slice.	  

•  Kij	  and πij	  are	  closely	  related.	  
•  We	  have	  πij	  =g1/2(Kij	  –	  gabKabgij)	  
•  We	  write	  gabKab	  =	  K,	  gabπab	  =	  π	  
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The	  constraints,	  con/nued	  

•  We	  invert	  	  πij	  =g1/2(Kij	  –	  gabKabgij)	  to	  get	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Kij	  =	  g-‐1/2(πij	  –	  ½	  π	  gij)	  
•  WARNING:	  This	  is	  not	  quite	  standard.	  Everybody	  
agrees	  with	  the	  defini/on	  of	  πij.	  However,	  there	  
is	  a	  minus-‐sign	  ambiguity	  in	  the	  defini/on	  of	  the	  
extrinsic	  curvature.	  The	  mathema/cians	  all	  use	  
the	  defini/on	  given	  here.	  It	  was	  first	  made	  
popular	  by	  Wald.	  ADM,	  York,	  and	  many,	  but	  not	  
all	  of	  the	  numericists,	  use	  the	  opposite.	  

9	  



The	  constraints,	  con/nued	  

•  The	  constraints	  are:	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  g(3)R	  =	  πijπij	  –	  ½π2	  
•  or	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (3)R	  =	  KijKij	  –	  K2	  
•  and	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  πij	  	  =	  0	  
•  	  or	  	  	  	  	  	  	  	  	  (Kij	  –	  Kgij)	  =	  0.	  
•  These	  equa/ons	  do	  NOT	  depend	  on	  which	  
choice	  of	  K	  one	  makes.	  A	  source-‐field	  makes	  a	  
difference.	  
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The	  constraints,	  s/ll	  

•  The	  non-‐vacuum	  constraints	  are	  
•  (3)R	  –	  KijKij	  +	  K2	  =	  16πρ	  ,	  and	  
•  	  	  (Kij	  –	  Kgij)	  +	  8πJj	  =	  0.	  
•  The	  second	  equa/on	  has	  a	  minus	  sign	  if	  one	  
uses	  the	  `other’	  defini/on	  of	  Kij.	  
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Lapse	  and	  shic	  

•  We	  have	  4	  free	  func/ons,	  (N,	  Ni),	  known	  as	  the	  
lapse	  and	  shic.	  

•  The	  are	  related	  to	  the	  4-‐metric	  via	  
•  	  	  	  	  (4)g00	  =	  (NsNs	  –	  N2),	  	  (4)g0k	  =	  NK	  

•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (4)gik	  =	  gik	  
•  	  We	  define	  gkm	  as	  the	  inverse	  of	  gik	  and	  Ns	  =	  gskNk	  

•  	  	  	  	  	  (4)g00	  =	  -‐	  (1/N2),	  	  	  	  	  	  	  (4)g0m	  =	  (Nm/N2)	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (4)gkm	  =	  (gkm	  –	  NkNm/N2)	  
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Lapse	  and	  shic,	  again	  

•  Consider	  the	  4-‐vector	  tµ = (1, 0, 0, 0). This	  is	  
NOT	  a	  unit	  vector.	  The	  co-‐vector	  is	  tµ	  =	  (4)goµ	  =	  
((4)g00,	  (4)g0i) = (NsNs	  –	  N2,	  Ni)	  so	  the	  dot	  
product	  is	  tµtµ	  =	  NsNs	  –	  N2.	  Note	  that	  it	  is	  not	  
even	  guaranteed	  /melike.	  

•  The	  unit	  /melike	  normal	  co-‐vector	  is	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  nµ	  =	  (-‐N,	  0,	  0,	  0).	  	  
•  The	  contravariant	  vector	  is	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  nµ	  =	  [(1/N),	  -‐	  (Nm/N]	  



aside	  

•  Despite	  what	  people	  say,	  there	  is	  no	  need	  to	  
have	  N	  >	  0.	  N	  can	  be	  nega/ve,	  N	  can	  even	  be	  
zero	  in	  some	  regions.	  Nevertheless,	  it	  is	  usual	  
to	  have	  N	  posi/ve,	  this	  means	  that	  we	  move	  
`forward’	  everywhere.	  
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Lapse	  and	  shic	  

•  The	  `perpendicular	  connector’	  vector	  is	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (dt,	  -‐	  Nmdt)	  
•  This	  has	  proper	  length	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  dτ = Ν dt	  
•  This	  vector	  is	  along	  the	  normal.	  
•  It	  is,	  of	  course,	  =	  0	  if	  N	  =	  0.	  
•  If	  NsNs	  >	  N2,	  we	  have	  that	  tµtµ	  >	  0,	  which	  means	  
that	  tµ	  is	  spacelike.	  If	  N	  is	  `small’	  and	  nega/ve,	  tµ	  
will	  be	  poin/ng	  `backwards’	  but	  will	  be	  spacelike.	  
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The	  dynamical	  equa/ons	  

•  δgij/δt	  =	  2Ng-‐1/2(πij	  –	  ½	  gij	  gmnπmn)	  +	  Ni;j	  +	  Nj;I	  
•  δπij/δt	  =	  -‐	  Ng1/2(Rij	  –	  ½	  gij	  R)	  +	  ½	  Ng-‐1/2gij[πmnπmn	  
–	  ½	  (gmnπmn)2]	  –	  2N[πimπjm	  –	  ½	  πij(gmnπmn)]	  +	  
g1/2	  (N;ij	  –	  gij	  N;m

;m)	  +	  (πijNm);m	  –	  Ni
;mπjm	  –	  Nj

;mπim	  

•  Alterna/vely,	  
•            δgij/δt	  =	  2N	  Kij	  +	  Ni;j	  +	  Nj;i	  	  
•  Remember,	  we	  use	  the	  Wald	  conven/on	  	  	  	  	  
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The	  dynamical	  equa/ons,	  again	  

•  δKij/δt	  =	  -‐	  N[Rij	  –	  2KiaKja	  +	  Kij(gmnKmn)]	  +	  N;ij	  -‐	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
NmKij;m	  –	  KimNm

;j	  –	  KjmNm
;I	  

•  The	  dynamical	  equa/ons	  preserve	  the	  
constraints,	  just	  as	  in	  Maxwell’s	  equa/ons.	  
Therefore	  we	  can	  add	  any	  mul/ple	  of	  the	  
constraints	  to	  the	  dynamical	  equa/ons	  and	  they	  
will	  s/ll	  be	  valid.	  

•  	  In	  par/cular,	  the	  ADM	  dynamical	  equa/ons	  are	  
NOT	  strongly	  hyperbolic.	  This	  has	  been	  a	  major	  
difficulty	  for	  the	  global	  analysis	  of	  GR.	  
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The	  Constraints	  

•  The	  constraints	  are	  (rela/vely)	  straighqorward.	  
They	  can	  be	  wriKen	  as	  a	  set	  of	  ellip/c	  equa/ons.	  

•  The	  constraints	  are	  
	  	  	  	  	  	  	  (3)R	  –	  KijKij	  +	  (gabKab)2	  =	  0	  (the	  Hamiltonian	  
constraint)	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Kij;j	  –	  (gabKab);i	  =	  0.	  
•  There	  are	  (apparently)	  two	  standard	  ways	  of	  
solving	  the	  constraints,	  the	  conformal	  method,	  
and	  the	  conformal	  thin	  sandwich	  method.	  

18	  



The	  Constraints	  

•  These	  have	  recently	  been	  shown	  to	  be	  
iden/cal	  by	  David	  Maxwell,	  1402.5585	  [gr-‐qc].	  

•  I	  will	  therefore	  focus	  on	  the	  conformal	  
method.	  The	  idea	  is	  to	  select	  a	  metric,	  which	  
we	  will	  know	  up	  to	  a	  conformal	  factor,	  g’ij.	  We	  
will	  also	  pick	  the	  TT	  (transverse-‐tracefree)	  part	  
of	  the	  extrinsic	  curvature,	  K’TTij,	  and	  the	  trace	  
of	  the	  extrinsic	  curvature,	  K’.	  	  	  	  
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Solving	  the	  constraints	  
•  We	  start	  off	  with	  a	  base-‐metric,	  gij,	  which	  we	  claim	  is	  
the	  `conformally	  transformed’	  physical	  metric,	  the	  
transverse-‐tracefree	  part	  of	  the	  extrinsic	  curvature,	  
KijTT,	  and	  the	  trace	  of	  the	  extrinsic	  curvature,	  K.	  

•  	  We	  look	  for	  a	  	  vector,	  Wi,	  	  or	  more	  precisely	  at	  the	  
conformal	  Killing	  form	  	  

•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ∇iWj	  +	  ∇jWi	  	  -‐	  2/3∇kWkgij	  =	  (LW)ij	  
•  We	  assume	  that	  the	  solu/on	  metric	  is	  g’ij	  =	  φ4gij,	  and	  
that	  the	  solu/on	  extrinsic	  curvature	  is	  	  

•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  K’ij	  =	  φ-‐10[KijTT	  +	  (LW)ij]	  +	  K/3	  φ-‐4gij.	  
•  TT	  tensors	  are	  conformally	  covariant,	  in	  par/cular	  
φ-10KijTT	  is	  TT	  wrt	  φ4gij.	  

•  ∇	  
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Solving	  the	  constraints	  

Under	  a	  conformal	  transforma/on,	  g’ij	  =	  φ4gij,	  the	  
scalar	  curvature	  transforms	  as	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (3)R’	  =	  φ-‐4R	  –	  8φ-5∇2φ.
We	  write	  K’ij	  =	  φ-‐2(KTTij	  +	  [LW]ij)	  +	  K/3	  φ4gij	  
Therefore	  the	  Hamiltonian	  constraint	  becomes	  
8∇2φ	  –	  Rφ	  +	  (KTTKTT	  +	  [LW]2)φ-7 – 2/3K2φ5	  =	  0	  
While	  the	  momentum	  constraint	  becomes	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ∇.LW	  +	  2/3	  φ6∇K	  =	  0.	  
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Solving	  the	  constraints	  

•  There	  are	  some	  results	  about	  the	  4	  constraint	  
equa/ons,	  however	  most	  of	  the	  results	  are	  
from	  the	  special	  cases	  of	  either	  maximal	  (K	  =	  
0)	  or	  CMC	  (constant	  mean	  curvature)(K	  =	  
constant)	  data.	  In	  each	  of	  these	  cases,	  the	  4	  
constraint	  equa/ons	  reduce	  to	  a	  single	  one,	  
the	  Hamiltonian	  constraint,	  because	  the	  
momentum	  constraint	  decouples.	  	  
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Solving	  the	  constraints	  

•  The	  maximal	  constraint,	  K	  =	  0,	  is	  the	  simplest.	  
The	  constraints	  decouple	  and	  reduce	  to	  one	  
equa/on.	  The	  momentum	  constraint	  becomes	  

•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ∇.LW	  +	  2/3	  φ6∇K	  =	  0.	  
•  Which	  implies	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ∇.LW	  =	  0.	  
•  This	  equa/on	  does	  NOT	  imply	  Wi	  =	  0.	  The	  data	  
may	  have	  a	  conformal	  Killing	  symmetry.	  But	  if	  we	  
have	  a	  conformal	  Killing	  vector,	  then	  LW	  =	  0.	  
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Solving	  the	  constraints	  

•  In	  this	  case,	  the	  Hamiltonian	  constraint	  
•  8∇2φ	  –	  Rφ	  +	  (KTTKTT	  +	  [LW]2)φ-7 – 2/3K2φ5	  =	  0	  
•  Reduces	  to	  
•  	  	  	  	  	  	  8∇2φ	  –	  Rφ	  +	  KTTKTT	  φ-7 – 2/3K2φ5	  =	  0	  
•  When	  we	  have	  CMC	  ini/al	  data,	  and	  to	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  8∇2φ	  –	  Rφ	  +	  KTTKTT	  φ-7 	  =	  0	  
•  When	  we	  have	  maximal	  data.	  
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Solving	  the	  constraints	  

•  In	  the	  maximal	  case,	  the	  ques/on	  is	  whether	  
we	  can	  control	  the	  sign	  of	  R.	  More	  precisely,	  
whether	  we	  can	  control	  the	  sign	  of	  R	  under	  a	  
conformal	  transforma/on.	  	  

•  There	  is	  a	  subtle	  difference	  between	  the	  
`asympto/cally	  flat’	  and	  the	  `compact	  without	  
boundary’	  case.	  	  

•  We	  need	  to	  know	  a	  number	  called	  `the	  
Yamabe	  constant’.	  	  
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Yamabe	  constant	  
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inf
ϑ

([∇ϑ ]2 +1/ 8Rϑ 2 )dv∫
[ ϑ 6 dv]1/3∫

Y (g) =



Yamabe	  constant	  

•  The	  Yamabe	  constant	  is	  a	  conformal	  invariant.	  
It	  is	  easy	  to	  show	  this.	  

•  Given	  a	  conformal	  transforma/on	  with	  some	  
posi/ve	  func/on	  φ,	  with	  g’ab	  =	  φ4gab,	  and	  given	  
that	  the	  scalar	  curvature	  transforms	  as	  

•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (3)R’	  =	  φ-‐4R	  –	  8φ-5∇2φ,

•  it	  is	  easy	  to	  show	  that	  (with	  θ’= θ/φ)	  
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[(∇ '∫ θ ')2 +1/ 8R 'θ '2 ]dv ' = [∫ (∇θ )2 +1/ 8Rθ 2 ]dv
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•  And	  also	  

•  It	  immediately	  follows	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Y(M,g’)	  =	  Y(M,g)	  
•  The	  func/on	  which	  minimizes	  the	  Yamabe	  
func/onal	  sa/sfies	  

•  With	  λ	  a	  constant.	  
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θ '6∫ dv ' = θ 6 dv∫

−∇2µ +1/ 8Rµ = λµ 5



Yamabe	  constant	  

•  The	  rela/onship	  between	  l	  and	  Y	  is	  

•  Further,	  the	  metric	  g’	  =	  m4g	  sa/sfies	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  R’=	  8l	  
which	  is	  obviously	  constant.	  Finally,	  if	  we	  are	  
given	  a	  manifold	  with	  R	  =	  R0,	  a	  constant,	  then	  
the	  minimizing	  equa/on	  is	  sa/sfied	  by	  	  µ	  =	  
constant.	  In	  turn	  we	  get	  
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Y = λ[ µ 6∫ dv]2/3



Yamabe	  constant	  
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Y =1/ 8R0[ dv]2/3
M
∫ =1/ 8R0V

2/3

•  Therefore	  the	  sign	  of	  the	  Yamabe	  constant	  
determines,	  and	  is	  determined	  by,	  the	  sign	  of	  
the	  constant	  scalar	  curvature	  one	  can	  
conformally	  transform	  to.	  The`magic	  number’	  
we	  need	  is	  

•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  3(π2/4)2/3	  .	  

•  This	  is	  the	  Sobolev	  constant	  of	  flat	  space.	  



Yamabe	  constant	  

•  The	  Sobolev	  constant	  is	  defined	  as	  

•  This	  is	  defined	  for	  asympto/cally	  flat	  
manifolds	  and	  the	  infimum	  is	  evaluated	  over	  
func/ons	  of	  compact	  support.	  	  

•  Let	  me	  stress	  that	  it	  equals	  3(π2/4)2/3	  for	  flat	  
space,	  and	  otherwise,	  while	  it	  is	  always	  
posi/ve,	  it	  is	  less	  than	  this.	  
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S = inf
(∇ξ )2 dv∫

[ ξ 6 dv]1/3∫



Yamabe	  constant	  

•  Rick	  Schoen’s	  comple/on	  of	  the	  Yamabe	  theorem	  
showed	  that	  the	  Yamabe	  constant	  is	  strictly	  less	  
than	  3(π2/4)2/3	  for	  every	  compact	  manifold	  
without	  boundary	  (except	  S3	  with	  constant	  scalar	  
curvature,	  and	  any	  conformal	  transform,	  when	  it	  
equals	  3(π2/4)2/3	  ).	  	  

•  The	  sign	  of	  the	  Yamabe	  constant	  is	  what	  really	  
maKers	  in	  GR.	  Manifolds	  with	  posi/ve	  Y	  can	  be	  
conformally	  transformed	  to	  metrics	  with	  posi/ve	  
scalar	  curvature.	  
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•  If	  we	  wish	  to	  find	  a	  `maximal’,	  i.e.,	  a	  `largest’	  slice	  
in	  a	  compact	  manifold	  without	  boundary,	  we	  
have	  to	  solve	  

•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  8∇2φ	  –	  Rφ	  +	  KTTKTT	  φ-7 	  =	  0	  
•  The	  solu/on	  metric	  must	  sa/sfy	  R’	  =	  KTT’KTT’	  =	  
φ-‐12KTTKTT	  ≥	  0,	  so	  therefore	  the	  base	  metric	  must	  
have	  posi/ve	  Yamabe	  constant.	  It	  turns	  out	  that	  
this	  is	  all	  we	  need.	  We	  can	  solve	  the	  `maximal’	  
constraint	  if,	  and	  only	  if,	  the	  base	  metric	  has	  
posi/ve	  Yamabe	  constant.	  
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