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Vorbemerkung

Vorwissen

Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk. Leopold Kronecker.

Fiir diese Vorlesung werden wir die Kenntnis der natiirlichen Zahlen
einschliefllich der damit verbundenen Ordnung, Addition und Multipli-
kation voraussetzen. Wir bezeichnen die Menge der natiirlichen Zahlen
1,2,3,... mit N.

Eine Rechnung

Der Kurs wird mit 6 Leistungspunkten (LP) gewertet. Jeder Leistungs-
punkt entspricht 30h Arbeit. Damit geht es um

180 h Arbeit
Davon gehen ab:
—60h (4 h Vorlesung und Ubung in 15 Wochen)
—40h (1 Woche Priifungsvorbereitung).

Damit verbleiben noch
80h Arbeit.

Auf 15 Wochen verteilt bedeutet dies ca.
5 h und 20 min Arbeit/ Woche

also
1 h Arbeit / Wochentag.

Folgerung

Es muss gearbeitet werden!



KAPITEL 1

Grundlagen: Logik und Mengenlehre

1. Vorrede

Es gibt einen Unterschied zwischen “gesundem Menschenverstand” und
“logischem Denken”.

“Gesunder Menschenverstand”:

e Baut auf meinen Erfahrungen auf:
“Der gesunde Menschenverstand ist die Summe aller
Vorurteile, die sich bis zum 18. Lebensjahr im Be-
wusstsein festgesetzt haben.”” Albert Einstein

o Effektiv, schnell aber manchmal falsch (“Bauchgefiihl”)

e Super um vor einem Mammut wegzulaufen

“Logisches Denken”:

e Baut auf meinen abstrakten Uberlegungen auf:
“Durch blofles logisches Denken vermdgen wir kei-
nerlei Wissen tiber die Erfahrungswelt zu erlangen;
alles Wissen tiber die Wirklichkeit geht von der Er-
fahrung aus und mindet in thr.” Albert Einstein
e Immer richtig aber manchmal langsam und manchmal irrele-
vant (“Kopf”)
e Super um etwas auf den Mond zu schieflen
Mathematik ist “logisches Denken”; fiir ihre Interpretation braucht
man “gesunden Menschenverstand”.

“Man sollte alles so einfach wie moglich sehen - aber
auch nicht einfacher.” Albert Einstein

2. Aussagenlogik

DEFINITION (Aussage; Aristoteles 384-322 v. Chr.). Eine Aussage ist
ein sprachliches Gebilde, von dem es sinnvoll ist zu sagen, ob es wahr
sei oder falsch.

BEMERKUNG. Ein wichtiges Kriterium, ob es sich bei einem Satz um
eine Aussage handelt oder nicht, ist ob er objektiv verstéandlich ist.

BEMERKUNG. Es ist nicht erforderlich zu wissen, ob das Gebilde wahr
oder falsch ist.

BEISPIEL. Interessantes:
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e In Berlin gibt es mehr Dénerldden als in Istanbul. (Aussage —
wahr)

e Der Mietspiegel in Berlin ist im Schnitt niedriger als in Pots-
dam. (Aussage — falsch)

e Potsdam ist klein. Berlin ist gro8. (keine Aussagen)

Lebensnahes:

e Mathematik ist groBartig. (keine Aussage)
e Sie werden die Priifung nur bestehen, wenn Sie mir wahrend
Vorlesung konzentriert zu horen. (Aussage)

Philosophisches:
e Es gibt keine absolute Wahrheit. (Aussage - falsch)
Mathematisches:

e 1+1 (keine Aussage)
o 14+1=3 (Aussage — falsch)

Aus zwei gegebenen Aussagen kann man ganz viele weitere Aussagen
konstruieren.

DEFINITION. Seien A und B Aussagen.

e AN B (sprich “A und B”) ist die Aussage, die genau dann
wahr ist, wenn beide Aussagen wahr sind. (“Konjunktion”)

e AV B (sprich “A oder B”) ist die Aussage, die genau dann
falsch ist, wenn beide Aussagen falsch sind. (“Disjunktion”)

o A = B (sprich “Aus A folgt B” oder “Wenn A dann B”) ist
die Aussage, die genau dann falsch ist, wenn A wahr und B
falsch ist. (“Implikation”)

e A < B (sprich “A genau dann wenn B”) ist die Aussage,
die genau dann wahr ist, wenn A und B entweder beide wahr
oder beide falsch sind. (“Aquivalenz”)

e — A (sprich “nicht A) ist die Aussage, die genau dann wahr ist,
wenn A falsch ist. (“Negation”)

Die obigen Aussagen heiflen Aussageverbindungen.

BEISPIEL. Sei

e A: In Berlin gibt es mehr Schwaben als Berliner in Schwaben.
e B: Der Mietspiegeln in Berlin ist im Schnitt niedriger als in
Potsdam.
Dann gilt
o A wahr
e B falsch
e AN B ist falsch
e AV B ist wahr
e A — B ist falsch
e B — A ist wahr
e A <= B ist falsch



Eine niitzliche Methode zur Bestimmung vom Wahrheitswert einer
Aussage sind Wahrheitswerttafeln:

e — A ist falsch
e — B ist wahr

2. AUSSAGENLOGIK

Seien A und B Aussagen.

A|B|ANB|AVB|A=— B| A<= B|-A
w|w W W W W f
w | f f w f f f
f|w f W w f w
f|f f f W W W

BEeispPIEL (Modus ponuns). Seien A und B Aussagen. Betrachte die
Aussage

(AN(A= B)) =B

Diese Schlussregel wird auch modus ponens genannt. In Worten: Wenn
A wahr ist und B aus A folgt, so ist B wahr. Mittels einer Wahrheits-
werttabelle lasst sich zeigen, dass sie unabhéngig von den Wahrheits-
werten von A und B wahr ist.

A|B/ A= B|ANA=B)|(AN(A=B))=B
w|w w w w
w| f f f W
flw W f W
f|f W f w

BEISPIEL. Seien

A : Es regnet.

B : Die Strafle ist nass.
D.h. es regnet und wann immer es regnet ist auch die Strafle nass, also
ist die Strafle nass.

Ein weiteres Beispiel fiir modus ponens.

BEISPIEL. Seien

A 2<3.
B :4<9.

A ist wahr, A = B ist wahr (quadrieren).

DEFINITION (Tautologie). Eine Aussageverbindung die unabhéngig von
den Wahrheitswerten ihrer Bestandteile wahr ist, heifit Tautologie.

BEISPIEL. e Modus ponens ist eine Tautologie.
o [ndirekter Schluss: (AN (-B = —A)) = B.
Wenn A wahr ist und —A aus =B folgt, so ist B wahr. (Ubung)
Ein Beispiel

A :23<25 —A:23>25
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B:V23<5b; —-B:v23>5
A ist wahr, (B = —A) ist wahr (quadrieren). D.h. B ist
wahr.
o Kontraposition: (A = B) <= (B = —A)
Wenn B aus A folgt, so folgt = A aus =B.

DEFINITION (Variable). Ein sprachliches Zeichen, fiir das beliebige
Ausdriicke einer bestimmten Art eingesetzt werden kénnen, heifit Va-
riable. Die Menge der Ausdriicke die fiir eine Variable eingesetzt werden
kénnen heilt ihr Grundbereich.

BEMERKUNG. Variablen habe keine selbstéindige Bedeutung und sind
bedeutungsleere Zeichen, die nur dazu dienen, die Stellen anzuzeigen,
an denen die bedeutungsvollen Konstanten einzusetzen sind.

BEMERKUNG. Beachte, dass Variablen nicht nur fiir Zahlenwerte ste-
hen koénnen, sondern fiir alles mégliche wie Mengen, Funktionen und
Obstsorten.

Man kann Variablen feste Werte zuweisen. Sei xg ein Element aus einem
Grundbereich. Soll die Variable x den festen Wert x, annehmen so
schreiben wir

T = Xop.

Die Variable z triagt ab jetzt bis auf Widerruf den Wert 42. “Bis auf
Widerruf” heifit i.d.R. bis zum Ende der Umgebung in der sie auf-
tritt (wie etwa des Beispieles, des Beweises, des Abschnitts oder der
Vorlesung) oder bis sie neu definiert wird.

BEISPIEL. Sei n eine Variable iiber N. Schreiben wir n := 42, so hat n
innerhalb dieses Beispiels den festen Wert 42.

3. Mengen

Emmy Noether berichtete zu den Anfingen der Entwickling der Men-
genlehre folgende Anekdote:

“Dedekind dauflerte sich, hinsichtlich des Begriffs der
Menger: er stelle sich eine Menge vor wie einen ge-
schlossenen Sack, der ganz bestimmte Dinge enthalte,
die man aber nicht sehe, und von denen man nichts
wisse, aufSer dass sie vorhanden und bestimmt seien.
FEinige Zeit spdter gab Cantor seine Vorstellung ei-
ner Menge zu erkennen: Er richtete seine kolossale
Figur auf, beschrieb mit erhobenem Arm eine groffar-
tige Geste und sagte mit einem unbestimmten Blick:
"Fine Menge stelle ich mir vor wie einen Abgrund’.”

Wir gehen hier von einem naiven Mengenbegriff aus.
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DEFINITION (Menge, Georg Cantor, 1895). Unter einer Menge verste-
hen wir jede Zusammenfassung von bestimmten wohl unterscheidbaren
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

BEMERKUNG. Wir werden spéter kurz diskutieren, inwiefern diese De-
finition in sich widerspriichliche Objekte zuldsst. Das auf Zermelo-
Fraenkel zuriickgehende Axiomensystem der Mengenlehre schliefit sol-
che Widerspriiche aus. In dieser Vorlesung werden wir jedoch nicht im
Detail darauf eingehen.

BEMERKUNG. Um sprachlichen Verwirrungen vorzubeugen, beachte,
dass eine Menge und die Anzahl der in ihr enthaltenen Elemente,
NICHT das gleiche sind.

DEFINITION (Leere Menge). Wir nennen die Menge, die kein Element
enthiilt, die leere Menge und bezeichnen sie mit ().

NoOTATION (Element und Teilmenge). Ist X eine Menge so schreiben
wir x € X (lies: @ Element von X) falls x zu X gehort. Gehort  nicht
zu X, so schreibt man x ¢ X.

Seien X und Y Mengen. Dann bedeutet Y C X (lies: Y Teilmenge von
X), dass jedes Element von Y auch zu X gehort. Falls Y € X und
X CY gilt, so schreiben wir X =Y und sagen die Mengen sind gleich.
Falls Y C X aber Y # X, so heifit Y eine echte Teilmenge von X und
wir schreiben Y C X oder YV C X.

DEFINITION. Sei E eine Eigenschaft. Wir bezeichnen mit
{z | = hat die Eigenschaft E'}
die Menge der Elemente die die Eigenschaft £ haben.

BEMERKUNG. In der obigen Definition ist « eine Variable. Das Zeichen
x kann beliebig ausgetauscht werden.

{z | x hat E} = {y | y hat E}
={N | N hat E}
={Q | Q hat £}
BEMERKUNG. Mengen mit endlichen vielen Elementen werden meist

durch Aufzéhlungen innerhalb der Mengenklammern notiert. So ist die
Menge der Zahlen 1, 2 und 3 etwa gegeben durch

{1,2,3}.

Die definierende Eigenschaft E ist hier gerade eine der Zahlen 1, 2 oder
3 zu sein.

BEISPIEL. e N={n|n e N} ={n|n ist natiirliche Zahl}
e 2N := {n € N | esexistiert k € Nmit n = 2k} = {n € N |
n ist gerade Zahl}
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e 2N + 1 :={n € N | n = 1 oder es existiert £ € N mit n =
2k 4+ 1} = {n € N | n ist ungerade Zahl}
e P={peN|p>2und pist nur durch 1 und sich selbst teilbar}
Primzahlen
o {1,...,42} ={n e N|n <42}
Es gilt 2N,2N+ 1, P C N.

BEMERKUNG. Man kann auch Mengen von Mengen definieren. Sei z.B.
X eine Menge so bezeichnet {X} die Menge, die nur die Menge X
enthélt. Beachte N # {N}, denn N enthélt unendlich viele natiirliche
Zahlen wahrend {N} nur ein Element enthélt namlich N.

Hier ist allerdings Vorsicht geboten. Ein Axiom der Mengenlehre be-
sagt, dass eine Menge sich nicht selbst enthalten darf. Das fithrt sonst
auf Widerspriiche.

Z.B. ist die Menge der Mengen, die sich nicht selbst enthalten ein in
sich widerspriichliches Objekt: Sei X diese Menge. Es stellt sich nun die
Frage, X sich selbst enthélt. Falls X selbst in X enthalten wére, denn
dann enthélt X mit X eine Menge die sich selbst enthélt. Widerspruch.
Falls X nicht in X enthalten ist, dann miisste X ein Element von X
sein, da sie eine Menge ist die sich nicht selbst enthélt. Widerspruch.
Diese Paradoxie geht auf Bertrand Russell zuriick.

Eine Umformulierung der Russellschen Paradoxie lautet wie folgt: “Der
Barbier ist der Mann im Dorf der alle die Ménner rasiert, die sich nicht
selbst rasieren”.

BEISPIEL. Sei A die Menge der Apfel, B die Menge der Birnen, C' die
Menge der Clementinen, .... Dann ist die Menge F der Fruchtsorten
gerade

F={AB,C,. .}

Beachte ein einzelner Apfel ist keine Fruchtsorte: Sei a ein Apfel, dann
gilt a € A aber a ¢ F.

DEFINITION (Potenzmenge). Die Potenzmenge P(X) einer Menge X
ist die Menge aller Teilmengen von X, d.h. P(X)={A4| AC X}.

BEISPIEL. e P(0) = {0}.
e Sei X = {z}. Dann ist P(X) = {0, {z}}.
e Sei X = {z,y}. Dann ist P(X) = {0, {z}, {v}, {z,y}}.

Durch folgende Operationen lassen sich aus gegebenen Mengen weitere
Mengen konstruieren.

DEFINITION. Es bezeichnet X \ Y (lies: X ohne Y) die Menge der
Elemente von X, die nicht zu Y gehoren, d.h.

X\Y ={z]z€ X und z¢Y}.
Der Durchschnitt X N'Y der Mengen X und Y ist gegeben durch
XNY:={z|z€X und z €Y}
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Die Vereinigung der Mengen X und Y ist gegeben durch
XUY :={z|z€XoderzeY}.

BEISPIEL.

N\ (2N)
N\ (2N +1)
) =

)

(2N)U (2N +1
2N)N(2N+1
NotaTiON. Ny :=NU {0} ={0,1,2,3,...}.

2N
2N
N,
0.

Diese Operationen \, N und U kénnen durch sogenannte Venn-Diagramme
dargestellt werden.
Bilder

BEMERKUNG. Eine alternative Darstellung sind sogenannte Euler-Diagramme.
Bei diesen werden nur die tatséichlichen Uberschneidungen zwischen

den Mengen dargestellt. Im Gegensatz dazu werden in Venn-Diagrammen

alle moglichen Uberlappungen der Flichen dargestellt (auch wenn die-

se leer sind). Als Beispiel betrachte man die drei Mengen A = {1, 2},

B = {2,3} und C = {4}. S.h. http://blog.stevemould.com/venn-vs-
euler-diagrams/.

DEFINITION. Ist A eine nicht leere Menge und zu jedem a € A eine
Menge X, gegeben, so nennt man X, a € A, eine Familie von Mengen.
Fiir eine Familie X,,, a € A, von Mengen definiert man

U X, :={z | z gehort zu (mindestens) einer der Mengen X, }
acA

sowie
m X, = {z| z gehort zu allen Mengen X, }.

acA
BEeISPIEL. Sei A =Nund X,, = {1,...,n} fiir n € N. Dann gilt

Ux. =N [)X.={1}.

neN neN
BEISPIEL. Sei A das deutsche Alphabet. Sei
X, = {Tiere die mit dem Buchstaben a beginnen}
fir a € A. Dann gilt
U X = {Tiere}, ﬂ Xo=0.
acA acA

LEMMA (DeMorgansche Gesetze). Ist X,, o € A, eine Familie von
Mengen und X eine Menge, so gilt

(@) X\ U Xo= 0 X\ Xe.

a€cA
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(b) X\ N Xo= U X\ Xa.

acA aEA

Beweis. (a) “C": Sei v € X \ J,eq Xoo Wire v € X, fiir ein a € A,
dann z € (J,c4 Xo- Widerspruch. Also z € X \ X, fiir alle « € A und
somit € (,eq X \ Xa-

“27: Sei x € (yen X \ Xoo Wiire 2 € |J,c4 Xo, dann gébe es o € A
mit x € X,. Widerspruch. Also z € X \ J,c4 Xa-

(b) Ubung. [

DEFINITION (Kartesisches Produkt). Aus zwei Objekten a, b bilden wir
das geordnete Paar (a,b). Damit kénnen wir aus zwei Mengen XY das
kartesische Produkt

XxY :={(z,y)|zeX,yeY}
bilden.

BEMERKUNG. Beachte (1,42) # (42,1), aber {1,42} = {42,1}.

4. Relationen

DEFINITION. Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge R
von X x X.

NOTATION. Statt (z,y) € R schreibt man oft auch x L yoder z ~y.

DEFINITION (Aquivalenzrelation). Eine Relation auf X heift

o refleriv, wenn gilt: z ~ z fiir alle x € X,

o symmetrisch, wenn gilt © ~y = y ~ x,

e lransitiv, wenn gilt: x ~yund y ~ 2 = = ~ 2.
Eine Aquivalenzrelation ist eine reflexive, symmetrische, transitive Re-
lation.

BEISPIEL. Sei X die Menge derStudierenden in Potsdam und
Ry = {(x,y) | x und y haben am selben Tag Geburtstag}
Ry = {(x,y) | x und y kennen sich}
R3 = {(z,y) | x kennt y }

Dann ist R; eine Aquivalenzrelation. Ry ist reflexiv und symmetrisch
aber nicht transitiv. Die Relation Rj is reflexiv aber nicht symmetrisch
und transitiv.

DEFINITION (Aquivalenzklassen). Sei X eine Menge mit einer Aquiva-
lenzrelation ~ gegeben. Fiir jedes x definieren wir die Menge

2] ={ye X |z ~y}

welche die Aquivalenzklasse von z genannt wird. Ein Element von [z]
wird Représentant genannt.
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BEISPIEL. Sei k € N. Definiere auf N die Relation
n~m <= n und m haben bei Division durch k£ den gleichen Rest.
Dann ist ~ eine Aquivalenzrela’.c'ion, denn es ist offensichtlich reflexiv,
symmetrisch und transitiv. Fiir Aquivalenzklasse [n] schreiben wir auch
n mod k := [n]

und wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit

Zy :=A{[n] | n € N} = {nmod k | n € N}.
Es gibt genau k Aquivalenzklassen, denn bei Division durch k kann der
Rest nur eine von den Zahlen 0,1, ..., k—1 sein. Weiterhin ist der Rest
innerhalb einer Aquivalenzklasse gerade ihr kleinster Représentant.

Weiterhin lésst sich auf Z;, eine Addition und eine Multiplikation defi-
nieren via

(n mod k) + (m mod k) := (n+m) mod k
(n mod k) - (n mod k) := (n-m) mod k.

Diese Operationen sind wohl definiert, dass heifit sie hingen nicht von
der Wahl der Représentanten ab:

Beweis. Seien n,m € N. Dann gibt es natiirliche Zahlen 0 < r,,,r,,, < k
und N, M € Ny mit

n=N-k+r, m=M-k+r,.

Seien z,2’ € [n] und y,y’ € [m]. Dann existieren natiirliche Zahlen
X, X",Y,Y’" € N mit

z=X-k+r, y=Y - -k+r,
¥=X"-k+r, v =Y k+r,
Somit gilt
r+y=X-k+r,+Y k+r,=X+Y)-k+(rn+1n)
g4y =X k+r,+Y k4r, =X +Y) k4 (4 m).

Somit haben x 4+ y und 2’ + ¢’ bei Division durch k den gleichen Rest,
namlich (r, +r,,) falls r, +r,, < kund (r,, +r,, — k) falls r, +r,, > k.
Analog gilt

ry=(X-k+r,) Y -k+m,)
=X Y- B+ X rp+tY -r)-k+tr,-m
=(X4+Y) - k+(rp+rm)

oy =X k+r) Y k+r,)
=X Y B+ (X rm+Y r) k+r,

Da die ersten beiden Terme auf der rechten Seite durch k teilbar sind
bleibt nur noch jeweils r,, - r,, iibrig. ]



14 1. GRUNDLAGEN: LOGIK UND MENGENLEHRE

Fir k£ = 2 gilt z.B.

[0] +[0] = (1 +0) mod 2 =0 mod 2 = [0]
1]+ [0] = (1+0) mod 2 =1 mod 2 = [1]
1]+ [1]=(1+1) mod2=2mod2=0mod 2 = [0]

DEFINITION (Ordnungsrelation). Eine Ordnungsrelation oder Ordnung
auf einer Menge X ist eine Relation R, die reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch ist. Dabei heifit antisymmetrisch, dass

r~pyundy ~pr = =1Y.

Ist R eine Ordnungsrelation auf X, so heifit das Paar (X, R) eine ge-
ordnete Menge. Eine geordnete Menge heifit total geordnet, wenn fiir
alle x,y € X immer x ~p y oder y ~r x gilt.

NoOTATION. Fiir eine Ordnungsrelation R schreibt man oft das Symbol
<, d.h. falls x ~g y so schreibt man = < y.

BEISPIEL. e (N, <) ist eine total geordnete Menge.
e Sei X eine Menge, dann ist (P(X),C) eine geordnete aber
nicht total geordnete Menge.

5. Funktionen

Eine Relation zwischen zwei Mengen X und Y ist eine Teilmenge R
von X x Y.

Eine wichtige Klasse von Relationen zwischen zwei Mengen sind Funk-
tionen.

DEFINITION (Funktion). Eine Abbildung oder Funktion von einer Men-
ge X in die Menge Y ist eine Relation f zwischen X und Y (d.h.
f € X xY), so dass fiir alle z € X existiert genau ein y € Y mit
(x,y) € f. D.h. f ordnet jedem Element von X genau ein Element von
Y zu.

Wir schreiben

f: X —Y oder X —Y, 2z~ f(z).

Es heifit dann X der Definitionsbereich von f, sowie Y der Wertebereich
von fund Bild(f) :={f(z) |z € X} CY das Bild von f.Ist f : X —»
Y eine Funktion und A C Y, so heifit

fHA) ={z e X | f(z) € A}
das Urbild von A unter f.
BEMERKUNG. Wir unterscheiden zwischen einer Funktion f und ihren

Werten f(z). Insbesondere ist eine Funktion f : X — Y ein Element
von X x Y und f(x) ein Element von Y.
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BEISPIEL (Identitét). Sei X eine beliebige Menge. Dann ist idx :
X — X die Abbildung, die x € X auf x abbildet. Dann ist X der
Definitions- und Wertebereich, sowie

Bild(idx) = X idy'(4)=A4, ACX.
Etwa: X = {1,2,3} — {1,2,3},1— 1,2+ 2,3~ 3.

BEISPIEL (Konstante Funktion). Seien X, Y beliebige Mengen und ¢ €
Y. Dann wird die Abbildung f : X — Y,z > ¢, die jedes z € X auf ¢
abbildet, die konstante Funktion mit Wert ¢ genannt und wir schreiben
g = c. Dann ist X der Definitionsbereich, Y der Wertebereich, sowie

Bild(f) = {c}

rw={§ ogh. acx

Etwa: f: N — N,n 1, dann ist f(n) =1 fiir alle n € N.
BEISPIEL. Sei k € N und
f:N—=Z, n—nmodk
Dann ist
Bild(f) = Z.
Sei r,, der Rest von allen z € n mod k bei Division durch k. Dann ist
f*({nmodk}) ={k-m+r,|mecNy}

LEMMA. Seien X undY Mengen und f : X — Y eine Abbildung. Fiir
die Urbilder der Mengen A, B CY gilt

fAuUB) = YA U (B

fANB) = fH(A) N fY(B)

fHANB) = fTHA)\ f1(B)
Beweis. Ubung. O
DEFINITION (Komposition). Seien XY, Z Mengen. Die Komposition
go f der Abbildungen f: X — Y, g:Y — Z ist gegeben durch

gof: X —Zxw g(f(x)).
Komposition ist assoziativ, d.h. es gilt

go(foh)={(gof)oh.

(Denn (g o (f o h))(z) = g((f o h)(x)) = g(f(h(z))) = (g f)(h(z)) =

((go f)oh)(x).) Damit kénnen wir also die Klammern weglassen.
BEispiEL. Fiir jede Abbildung g : X — Y gilt
goidy =g=idyog.
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BEIsPIEL. Fiir k£ € N seien die Vielfachen von k gerade gegeben durch
EN := {kn | n € N}
Sei
f:N— 10N, n+— 10n
g : 10N — N;m — m/2.
Dann ist die Komposition g o f gerade Multiplikation mit 5.

BEISPIEL. Sei k£ € N und fiir n € N sei r, der Rest von allen x in
n mod k bei Division durch k, d.h. fiir alle € n mod k gilt x =
X -k + r, fiir ein gewisses X. Seien

f N—Zr, n—nmodk
g:Zx —{0,...,k— 1}, nmod k > 7.

Dann gibt die Komposition go f gerade den Rest der Division durch k
an.

DEFINITION (Injektiv, surjektiv und bijektiv). Eine Abbildung f :
X — Y heifit surjektiv, wenn zu jedem y € Y ein x € X existiert
mit y = f(z) (d.h. Bild(f) =Y).

Eine Abbildung f : X — Y heifit injektiv, wenn aus = # z folgt
f(x) # f(2).

Ist f: X — Y injektiv und surjektiv, so heifit es bijektiv.

BEMERKUNG. Bijektivitét ist eine strukturelle Art fest zu stellen, ob
zwei endliche Mengen die gleiche Anzahl von Elementen haben. Seien
z.B. P die Menge Personen in einer Vorlesung und S die vorhandenen
Sitzpliatze. Wenn man zu faul zum zédhlen ist und feststellen mochte
ob es gleich viel Personen wie Sitzplétze gibt, kann man die Personen
bitten Platz zu nehmen. Dies wird dann durch eine Abbildung

f:P—S

gegeben wobei f(p) der Sitzplatz ist, auf dem sich die Person p nie-
derlasst. Nun gilt

e Die Abbildung f ist surjektiv, falls alle Sitzplidtze besetzt sind.
(In diesem Fall ist die Anzahl der Sitzpldtze auf jeden Fall
kleiner gleich als die Anzahl der Personen.)

e Die Abbildung f ist injektiv, falls auf jedem Sitzplatz hochstens
eine Person sitzt. (In diesem Fall ist die Anzahl der Sitzplitze
auf jeden Fall groler gleich als die Anzahl der Personen.)

e Falls auf jedem Platz genau eine Person sitzt, ist die Abbildung
bijektiv. (In diesem Fall ist die Anzahl der Sitzplétze gleich der
Anzahl der Person.)

BEISPIEL. Sei X eine Menge. Die Identitdt idx : X — X, x > x ist
injektiv und surjektiv und somit bijektiv.
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BEISPIEL. Seien X, Y Mengen und ¢ € Y. Die konstante Funktion X —
Y,z — c ist genau dann injektiv und surjektiv (und somit bijektiv)
wenn Y nur aus dem Element ¢ besteht.

BEisPIEL. Die Abbildung
N— N,n+— 2n
ist injektiv aber nicht surjektiv. Hingegen ist die Abbildung
N — 2N, n — 2n
injektiv und surjektiv und somit bijektiv.
BEISPIEL. Sei k € N. Die Abbildung
N+ Zy, n— nmod k
ist surjektiv aber nicht injektiv. Hingegen ist die Abbildung
{1,...,k} = Zy,n— nmod k
surjektiv und injektiv und somit bijektiv.

PROPOSITION. Sei f: X — Y gegeben. Dann sind dquivalent:

(i) f bijektiv.

(ii) Es gibt ein g:Y — X mit fog=1idy und go f =idx.
In diesem Fall, ist die Funktion g aus (ii) eindeutig bestimmdt.
Beweis. (1) = (ii): Sei f bijektiv. Da f bijektiv ist existiert fiir jedes
y genau ein z,, € X mit f(z,) = y. Definiere

g:Y = X, y—r .

Damit gilt fiir alle y € X

(fog)y) = flgy) = f(zy) =y

und alle z € X

(go f)x) =g(f(x)) ==
(ii) == (i): Sei g eine Funktion wie angenommen und angenommen f ist
nicht bijektiv, d.h. entweder ist f nicht injektiv oder nicht surjektiv. Ist
f nicht injektiv, so gibtesy € Y und z # 2’ in X mity = f(z) = f(2').
Dann ist x # g(y) oder 2’ # g(y). O.E. x # ¢(y). Dann gilt
(go f)(x) = g(f(x) = 9(y) # =

Also g o f # idx. Widerspruch.
Ist f nicht surjektiv, dann gibt es ein y € Y so dass f(z) # y fiir alle
x € X. Also insbesondere gilt fiir z, = g(y), dass f(x,) # y und somit

fogly) = flaw) = flzy) # .
Also f o g # idy. Widerspruch.
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Nun noch zur Eindeutigkeit. Seien g und ¢’ zwei Abbildungen wie in
(ii). Dann gilt mit idy = fog¢ und idy = go f

g=goidy =go(fog)=(gof)og =idxog =4
O

Die Funktion g wird Umkehrfunktion von f genannt und (oft) mit f~!
bezeichnet. (Nicht zu verwechseln mit dem Urbild!)

Mit dem Begriff der Bijektion konnen wir nun “Unendlichkeit” definie-
ren.

DEFINITION. Eine Menge X heifit unendlich wenn es eine bijektive
Abbildung f : X — Y auf eine echte Teilmenge Y von X gibt.

Schliefllich brauchen wir manchmal noch Einschrinkungen von Funk-
tionen: Sei f : X — Y gegeben und A eine Teilmenge von X. Dann
bezeichnen wir mit f4 oder f|4 die Einschrinkung von f auf A gegeben
durch

fla:A— Y.z — f(x).

6. Verkniipfungen

Eine Abbildung % : X x X — X heifit Verknipfung auf X. Man
schreibt oft x *xy statt *(x,y). Die Verkniipfung  : X x X — X heifit
e Lommutativ, wenn gilt x xy = y x x fiir alle x,y € X
e assoziativ, wenn gilt x* (zx2) = (x*xy)* z fiir alle x,y, z € X.
Ist die Verkniipfung assoziativ, so kann man die Klammern auch weg-
lassen.

BEISPIEL. e Die Addition und Multiplikation auf N ist eine as-
soziative Verkniipfung.
e Die Addition und Multiplikation auf Zj ist eine assoziative
Verkniipfung.
e Sei X eine Menge und F(X) die Menge der Funktionen X —
X. Dann ist die Komposition o eine assoziative Verkniipfung.



KAPITEL 2

Arithmetik: Gruppen, Koérper und Zahlen

In diesem Kapitel lernen wir die Strukturen kennen, die den Grundre-
chenarten zugrunde liegen.

1. Gruppen

DEFINITION (Monoid, (Halb-)Gruppe). Eine Halbgruppe ist eine Men-
ge G mit einer Verkniipfung x* fiir die gilt:

(G1) * ist assoziativ.
Eine Monoid ist eine Halbgruppe fiir die zusétzlich gilt:

(G2) Es existiert e € G so dass ex g = gxe = g, fir alle g € G
welches das neutrale Element genannt wird.

Weiterhin ist G eine Gruppe falls zusatzlich gilt

(G3) Fiir alle g € G existiert h € G, so dass gxh = hxg = e, welches
das inverse Element zu g genannt und oft mit ¢g—! bezeichnet
wird.

DEFINITION. Ein Monoid bzw. eine (Halb-)Gruppe heifit abelsch falls
die Verkniipfung kommutativ ist.

BEISPIEL. e N ist eine abelsche Halbgruppe bzgl. der Addition
und ein abelscher Monoid bzgl. der Multiplikation. Dabei ist
das neutrale Element gerade 1.
e Nj ist eine abelscher Monoid bzgl. der Addition und Multipli-
kation. Dabei ist das neutrale Element gerade 0 bzw. 1.
e 7, ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition. Das neu-
trale Element bzgl. Addition ist 0 mod k. Das inverse Ele-
ment der Addition zu n modk ist gerade (n mod k)~! =

(k —n) mod k denn
n mod k 4+ (k —n) mod k = k mod k& = 0 mod k.

(Z,+) wird auch zyklische Gruppe genannt.

e Sei X eine Menge. Dann ist die Menge F(X) der Funktionen
X — X ein Monoid bzgl. der Komposition. Das neutrale Ele-
ment ist idy. Die Gruppe (F(X), o) ist im Allgemeinen nicht
abelsch: Sei ¢ € X, sei f eine Funktion mit f(c) # ¢ und sei

19
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g = c die konstante Funktion mit Wert c. Dann gilt
fogle)=flg(e)) = f(e)
go fle) =g(f(e)) = c.

LEMMA. Sei (G,*) eine Gruppe. Dann ist das neutrale und inverse
Element eindeutig bestimmit.

Beweis. Angenommen e und €’ sind neutrale Elemente. Dann gilt
e=exe =¢.
Sei g € G und h,h' € G inverse Elemente zu g. Dann gilt
h=hxe=hx(g*h')=(hxg)«h'=exh’=h'

2. Korper

DEFINITION. Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen +
und - , so dass

(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element wird
mit 0 bezeichnet und das inverse Element zu k£ € K mit —k.
(Addition)

(K2) (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element
wird mit 1 bezeichnet und das inverse Element zu k € K\ {0}
mit k=1, (Multiplikation)

(K3) Fiir alle a,b,c € K gilt

(a+0b)-c=a-c+0b, (Distributivgesetz).

BEISPIEL (Kleinster (nichtrivialer) Korper). Zy mit oben eingefiihrter
Addition und Multiplikation ist ein Korper. Fiir die inversen Elemente
der Addition und Multiplikation gilt:

k| —Fk[k?
0 0 -
111 1

BEISPIEL (Zweitkleinster Korper). Zs mit oben eingefithrter Additi-
on und Multiplikation ist ein Korper. Fiir die inversen Elemente der
Addition und Multiplikation gilt:

k| —k[k™t
0] 0 -
1] 2 1
2] 1 2

Die beiden Beispiele oben sind Beispiele endlicher Korper. Diese spielen
eine wichtige Rolle in Anwendungen wie etwa der Codierungstheorie.
Die entsprechende Theorie geht auf Evariste Galois zuriick. In der Tat
lasst charakterisieren, wann Zj ein Korper ist.
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THEOREM. Zj ist genau dann ein Korper wenn k eine Primzahl ist.

Zum Beweis brauchen wir etwas Vorbereitung. Zuerst zeigen wir, dass
Multiplikation mit 0 erwartungsgemé&fl immer 0 liefert.

LEMMA. In einem Korper K gilt fir alle k € K
E-0=0-k=0
Beweis.

0-k=(0-k)+ ((0 k) —(0- k)) Inverses Element der Addition

= < 0 - k)) (0- k) Assoziativitat der Addition

= ((0+ O) k) —(0-k) Distributivgesetz
=(0-k)—(0-k) 0 neutrales Element der Addition

=0 Inverses Element der Addition

0

Aus dem obigen Lemma folgen wir folgende wichtige Eigenschaft eines
Korpers, die sogenannte Nullteilerfreiheit. Diese besagt, dass falls eine
Multiplikation O ergibt, dann schon eine der beiden Faktoren 0 sein
muss.

LEMMA (Nullteilerfreiheit). In einem Korper K gilt fir alle a,b € K
mit a-b=0, dass a =0 oder b = 0.

Beweis. Angenommen a # 0. Dann existiert das inverse Element !

b=1-b neutrales Element der Multiplikation
=atl-a-b al-a=1
=a -0 Annahme
=0 nach obigem Lemma

U

Nun kommen wir zum Beweis des Theorems, dass Zj; genau dann ein
Korper ist wenn k eine Primzahl ist.

Beweis. [Beweis des Theorems| Falls k keine Primzahl ist, dann existiert
ein 1 < n < k welches k teilt, d.h. es existiert 1 <m < kmitn-m==%
und somit

(n-m) mod k =k mod k =0 mod k

Damit existiert ein Nullteiler welches nach obigem Lemma in einem
Korper unmoglich ist.

Es bleibt zu zeigen, dass Z, fiir jede Primzahl p ein Korper ist. (K1)
und (K3) sind klar. Fiir (K2) ist die Existenz von inversen Elementen
Zu zeigen.
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Dazu brauchen wir einen Satz von Euklid iiber den grofiten gemeinsa-

men Teiler ggT(a,n) von zwei Zahlen a,n € N. Dieser besagt, dass es

ganze Zahlen s und ¢ gibt mit

geT(a,n)=s-a+t-n
Sei nun a mod p € Z, mit a # 0 und n = p. Da p eine Primzahl ist, so
ist ggT(a,p) = 1. Also
sca=1—t-p and —s-a=t-p—1

Es gibt zwei Falle:

Fall s > 0: Dann ist ¢ < 0 und —¢ - p > 0. Dann ist (¢ mod p)~' =

s mod p denn

(s mod p) - (a mod p) = (s-a) mod p= (1 —1t-p)modp=1mod p.

Fall s < 0: Dann ist ¢ > 0 und (@ mod p)~! = (—s) mod p denn

(—s mod p) - (a mod p) = (—s-a) mod p= (t-p—1) mod p =1 mod p.
OJ

3. Zahlen

3.1. Natiirliche Zahlen und Primzahlen. Wir sind bereits mit
den natiirlichen Zahlen vertraut. Diese haben folgende charakteristische
Eigenschatft:

e Beginnt man bei 1 und addiert sukkzesive 41, so erhélt man
schliefflich alle natiirlichen Zahlen.

Mathematisch wird diese Eigenschaft durch das Induktionsaxiom cha-
rakterisiert, durch welches sich die natiirlichen Zahlen axiomatisch einfithren
lassen.

AxioM (Axiom der vollstdndigen Induktion). Sei fiir jede natiirliche
Zahl n € N eine Aussage A(n) gegeben. Falls A(1) wahr ist und fiir
alle n die Aussage A(n+1) aus der Aussage A(n) folgt so gilt A(n) fiir
alle n € N.

NOTATION. Seien aq, ..., a, Zahlen, dann schreiben wir fiir die Summe

n
E ap :=ai + ...+ ay,.
k=1

Diese Notation ist préaziser als die ... da sie genau angibt was fiir jeden
Summanden zwischen dem 1. und dem n-ten zu tun ist.

THEOREM. Fiir alle n € N gilt

n(n+1)

Zk:1+2+...+n: 5
k=1

(Beachte die der Zdhler auf der rechten Seite ist immer eine gerade
Zahl.)
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Beweis. Sei A(n) die Aussage des Satzes fiir n € N. Dann gilt A(1)
denn

1(1+1)
2

Angenommen A(n) ist wahr. Berechnen nun die linke Seite von A(n-+1)
in dem wir A(n) nutzen

= 1.

n(n+1)
2

=(n+1)(5+1)

(n+2)
SR

1+2+...+n+(n+1)= +(n+1)

=(n+1)
Ol

BEMERKUNG. Beachte, dass die Giiltigkeit der Aussage A(n) = A(n+
1) “weniger” ist als die Giiltigkeit der Ausage A(n + 1). Sei z.B. fiir
neN

A(n) ich habe im Jahr 2015 + n mindestens n Millionen Euro auf
meinem Konto

und es gelte A(n) = A(n + 1), d.h. wenn man n Millionen Euro hat,
dann kann man innerhalb eines Jahres eine zweite Million dazugewin-
nen. Leider ist aber A(1) nicht wahr.

BEISPIEL. Alle Menschen haben die gleiche Haarfarbe.

Beweis. n = 1: klar.

n = n-+1: Sei eine Gruppe von n+ 1 Menschen gegeben. Wir schicken
nun eine Person von diesen n 4 1 aus dem Raum. Es verbleiben n Per-
sonen, die nach Induktionsvoraussetzung die gleiche Haarfarbe haben.
Nun bitten wir die Person, die den Raum verlassen hat, den Raum
wieder zu betreten und schicken eine andere Person hinaus. Nach In-
duktionsvoraussetzung haben alle in dieser Gruppe von n Personen die
gleiche Haarfarbe. Insbesondere hat die Person die als erstes den Raum
verlassen hat, die gleiche Haarfarbe wie alle anderen ...

Wo liegt der logische Fehler?

Eine wichtige Klasse von natiirlichen Zahlen sind Primzahlen.

DEFINITION. Eine natiirliche Zahl n > 2 heifit Primzahl wenn sie nur
durch 1 und sich selbst teilbar ist.

Ein wichtiger Satz den wir hier nicht beweisen werden ist die Grundla-
ge fiir die Bedeutung der Primzahlen in Anwendungen wie der Kodie-
rungstheorie.

THEOREM (Eindeutigkeit der Zerlegung in Primzahlen). Fir jede natiirli-
che Zahln > 2 existiert ein k < n und Primzahlen p1 < ps < ... < pg,
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so dass
n=pi-p2:...° Pk

Weiterhin gibt es unendlich viele Primzahlen. Dieser Satz geht auf Eu-
klid zurtick.

THEOREM. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen es gibt nur endlich viele Primzahlen. Wir be-
zeichnen sie mit pq,...,p,. Sei

m=p1-p2-..." Pn-
Betrachte nun m+1. Da pq,...,p, < m+1 kann m+ 1 keine Primzahl
sein. Damit ist m + 1 also durch eine Primzahl ¢ teilbar und da ¢ €
{p1,...,pn} teilt ¢ auch m d.h. es gibt natiirliche Zahlen k und [, so
dass

m+1l=q-k m=q-L
Somit gilt
l=(m+1)—-m=q-k—q-l=q(k-1).

D.h. q teilt auch 1. Das ist aber ein Widerspruch, da 1 keine Primteiler
hat. U

3.2. Die ganzen Zahlen. Die Addition zweier natiirlicher Zah-
len liefert immer eine natiirliche Zahlen. Allerdings kann man nicht
zwei beliebige natiirliche Zahlen von einander subtrahieren ohne die
natiirlichen Zahlen zu verlassen. Das gleiche gilt fiir Nj.

Préazise ausgedriickt hat die Gleichung fiir gegebenes n und k in Ny

k+xz=n
genau dann eine Losung z € Ny wenn k£ < n. Z.B. hat die Gleichung
24+2=0

keine Losung in Nj.

Wir fiigen also alle Losungen = von Gleichungen der Form k +x = n
hinzu und bezeichnen sie mit n — k := z. Nun sagen wir (n — k) ist
dquivalent zu (n' — k') falls [ existiert so dassn+1=n"und k+1=F
oder n = n' + 1 und k = & + . Die Aquivalenzklasse von [n — 0]
bezeichnen wir mit n und die Aquivalenzklasse von [0 — n] mit —n.
Anders ausgedriickt ist Ny nur ein Monoid beziiglich der Addition und
keine Gruppe. D.h. aufler 0 hat kein n € N ein inverses Element.
Fiigen wir zu jedem n € N ein inverses Element hinzu, dass wir mit
—n bezeichnen erhalten wir die ganzen Zahlen, d.h.

Z=4{..,-2,-1,012...} = -NU{0} UN.
Man kann sich leicht iiberzeugen, dass Z eine Gruppe beziiglich der
Addition ist.



3. ZAHLEN 25

3.3. Die rationalen Zahlen. Allerdings ist Z \ {0} auch nur ein
Monoid bzgl. der Multiplikation, d.h. fiir gegebene p,q € Z \ {0} hat
die Gleichung

p-r=q

nur dann eine Losung wenn ¢ ein Vielfaches von ¢ ist. Anders ausge-
driickt.
Wir bezeichnen die Losung von p - x = ¢ mit

— =z
q
Wir bilden wieder Aquivalenzklassen unter der Aquivalenzrelation
p 1
—~=—i=p-qd =9 q
q q
und bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit Q und nennen
sie die rationalen Zahlen. Die ganzen Zahlen lassen sich offensichtlich

als Untermenge auffassen. Das bedeutet z.B.

- [ [ [

Der Einfachheit halber ldsst man die Aquivalenzklammern weg.
Auf Q hat man folgende Addition und Multiplikation

r cS4T- r o7
q s qs qg s q-S

Mit diesen Operationen ist Q ein Korper.

BEMERKUNG. Beide Operationen sind wohldefiniert, d.h. sie héngen
nicht von der Wahl der Représentanten ab. Z.B. ist

Lyl 2 4
2 2 42 &
Die “falsche Addition”
_|_
p_T_pHr
q S q-—+s
hingegen ist nicht wohldefiniert
1 1 1+1 2
— + —_ = — = —
2 3 243 5
1 2 1+2 3

276 216 &

Wir koénnen jede rationale Zahl quadrieren und erhalten wieder eine
rationale Zahl. Allerdings zeigt das nédchste Theorem, dass die Umkeh-
rung — das Wurzelziehen — selbst fiir natiirliche Zahlen nicht immer
rationale Losungen hat.
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THEOREM (v/2 ist irrational). Die Gleichung

22 =2
hat keine Losung in Q.

Beweis. Angenommen es gibe eine Losung § € Q und nehmen wir an
p und ¢ sind teilerfremd. D.h.

Z =2
Damit folgt aber
=2
Also ist p? gerade und somit auch p, d.h. es existiert r € N mit
p=2r
und somit
(2r)?=2-¢*
bzw. nach Division durch 2
9.2 = ¢

Wir schlielen wie oben dass g gerade ist. Das ist aber ein Widerspruch
zur Teilerfremdheit von p und gq. O

3.4. Die algebraischen Zahlen. Wenn wir nun alle Lésungen x
von sogenannten Polynomgleichungen

G+ ...+ qr+q=0p

mit qo,...,qn,p € Q erhalten wir die Menge der algebraischen Zah-
len. Die Menge der algebraischen Zahlen beinhaltet insbesondere die
geometrischen Verhéltnisse die man mit Zirkel und Lineal aus der Ein-
heitsstrecke konstruieren kann.

Eine klassische Frage der Griechen war die Frage nach der Quadratur
des Kreises, d.h. ob man ein Quadrat mit Zirkel und Lineal konstruieren
kann welches den gleichen Flécheninhalt hat wie ein Kreis. Bezeichnen
wir den Flacheninhalt des Kreises mit 7. Die Frage ist also ob sich eine
Strecke der Lange /7 konstruieren lisst (das Quadrat mit Seitenlinge
/7 hitte gerade den Flicheninhalt 7). Da sich Wurzeln konstruieren
lassen, ist diese Frage also dquivalent dazu, ob sich eine Strecke mit
Liange 7 konstruieren ldsst. Wie oben diskutiert lassen sich alle kon-
struierbaren Strecken durch Losungen von Polynomgleichungen, d.h.
algebraische Zahlen, beschreiben. Die Frage nach der Quadratur des
Kreises iibersetzt lésst sich also in die Frage verallgemeinern ob 7 eine
algebraische Zahl ist.

THEOREM (Lindemann 1882). 7 ist keine algebraische Zahl.



3. ZAHLEN 27

3.5. Die reellen Zahlen. D.h. die bisherige Strategie der Erwei-
terung der Zahlen durch Losungen von Gleichungen fithrt uns also hier
nicht weiter.

Wir nutzen zur Vervollstdndigung von Q stattdessen die Ordnungs-
struktur. In der Tat, konnen wir auf Q folgende Ordnungsrelation
einfithren

< = ps <qr.

3
w |3

Diese Ordnungsrelation ist wohldefiniert (Ubung) und stimmt offen-
sichtlich mit der Ordnung auf N iiberein.

Wir haben gesehen, dass 22 = 2 in Q keine Losung hat. Insbesondere
hat die Menge

Dy={reQ|z<0Vva’ <2}
zwar von oben beschréinkt aber hat keine kleinste obere Schranke in Q.

Wir betrachten also alle Mengen § C Q@ mit den Eigenschaften:

e ) ist von oben beschrinkt hat aber keine kleinste obere Schran-
ke, d.h. es existiert s € Q mit d < s fiir alle d € Q aber fiir
alle d € 0 existiert d’ € § mit d < d',

e fiir alle d € 0 und d’ < d folgt d’ € 6.

Solche Mengen sind als Dedekindsche Schnitte bekannt.
Man kann jede rationale Zahl mit genau einem Schnitt identifizieren
ndmlich

o ={reQlz<q}, ¢€Q

und auch z.B. v/2, via 0.3
Wir kénnen auf diesen Schnitten eine Ordnung einfiithren via

0<¢§ = fiir alle d € § existiert ' € &’ mit d < d'.

Wir kénnen nun auf diesen Schnitten eine Addition und eine Multipli-
kation einfithren via

S+ ={d+d|dedd ed}
und fiir 9,9 > do(= 0)
(5'5/:{]96@’d’dlZO,dED,dIEDI,de'd/}.

und geeigneter Fortsetzung fiir negative 9.

Die Menge dieser Schnitte zusammen mit der Addition und Multipli-
kation liefert einen Korper der mit der obigen Ordnung total geordnet
ist.

Wir nennen diesen Korper die reellen Zahlen und bezeichnen ihn mit
R.
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3.6. Die komplexen Zahlen. Wie oben diskutiert lassen sich in-
nerhalb der reellen Zahlen alle Gleichungen der Art

:c2§r

fir r € R mit r > 0 losen.
Allerdings hat die Gleichung

2 =—1

keine Losung in R. Wir fiigen jetzt ein Element zu R hinzu welches wir
als eindeutige Losung der Gleichung definieren und mit i bzw. v/—1
bezeichen und die imagindre Finheit nennen.

Fiir dieses Element gilt also

i =—1.

Weiterhin definieren wir die Multiplikation von ¢ mit einer reellen Zahl
v als das Produkt v - ¢ und die Addition dieser Produkte mit einer
reellen Zahl u als u + v - 7. Die Menge dieser Objekte nennen wir die
komplexen Zahlen und bezeichen sie mit

C:={ut+v-i|u,veR}

Fiir eine komplexe Zahl 2 = v+ 17 - v nennen wir Re z := u den Realteil
und Imov den Imagindrteil.
Wir fithren auf C folgende Addition und Multiplikation ein

(uti-v)+@W+i-v):=w+u)+i-(v+0)
(u+i-v)-(W+i-v)=@w-u—v-V)+i (u-v+u-0v)

Diese Operationen sind mit den oben diskutierten Operationen konsi-
stent.

Es ldsst sich leicht (aber miithsam) tiberpriifen, dass C mit dieser Ad-
dition und Multiplikation ein Kérper ist.

Offensichtlich lisst sich C mit R? := R x R identifizieren via

C—R* uti-ves (u,v).

Hinter dieser Identifikation verbirgt sich eine wichtige geometrische In-
terpretation. Diese Darstellung der komplexen Zahlen wird die Gauf3-
sche Zahlenebene genannt.

In der Gaufischen Zahlen Ebene ist die Addition von zwei komplexen
Zahlen gerade die wohlbekannte Addition von zwei Vektoren aus R2.
Beispiel Bild

Auch die Multiplikation hat eine geometrische Interpretation. Dafiir
brauchen wir aber die Darstellung von Vektoren in R? durch Polar-
koordinaten. Jeder Vektor (u,v) € R? ldsst auch durch seine Linge
und seinen Winkel zur ersten Koordinatenachse eindeutig bestimmen.
(Bild)
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Sei r die Lange und ¢ das Argument fiir eine komplexe Zahl z = u+i-v,

(d.h. 7 = vu? 4+ v? und cos ¢ = v/r und sin p = u/r).
Dann hat das Produkt z und 2’ die Lénge r - ' und das Argument
v+ ¢ (Bild).



KAPITEL 3

Lineare Algebra

In diesem Kapitel geht es um Geometrie in Vektorrdaumen.

1. Lineare Gleichungssysteme

Eine wichtige Motivation kommt aus dem Losen von lineare Gleichungs-
systemen.

DEFINITION (Lineares Gleichungssystem). Seien n,m € N, a;;,b; € R,
1=1,...,n,7=1,...,m. Dann heifit

1171 + Q1272 + - -0+ A1 T, = by

2171 + Q29T + - -+ 4 A2, Ty, = by

Qpm,1T1 + Am2T2 +-+ AmnTn = bm

ein (lineares) Gleichungssystem in den Unbekannten zq,...,x,,. Die
Menge der Tupel (zy,...,x,,) fir die die Gleichungen gelten heifit
die Lisungsmenge des Gleichungssystems und jedes dieser Tupel heif3t
Lésung.

BEMERKUNG. Eine Anwendung wo lineare Gleichungssystem auftreten
ist die Produktion. Seien Pi,..., P, Produkte und by,...,b,, die zu
produzierende Anzahl von Pi,..., P,,. Seien 11, ...,T, die Typen von
Teile die zur Produktion von Py, ..., P, benttigt werden. Dann geben
api,...,a, wieviele Teile T1,...,T,, zur Produktion von P, benétigt
werden, ag 1, ..., as, wieviele Teile 17, ..., T, zur Produktion von P,
usw. Die Losung (xy,...,x,) des Gleichungssystems gibt also an wie-
viele Teile man insgesamt braucht um b4, ...,0b,, Produkte vom Typ
Py, ..., P, herzustellen.

BEMERKUNG. Ein Gleichungssystem kann eine, keine oder unendlich
viele Losungen haben.
e Das Gleichunssystem
1+ z9=1
To =1
hat nur die Losung (x1,z2) = (0,1).
30
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e Das Gleichunssystem

$1+[E2:1
T = 42

1‘2:1

hat keine Losung, denn 42 + 1 # 1.
Das Gleichunssystem

T+ 190 =1
4221 + 4219 = 42

hat unendlich viele Losungen. Es ist ndmlich (x,22) = (1,1 —
r) fiir jedes r € R eine Losung.

Der Grund warum wir die ersten beiden Beispiele “auf einen Blick”
16sen konnten, liegt darin, dass das Gleichungssystem in der sogenann-
ten Stufenform ist. Wir diskutieren hier den Gauflschen Algoritmus der
angibt wie sich jedes Gleichungssystem auf Stufenform bringen lésst.
Das bedeutet wie sich fiir ein Gleichungssystem

1,171 + 122 + a1373 + - - + Q1T = by
2,171 + G22%2 + Q2373 + -+ - + A2 Ty, = by

a3 1T + a3 2%2 + ag3rs + - + a3, Ty = by,
U 1T1 + Ay 202 + A 3T3 + -+ + Ay Ty, = by

reelle Zahlen a; ;, BZ finden lassen, so dass das Gleichungssystem

1171+ A1 2T2 + A13T3 + -+ + A1 Ty = 01

A22T9 + A23%3 + + -+ + A2 Ty = 02

oo SN

(3373 + -+ + a3, Ty = b3

dieselbe Losungsmenge besitzt.
Dies geschieht in 2m Schritten:

e Inm “Vorwiartsschritten” durch geschicktes Multiplizieren und
Subtrahieren der Zeilen voneinander.
e In m “Riickwartsschritten” durch Einsetzen.

Wir demonstrieren dies an Beispielen.
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BEISPIEL. Sei

2%1 3x2 =2
Addieren erste und zweite Zeile nachdem wir die zweite mit (—2) mul-
tipliziert haben

21‘1 31’2 =2
o =1 |- (-2)
Lesen x5 an der letzten Zeile ab
To = —1
und setzen xo = —1 in erste Zeile ein und losen nach x; auf
5
2114+ 3-(-1)=2 = :p1:§
Damit haben wir eine Losung.
BEISPIEL. Gegeben sei das Gleichungssystem
21’1 +2ZE2 +4ZL’3 =5
1 —ry tr3 =3 |- (=2)
—I —2ZL‘2 —x3 =-1 | -2

Addieren das (—2)-fache von der zweiten Zeile zur ersten und das 2-
fache der dritten zur ersten:

2{E1 —|—23§'2 +4.T3 =5
4513’2 +2£L’3 = —1
—21‘2 +2I3 =3 ’ -2
Addieren das 2-fache der dritten Zeile zur zweiten
21‘1 —|—2$2 —|—4$3 =35

4 +2x3 =-—1
+6x3 =3
Lesen den Wert fiir 3 ab
1
T3 =35
und setzen z3 = 1/2 in die zweite Zeile ein und erhalten
4x2+2-1:—1 — ZE2:—1.
2 2
Setzen x3 = 1/2 und x5 = —1/2 in die erste Zeile ein und erhalten
2x1+2~%+4- (—%) =5 = 2r—-1=5 = z=3.

Damit ist (z1,zq,23) = (3,—1/2,1/2) die Losung des Gleichungssy-
stems.
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Das zweite Beispiel mit leerer Losungsmenge ist schon auf Stufenform.
Wir sehen, dass der dritte Riickwértsschritt auf einen Widerpsruch
fithrt. Das dritte Beispiel oben hat die Stufenform
T+ Ty = 1
0=0
D.h. wir haben einen Freiheitsgrad in der Wahl von x; oder z».

Es ist effizienter in Theorie und Anwendung ein lineares Gleichungssy-
stem in Matrixschreibweise zu notieren.

arl .- ain bl
A= I
m,1 .- Qmn bm

wobei A eine m xn Matrix ist, b ein m-dimensionaler Vektor und suchen
einen n

x1
-T»' =
Ty,
so, dass
ary ... a1n bl I
A1 - Qmp b, Tn
oder kurz
A-xz =0

Dabei ist die Multiplikation A -z gerade so definiert, dass sie auf obiges
Gleichungssystem fiihrt: Fiir die j-te Komponente auf der rechten Seite
nehmen wir die j-Zeile der Matrix auf linken Seite und multiplizieren
die i-te Komponente mit der i-ten Komponente des Vektors x und
bilden die Summe.

Wir illustrieren die Matrixmultiplikation an einigen Beispielen.

BEISPIEL. n=m = 2

(o) (1) (o) = ()

n=3 m=2

123 (D) _(17e2843.9) (50
45 6 o) " \a745846-9) 13
n=2m=3
12 ; 1.742-8 23
3 4 -<8): 3.744.8 | = | 53
5 6 57468 83
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n=m=23
1 2 3 3 1-3+42-2+3-1 10
4 5 6 2 = 4.34+5-24+6-1 = 28
7 8 9 1 7-3+8-2+9-1 46

Wir bezeichnen den Raum der n-Tupel von reellen Zahlen mit R", d.h.
R" = {(z1,...,2n) | ®1,..., 2, € R}

In diesem Sinne ist eine m x n Matrix A eine Abbildung

A:R"— R™
Fiir die Frage ob sich die Gleichung
A-x=0>

eindeutig losen lésst, ldsst sich so nun so umformulieren

e Existenz einer Losung <= A surjektiv
e Eindeutigkeit der Losung <= A injektiv

Im folgenden werden wir eine Theorie aufzubauen, die die Losbarkeit
von linearen Gleichungssystem systematisch untersucht.

2. Vektorrdume und Dimension

DEFINITION. Eine Menge V' mit einer Addition 4+ : V x V — V und
einer skalaren Multiplikation - : R x V' — V heift (reeller) Vektorraum,
falls

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe. (Wir bezeichnen das neutrale
Element mit 0)

(V2) (r+s)-v=r-v+s-vfiralleveV,rseR

(V3) r-(v+w)=r-v+r -wfiralev,weV,reR

(V4) (r-s)-v=r-(s-v) firalleveV,reR

(V5) 1-v=wfiralleveV.

BEISPIEL. Sei R" = {(z1,...,2,) | z1,...,2, € R} mit der Addition
(1, )+ (Yiy e Yn) = (T 4+ Y1, T+ Yn)
und der skalaren Multiplikation
(T, ) = (T Xy, Ty)

ist ein Vektorraum.

Bild fiir R?

Vektorrdume konnen auch sehr “unanschaulich” sein, wie das folgende
Beispiel zeigt.

BEISPIEL. Sei F'(R) die Menge der Funktionen von R nach R. Mit der
Addition f + g und skalaren Multiplikation r - f gegeben durch

(f+9)(@):= f(x), (- [)z):=r-flz), xR
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fir f,g € F(X), r € Rist F'(R) ein Vektorraum.

Dieser Vektorraum ist allerdings fiir die meisten praktischen wie theore-
tischen Zwecke zu “grofy”. Ein “kleinerer” und niitzlicher Raum ist der
Vektorraum der Polynome: Sei n € N. Wir bezeichnen mit P,(R) die
Menge aller Polynome vom Grad kleiner gleich n, d.h. von Funktionen
p: R — R fiir die pg, p1,p2 - .., pn € R existieren, so dass

p(x) = po + p1z + pax® + ... + pua”.

Die Zahlen py, ..., p, heiBen Koeffizienten.
Offensichtlich ist P,(R) C F'(X). Man kann zeigen, dass mit der oben
definierten Addition und Multiplikation P,(RR) ein Vektorraum ist. (Hier
ist zu beweisen, dass p+ ¢ € P,(R) und r - p € P,(V) fiir p,q € P,(R)
und 7 € R s.h. Ubung).
DEFINITION (Unterraum). Eine Teilmenge U eines Vektorraums V
heifit Unterraum, falls U mit der Addition und skalaren Multiplika-
tion von V' wieder ein Vektorraum ist. Fiir eine endliche Teilmenge
W ={vy,...,v,} bezeichnen wir mit

spanW = {ryv; +... + v, | 11,...,7 €R}
den von W' aufgespannten Unterraum.
BeispieL. {(0,z) | = € R}, {(z,0) | z € R}, {(z,z) | x € R},

{(x,—z) | € R} sind Unterriume von R?, (Bild). Sie werden z.B.
von den Vektoren (0,1), (1,0), (1,1), (1,—1) aufgespannt.

BEISPIEL. {(z,4,0) | 2,y € R}, {(2,0,2) | z,2 € R}, {(0,y,2) | y,z €
R}, sind Unterriume von R?, (Bild). Sie werden z.B. von den Vektoren
(1,1,0), (1,0,1), (0,1, 1) aufgespannt.

DEFINITION (Lineare Abhéngigkeit). Sei V' ein Vektorraum. Die Vek-
toren vy, ...,v, € V heilen linear abhdingig falls r1,...,r, € R

rovy+...+r,- v, =0.

Falls solche rq, . . ., r, nicht existieren heiflen vy, .. ., v, linear unabhdingig.
BEISPIEL. Sei V = R2.
e (1,0) und (2,0) sind linear abhingig: Wéhle r = —2 und
o = 1.

e (1,0) und (0,1) sind linear unabhéngig: Angenommen 7 -
(1,0) + 7(0,1) = 0, dann folgt r; = 5 = 0.

e (1,1) und w = (1, —1) sind linear unabhéngig: Denn r;+7ry = 0
und r; — ro = 0 haben nur die Losung r; = ro=0.

e (1,0), (0,1) und (1,1) sind linear unabhéngig: Wihle r; =
ro = 1und r3 = —1.

BEISPIEL. Sei V = R3,
e (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) sind linear unabhéngig.
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e (1,1,1), (1,1,—1) und (1, —1, —1) sind linear unabhéngig. Fiir
gegebene 1, r9, r3 habe wir also folgendes Gleichungssystem zu

losen
r. +re +rs =0
reo+ry —r3 =0 |- (=1)
rn —ry —rz =0 "(_1)

Subtrahieren zweite und dritte Gleichung von der ersten und

erhalten
r1 +ro +r3 =0
+2rs =0 |- (—1)
+27”2 +2T3 = 0 | . (-1)

Aus zweiten Gleichung folgt nun r3 = 0. Einsetzen in dritte
Gleichung liefert ro = 0. Einsetzen in erste Gleichung liefert
T = 0.

DEFINITION (Basis). Sei V' ein Vektorraum. Eine Menge von linear
unabhéngigen Vektoren vy, ..., v, heifit eine Basis von V falls

span{vy,...,v,} = V.

BEISPIEL. Sei V = R%

e Die Vektoren e = (1,0), f = (0,1) bilden eine Basis. Offen-
sichtlich kann jeder Vektor (xy,z2) via x1(1,0) + 25(0, 1) dar-
gestellt werden.

e Die Vektoren v = (1,1) und w = (1, —1) bilden eine Basis. Da
v und w linear unabhéngig sind und gilt

1 1
e= §(v+w) und f = §(U—w).
Wir haben bereits gesehen, dass sich jeder Vektor mittels e
und f darstellen lasst.

LEMMA. Seit V' ein Vektorraum und vy,...,v, eine Basis. Dann exi-
stieren fiir jeden Vektor x € V' eindeutige reelle Zahlen x4, ..., x, € R,
so dass

T=x1 -V +...+Ty" Uy
Beweis. (Ubung) O
DEFINITION. Die im Lemma préasentierte Darstellung heifit Entwick-
lung in der Basis vy, ..., U,.

BEMERKUNG. Wenn wir in einem Vektorraum V eine Basis vy, ..., v,
gewahlt haben kénnen wir jeden Vektor x = x1 - vy + ... 4+ x, - v, mit
einem Vektor (z1,...,2,) in R identifizieren.
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LEMMA. Sei V' ein Vektorraum und und {vi,...,v,} eine Basis. Fiir
alle w € V' sind die Vektoren w, vy, ..., v, linear abhdngig.

Beweis. Da w € V' = span{vy,...,v,} gilt w = rmvy + ... + rpo, fir
gewisse ry,...,r, € R. Somit folgt fiir r,.1 = —1

rvir+...+rv, —w=0.

Das Lemma hat folgende Konsequenz.

THEOREM. Sei V' ein Vektorraum und By = {vy,...,v,} und By =
{wq,...,wy} Basen. Dann gilt m = n.

Beweis. Angenommen n # m und o. E. n <'m. Da spanB; =V gibt
es fiir jedes j = 1,...,n Zahlen v, ... r{, so dass

wy = r%l)vl +...+ r,(i)vm

Wy, = r%n)vl + ...+ rﬁg‘)vm

Nach dem Gaufischen Algorithmus kénnen wir die Gleichungen so um-
() ()
1

stellen, dass wir Zahlen sy’,...,s;’ € R, 7 = 1,...,n erhalten, so

dass
V] = sgl)wl + ...+ sg)wn
v, = s§”’w1 + .+ s,
Nach dem vorherigen Lemma die Vektoren w,, 1, v1, ..., v, linear abhéngig,
d.h. es gibt "™, . ,rfzrrll) € R, so dass
P+ ey, + Tf{f{l)wnﬂ =0.
Da vy,...,v, linear unabhéngig sind gilt rfﬁﬂl) # 0. Einsetzen der n

Gleichungen liefert in die letzte liefert nach umsortieren

e () e ()

(n+1)
+ Tn-i—l Wn41

=rwi + ... +r,w, + rﬁfﬁl)wnﬂ
wobei r; = r%”“)sy) +...+ r,(qnﬂ)sy), j=1,....,nund r . = ’r‘gfil).
Daraus folgt, dass wy,...,w,; linear abhéngig sind. Das ist ein Wi-
derspruch dazu, dass B, eine Basis ist. U
DEFINITION. Sei V' ein Vektorraum und {vy,...,v,} eine Basis. Dann

bezeichnet dimV := n die Dimension des Vektorraums und wir nennen
V einen endlich dimensionalen Vektorraum.
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BEISPIEL. Sei V' = R". Die Vektoren e; = (1,0,...,0),ex = (0,1,0,...,0),
.oy €, =(0,...,0,1) bilden eine Basis, die auch die Standardbasis ge-
nannt wird. Damit ist

dimR"” = n.

BEISPIEL. Sei X eine Menge. Dann ist der Raum F'(X) der Funktionen
von X — R genau dann ein endlich dimensionaler Vektorraum falls X
endlich ist. (Ubung)

3. Lineare Abbildungen

DEFINITION. Seien V,W Vektorrdume. Eine Abbildung L : V — W
heif3t linear oder Homorphismus falls

L(r-v+s-w)=r-Lv)+s- Lw)

fiir alle v,w € V und r,s € R. Ein bijektiver Homomorphismus heif3t
Isomorphismus.

BEISPIEL. Sei V =W =R" und a € R. Dann ist
fR*"—=R" f(r)=ax

linear. (Bild n =1, n = 2).

BEISPIEL. Sei V =R", W = R"™ mit m < n. Dann sind

p:R" = R™ (1,...,2,) = (X1, ..., Tm)
i:R™ R (21,...,%m) — (1,...,2,,0,...,0)

linear. (Bild n =2, m =1).

BEISPIEL. Sei V = R", W = R™. Dann ist fiir jede m x n Matrix A
die Abbildung

R" - R™ z— A-x

linear. Weiter unten werden wir sehen, dass sich jede lineare Abbildung
als Matrix darstellen lasst.

BEIsPIEL. Die Abbildung
L:Pn(R)_)Rn+17 pH(pOapla"wpn)

ist linear. Die Abbildung ist bijektiv. D.h. es existiert eine Umkehr-
abbildung L~ : R*™ — P,(R), die einem Vektor (ay,as, ..., an, dny1)
das Polynom mit den Koeffizienten py) = a1, p1 = as, ..., pp = Gpi1 2u-
ordnet. D.h. anstelle im Vektorraum der Polynome zu rechnen, kénnen
wir auch zuniichst L anwenden, dann im “vertrauten” R"™*! rechnen,
um dann das Ergebnis mit L™! nach P,(R) zuriick zu iiberfiihren.
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Dass sich im obigen Beispiel, die Betrachtungen von P,(R) auf R™*
zuriickfithren lassen, ist kein Zufall, sondern dem liegt ein struktureller
Satz zugrunde nédmlich, dass zwei Vektorrdume genau dann isomorph
sind wenn sie die gleiche Dimension haben. Das hat insbesondere Kon-

sequenz, dass alle n-dimensionalen Vektorrdume bis auf Isomorphie
gleich R™ sind.
Um diesen Satz zu beweisen brauchen wir noch etwas Vorbereitung.

DEFINITION. Seien V,W Vektorrdaume und L : V — W linear. Dann
heif3t

KerL:={veV |Lv=0} Kern von L.
BildL:={LveW |veV} Bild von L.

THEOREM. Seien V,W Vektorriume und L : V — W linear. Dann
sind Ker L CV und BildL CW Unterrdume.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass falls v,v" € KerL und w,w’ €
BildL, so auch r-v+7"-v" € KerLund r-w+1" -w € Bild L fiir
alle r,r" € R. Aufgrund der Linearitat von L folgt

Lir-vo+r-v)y=r-Lv+r" - Lv =0.

D.h. (r-v+1r"-2v") e KerlL.
Seien w,w’ € BildL und v,v" € V mit w = Lv und w’ = Lv’. Dann
gilt

rew+r-w =r- Lo+ Lo = L(r-v4 1" - 0).
U
LEMMA. Seien V,W Vektorrdume und L :V — W linear. Dann ist L
injektiv genau dann wenn Ker L = {0}.
Beweis. Angenommen Ker L # {0}. Sei v € Ker L, v # 0. Dann gilt
L(—v) =—Lv=0.

D.h. L ist nicht injektiv. Angenommen L ist nicht injektiv. Dann exi-
stieren vy # vy mit Lv; = Lvy. Dann gilt

L(Ul — Ug) == LUl - L’UQ =0
Also v; — vy € Ker L und somit Ker L # {0}. O
THEOREM. Seien V,W endlich dimensionale Vektorrdume und L :
V — W linear. Dann gilt
dimV = dim Bild L + dim Ker L
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Beweis. Angenommen dimW = n und dim KerL = k < n. Sei
vy,...,0; eine Basis von Ker L und wir ergidnzen diese Basis mit
Vk41, - - -, Uy ZU einer Basis von V. Dann gilt

?pan{vla s ,’Uk} mSpan{UkJrla s 7vn} = {O}
= Iz;rL

Dann gilt aufgrund der Linearitédt von L
span{ Lugq, ..., Lu,} = Bild L
dafirx=x1-v1+...+x, v, gilt

Lr=L(zy-vi+...+x vp) + L(T1 g + oo+ T - )

€ Ker L
=0+ L(z1 - vpg1+ -+ Ty - 0p)

Auflerdem sind Lwvy.q, ..., Lv, linear unabhéngig: Seien ry,1,...,1, €
R, so dass

0=rps1 - Loggr + ...+ 7 Loy, = L(rgyr - Vg1 + oo+ 70 0p)

dh. rgeq - g1+ ...+ 1 - v, € Ker L. Aus obiger Betrachtung folgt
Tkl  Vks1 + - + 70 - v, = 0 und da vgyq,...,v, linear unabhéngig
folgt rgpy = ... = r, = 0. Es folgt, dass Lvg,q, ..., Lv, eine Basis von
Bild L ist und somit dim Bild L = n — k. Es folgt also

dim Ker L +dim BildL =k+ (n—k) =n=dimV.

THEOREM. Seien V,W Vektorrdume. Dann gilt

(a) Es existiert ein injektiver Homomorphismus L : V. — W genau
dann wenn dimV < dim W.

(b) Es existiert ein surjektiver Homomorphismus L : V. — W
genau dann wenn dim V' > dim W.

Insbesondere existiert ein Isomorphismus L : V. — W genau dann wenn
dimV = dim W.

Beweis. (a) =: Fiir einen injektiven Homomorphismus L : V' — W
gilt Ker L = {0}. Also folgt nach dem Theorem oben
dimV =dimV — dim Ker L =dim BildL < dim W
—0

da Bild L ein Unterraum von W ist.
(b) =: Fiir einen injektiven Homomorphismus L : V — W gilt
Bild L = W. Also folgt

dimV > dimV — dim Ker L = dim Bild L = dim W.

Angenommen .
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Fiir die Riickrichtungen seien vy, ...,v, bzw. wy, ..., w,, Basen von V
bzw. W. Fiir einen Vektor x € V sei

r==x1 -UV1+...+2T, Upn

die Entwicklung in der Basis vy, ..., v,. Wir definieren eine lineare Ab-
bildung L : V — W via

L(z) =z -wi + ...+ 2, - wy.

(a) <: Sei n = dimV > dim W = m. Dann ist L injektiv, da die
Entwicklung in einer Basis eindeutig ist.

(b) <=: Sei n = dimV < dimW = m. Dann ist L surjektiv, da
wy, ..., w, eine Basis ist.

Das “insbesondere” folgt nun direkt aus (a) und (b). O

KOROLLAR 1. Seien V, W endlich dimensionale Vektorraume, dimV =

dimW und L : V — W linear. Dann ist L ein Isomorphismus genau
dann wenn Ker L = {0}.

Beweis. Sei nun L ein Isomorphismus. Dann ist L injektiv und nach
Lemma oben also Ker {0} = 0.

Sei Ker L = {0}. Nach dem Lemma oben ist L injektiv. Auflerdem
folgt aus der Formel Nach dem Lemma oben gilt

dimW =dimV = dim Ker L 4+ dim Bild L = dim Bild L.

Da Bild L C W folgt Bild L = W und somit ist L surjektiv. Also ist
L ein bijektiver Homomorphismus. U

BEMERKUNG. Fir L : V. — W mit KerL = {0} gilt, dass L auf
Bild L umkehrbar ist.

4. Skalarprodukte und Matrizen

Wir haben bereits gesehen, dass sich sobald wir in einem n-dimensionalen
Vektorraum eine Basis gewéhlt haben, sich jeder Vektor als ein Vektor
in R™ darstellen lasst.

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, sich jede linearen Abbildung
als Matrix darstellen lasst, sobald in den Vektorrdumen Basen gewahlt
wurden.

Dafiir ist der Begriff des Skalarprodukts niitzlich.

DEFINITION (Skalarprodukt). Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Ab-
bildung
VxV =R, (v,w)— (v,w)
heifit Skalarprodukt,
(S1) (u,r-v+s-w) = r{u,v) + s{u,w) fir alle u,v,w € V und
r,s € R (bilinear)
(S2) (u,v) = (v,u) fir alle u,v € V (symmetrisch)
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(S3) (v,v) > 0 und (v,v) = 0 dann und nur dann wenn v = 0.
(positiv definit)
Wir bezeichnen mit
o] == v/ {v,v)
die zu dem Skalarprodukt gehorige Norm.
BEISPIEL. Auf R" ist das Fuklidische Skalarprodukt gegeben durch
(U, V), = UV1 + UgVs + . .. + UpUy.

Mit diesem Skalarprodukt kénnen Léngen und Winkel beschrieben wer-

den (Bild Winkel.

Sei n = 1. Dann ist (v,u) = u-v, u,v € R und |u| = Vu2 =
U tu >0

{ —u ru<0

Sei n = 2. Sei v € R?, dann stellen wir fest, dass

o] = Vv, 0)y = \Jvi + 03

gerade die Euklidische Lénge des Vektors v darstellt.
Weiterhin seien u, v € R? mit u,v # 0

<u, U>2 = UIV] + UV2

U1V +U2U2
:\/u%—i-u%\/U%—FU% 5 5 5 5
Vud +udy/v? 4 03

= |u||v| cos a(u, v)

wobei a(u, v) gerade “der” Winkel zwischen u und v ist.

Fiir Vektoren in R™ gelten analoge Betrachtungen, so definiert |v| eben-
so die Euklidische Lénge und (u, v) wird “der” Winkel beschrieben, den
u und v in der von ihnen aufgespannten Ebene beschrieben.
Insbesondere stellen wir fest, wenn u und v senkrecht aufeinander ste-
hen, d.h. ihr Winkel gerade 7/2 ist (bzw. 37/2), dann ist (u,b) = 0.

BEMERKUNG. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und v € V.
Dann ist die Abbildung

V=R, w~ (v,w)

linear.

DEFINITION. Seien V, W endlich dimensionale Vektorraume, vy, ..., v,
eine Basis von V und L : V — W eine lineare Abbildung. Dann heiflen
die Vektoren Luwy, ..., Lv, die Zeilenvektoren von L bzgl. vy, ..., v,.
DEFINITION. Seien V, W endlich dimensionale Vektorraum, vy,...,v,
bzw. wq, ..., w,, Basen in V bzw. W. Seien

P:R" =V, (x1,...,2,) > 21 01+ ... + 2y -0y
QW = R™ xy-wy+ ...+ Ty Wy = (T1, ..., Tyy)
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und seien eq,...,e, und fi,..., f,, die Standardbasen von R™ und R™
und sei (-, ), das Euklidische Skalarprodukt in R™. Fiir eine lineare

Abbildung L : V — W ist

a1 ... Qi
A =
m1 - Gmp
mit
a;; = (fi,QLPe;), i=1,....,m, j=1,...,n,
die Matrixdarstellung von L bzgl. der Basen vy, ..., v, bzw. wy, ...

und (-, -). Wir identifizieren A; mit der Abbildung
R" - R™ x+— Ap
THEOREM. In der Situation wie in der Definition oben gilt
L=Q'oA, 0P
(Bild kommutatives Diagramm)

DEFINITION. Fiir eine Matrix

aii1 ... Q1n
A=
m,1 .- Qmmn
bezeichnen wir mit
a; = (al,lu s )al,n)a s Om = (am,la .- ‘am,n)

die Zeilenvektoren von A und

i A1,n
oV —

(m,1 Am,n
die Spaltenvektoren von A.

THEOREM. Set A ein m X n Matrizx.

(a) A ist injektiv genau dann wenn die Spaltenvektoren linear un-

abhdngig sind.

(b) A st surjektiv genau dann wenn die Spaltenvektoren linear

unabhdngig sind.

(c) A ist bijektiv genau dann wenn m = n und die Spalten- oder

die Zeilenvektoren linear unabhdngig sind.
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5. Eigenwerte und Eigenvektoren

DEFINITION (Eigenwerte und Eigenvektoren). Sei V' ein Vektorraum
und L : V' — V linear. Ein Vektor v € V'\ {0}, heifit Eigenvektor zu
einem Figenwert \ € R falls

Lv = ).
BEISPIEL. Fiir eine n x n Diagonalmatrix
dy 0
0 dy,
sind die Eigenfunktionen gerade die Standardbasis eq,...,e, des R"
mit den zugehorigen Eigenwerten dy, ..., d,. Z.B. hat die Matrix
1 0
00 O
0 0 42

gerade die Eigenwerte 1,0, 42.

BEMERKUNG. Ist v ein Eigenvektor einer Matrix zum Eigenwert A, so
ist auch jedes « - v, a # 0, ein Eigenvektor. Sind weiterhin vy, ..., v
Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert A so ist auch jeder Vektor aus
span{vy, ..., v} \ {0} ein Eigenvektor.

Die Eigenwerte fiir allgemeine Matrizen zu berechnen ist aufwendiger:
Im Allgemeinen erhélt man die Eigenwerte in dem man die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms der Matrix bestimmt. Nach Ermitteln
der Eigenwerte lduft die Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren
iiber die Losung eines linearen Gleichungssystem.

Fiir den 2 x 2 kann man die Eigenwerte explizit ausrechnen.

a b
c d
hat zwei Eigenwerte A\, und A_

Ai:a+di\/w—(ad—bc)

LEMMA. Eine 2 x 2 Matrix

2 4
Beweis. Nachrechnen, dass fiir diese beiden Werte, die fiir die FEigen-
wertgleichung Av = Av eine Losung v # 0 haben. U
BEISPIEL.

(1)

hat die Eigenwerte Ay =1 + V5.
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Folgendes Lemma liefert eine

DEFINITION. Eine n x n Matrix heifit symmetrisch, falls fiir ihre Ma-
trixelemente ay; = a5, k,l =1,...,n gilt.

Allgemeiner gilt folgender Satz fiir symmetrische Matrizen.

THEOREM. Sei L eine symmetrische n x n Matrixz. Dann hat L genau
n reelle Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren bilden eine Ba-
sis. AufSerdem existiert eine bijektive Matirz U deren Spaltenvektoren
Eigenvektoren sind, so dass

L=UAU""
wober
A1 0
A= .
0 An
die Diagonalmatriz aus den Figenvektoren ist.

BEMERKUNG. Das Produkt AB zweier n x n Matrizen A und B be-
zeichnet gerade die Matrix die durch die Hintereinanderausfithrung be-
schreibt, d.h. (AB)v = A(Bwv). Man beachte, dass die Hintereinander-

ausfithrung im Allgemeinen nicht kommutativ ist.

BEMERKUNG. Die Multiplikation eines Vektors mit U aus obigem Theo-
rem entspricht einem Basiswechsel von der Standardbasis in die Basis
der Eigenvektoren. Damit gilt das L in der Basis der Eigenvektoren
nichts anderes als Multiplikation mit einer Diagonalmatrix ist.
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Graphentheorie

DEFINITION (Graph). Ein Graph G ist ein Paar (V, E) bestehend aus
einer Menge V', deren Elemente die Vertizes (oder Ecken oder Knoten)
genannt werden, und einer Menge E von zweielementigen Teilmengen

von V', d.h.
E C {{v,w} |v,w e Vv # w},
deren Elemente Kanten genannt werden.
BEISPIEL. Sei V = {1,2,3} und E = {{1,2},{2,3},{3,1}}. Bild.

BEISPIEL. Sei V = {1,2,3,4,5} und & = {{1,3},{3,5}, {5, 2}, {2,4}, {4,1}}.
Bild.

DEFINITION. Zwei Vertizes v,w € V heiflen adjazent falls eine Kante
{v,w} € F existiert. Man schreibt v ~ w.

BEMERKUNG. Die Adjazenzrelation ist symmetrisch. Sie ist anti-reflexiv,
d.h. ein Vertex ist nie adjazent zu sich selbst. In der Regel ist sie
nicht transitiv. Die einzige Ausnahme sind sogenannte vollstandige
Graphen wo jeder Vertex mit jedem durch eine Kante verbunden ist,
dh. E C {{v,w} | v,w € Vv # w}. Ein Graph heifit endlich falls
#V < o0.

DEFINITION (Vertexgrad). Sei G = (V, E) ein Graph. Dann heifit die
Funktion d : V' — N

dv) =#{w eV | {v,w} € E}
der Vertexgrad von v.

LeEMMA (Handschlag-Lemma). Sei G = (V, E) ein Graph mit V =
{v1,...,v,}. Dann gilt

> d(v) = 2#E

k=1

Beweis. Die Zahl d(v) gibt gerade an wieviele Kanten von v € V' aus-
gehen. Beim Summieren von d(v) iiber die Vertizes wird jede Kante
{v,w} € F genau zweimal gezihlt, einmal als Kante die von v ausgeht
und einmal als Kante die von w ausgeht. U

46
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DEFINITION (Adjazenzmatrix). Sei G = (V, E) ein Graph, so dass
V ={uv,...,v,}. Die Adjazenzmatrix des Graphen ist die n x n Matrix
A mit den Elementen

. 1 : {’Uk,’l)l} ek
Ak, 1) = { 0 :sonst

BEMERKUNG. Die Adjazenzmatrix ist eine symmetrische Matrix.

BEMERKUNG. Aus der Adjazenzmatrix ldsst sich der Graph rekonstru-
ieren.

BEISPIEL. Sei V = {1,2,3} und £ = {{1,2},{2,3},{3,1}}.

A:

— = O
— O

1
1
1

BEISPIEL. Sei V = {1,2,3,4,5}und F = {{1,3},{3,5},{5,2},{2,4}, {4,1}}.

00110
00011
A=1]11 00 0 1
11000
01100

Eine weitere wichtige Matrix ist die sogenannte Laplacematrix.

DEFINITION (Laplacematrix). Sei G = (V, E) ein Graph, so dass V =
{v1,...,v,}. Die Laplacematrix des Graphen ist die n x n Matrix A
mit den Elementen

—1 : {Uk,Ul} ek
A(k)l) =< d(vg) k=1
0 : sonst

BEMERKUNG. Bezeichnet D die Diagonalmatrix die als Eintréige gera-
de die Vertexgrade hat, so gilt

A=D-A.

Um zu berechnen wie die Adjazenz- und Laplacematrizen auf einen
Graphen wirken ist folgende Konvention niitzlich.

NOTATION. Sei G = (V, E) ein Graph mit V' = {vy,...,v,} und z €
R™. Die Summe iiber alle Komponenten x; von x fiir die der Vertex vy
zu einem festen Vertex v; adjazent ist bezeichnen wir mit

S e

k:’l}kN'L)i
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LEMMA. Sei G = (V| E) ein Graph mit V = {vq,...,v,} und xz € R™.

Dann gilt
(Az); = Z T,
k:ka'Ui
(Az); = d(vi)z; — Z Ty = Z (i — x).

kv ~v; kv ~v;

DEFINITION. Zwei Graphen G = (V, E) und G’ = (V’, E’) heiflen iso-
morph wenn es eine bijektive Abbildung F : V' — V' gibt, so dass
{F(v), F(w)} € E' falls {v,w} € E.

THEOREM. Die Adjazenzmatrizen zweier isomorpher Graphen haben
die gleichen Eigenwerte.

Beweis. Zwei isomorphe Graphen haben bis auf umnummerieren der
Komponenten die gleichen Adjazenzmatrizen. Eine entsprechende Um-
nummerierung der Eigenvektoren liefert gerade die gewiinschte Gleich-
heit der Eigenwerte. O

BEMERKUNG. Die Aussage gilt ebenso fiir die Laplacematrizen zweier
isomorpher Graphen.

BEMERKUNG. Eine wichtige Frage war ob man an der Gleichheit der
Eigenwerte auch erkennt ob zwei Graphen isomorph sind. Dies ist nicht
der Fall wie durch folgende Beispiele von Graphen nachgerechnet wer-
den kann.

DEFINITION (Pfade und Zusammenhangskomponenten). . Sei G =
(V, E) ein Graph. Ein Tupel von Vertizes (v1, ..., v,) heifit ein Pfad von
v nach w, falls v = vy, w = v, und {vy, va}, {ve,v3}, ..., {vy_1,0v,} € E.
Eine Teilmenge W C V' heifit Zusammenhangskomponente, wenn fiir
alle Vertizes v,w € W ein Pfad von v nach w existiert und fiir alle
Vertizes v € W und w' € V' \ W kein Pfad existiert.

THEOREM. Sei A die Adjazenzmatriz eines Graphen G = (V, E) mit
#V =mn. Dann gilt

dim{z € R" | Az = 0} = #{Zusammenhangskomponenten von G}.

Beweis. >: Sei W C V eine Zusammenhangskomponente. Dann ist der
Vektor z € R”

L 1 ’UiEW =1
XT; = 0 UZ'GV\W , 1=1,...,n,

ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Denn

_ [ dw)—de) =0 uew
(Ax)i—d(vz‘)xi_kz xk—{ 0—-0 v €VAW
Vg ~;



4. GRAPHENTHEORIE 49

Damit liefert jede Zusammenhangskomponente einen Vektor. Es ist
leicht zu sehen, dass diese Vektoren unabhéngig sind, da auf der Kom-
ponente jedes Vertizes genau eine den Wert 1 hat und alle anderen 0.
Damit folgt, dass sie einen Unterraum von der Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten aufspannen.

<: Dafiir brauchen wir das Skalarprodukt auf R". Sei z € R" mit
Az = 0. Dann gilt

i=1

= Z(d(vz)azl — Z xg)T;

i=1 kv~

:z > -

i=1 kwp~v;

i=1 k:vg~v; k=1 t:v;~vyg

S
=1 k:vg~v;

Da Quadrate immer positiv sind, miissen die Differenzen auf der rech-

ten Seite immer 0 sein. D.h. z; = x;, falls v; ~ v,. Das bedeutet aber

gerade, dass x auf einer Zusammenhangskomponente konstant ist.
O



KAPITEL 5
Analysis

Analysis ist die Kunst Grenzwerte zu bilden. Elliott
Lieb.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Grenzwerten von Reihen
und Folgen.

1. Grenzwerte von Folgen

DEFINITION (Folge). Eine Abbildung N — R, n +— x,, heifit Folge. Wir
bezeichnen die Folge mit (x,) oder (z,)nen-

BEISPIEL. e Sei ¢ € R. Dann heifit die Folge (z,,) mit z,, = c,
n € N konstante Folge.
e Sei x, = (—1)" Dann ist z,, = 1 fir n € 2N und z,, = —1 fiir

n € 2N+ 1 und (x,,) heiit alternierende Folge.
o r,=n,ncN.
e 1, = p, wobei p, die n-te Primpzahl ist, n € N.
o, = %, n € N.
e Seia>0und z, =a", n€N.
e Seia € Rund z, = (1 +a/n)".

Bilder: Folge als Funktion,

DEFINITION (Konvergenz). Eine Folge (z,,) heiit konvergent gegen = €
R falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass |z — x,| < € fiir alle
n € N. In diesem Fall heifit x der Grenzwert der Folge und wir schreiben

lim z, =2 oder =z, — z,n— oo.
n—oo

Ist eine Folge nicht konvergent, so heifit sie divergent.

BEMERKUNG. Anschaulich bedeutet Konvergenz einer Folge (z,) ge-
gen z, dass sie x beliebig nahe kommt, wenn man nur n grof3 genug
wéhlt.

Bilder: Schlauch, Falle

BEISPIEL. e Die konstante Folge x, = ¢, n € N ist konvergent
mit Grenzwert c.
Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gilt fir N =1, dass |z, —¢| =0<¢
fir n > 1. O

50
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e Die alternierende Folge =, = (—1)", n € N ist divergent.
Beweis. Sei x € R beliebig und € = 1. Sei n € 2N. Dann ist
|z, —z| =|1—2| > 1 =cfallsz <0oder |z 41 —z| = |z—1| >

=c¢ falls z > 0. O

e r, =n,n € N ist divergent.

Beweis. Sei x € R beliebig und ¢ = 1. Fiir alle n > x + 1 gilt
|z, —z|=|n—z|>1=¢. O

e 1, = n-te Primzahl, n € N ist divergent.
Beweis. Analog wie x, =n, n € N. O

® 1, = %, n € N ist konvergent gegen =z = 0.
Beweis. Sei ¢ > 0. Wahle N € N mit N > 1/e. Dann gilt
|z, — 0] =1/n<e,n>N. O

BEMERKUNG. Anschaulich machen die Beispiele deutlich, dass es zwei
Griinde geben kann warum eine Folge nicht konvergiert:

1. Die Folge néhert sich keinem Wert, z.B. x,, = n.
2. Die Folge néhert sich zu vielen Werten, z.B. z,, = (—1)".

Wir fassen einen Spezialfall des ersten Falls in einer eigenen Definition.

DEFINITION. Eine Folge (z,,) heifit bestimmt divergent gegen oo (bzw.
—o0) falls fiir alle C' € R ein N existiert mit z, > C (bzw. z, < C)
fiir alle n > N. In diesem Fall schreiben wir

lim x, =00 oder x, — 0o, n — 00,

n—oo
(bzw. lim x, = —oco0 oder =z, — —00, n — 00).
n—o0
BEIspPIEL. Die Folgen x,, = n bzw. y, = —n sind bestimmt divergent

gegen oo bzw. —oco. Die Folge z, = (—1)"n hingegen ist nicht bestimmt
divergent.

BEMERKUNG. Konvergenz ist eine Eigenschaft, die erst “weit drauflen”
entschieden wird. D.h. die ersten Folgeglieder sind fiir die Betrachtun-
gen irrelevant. Z.B. haben zwei Folgen die sich nur an endlich vielen
Stellen unterscheiden die gleichen Konvergenzeigenschaften.

Um die Konvergenz weiterer Folgen zu untersuchen, beweisen wir nun
einen Satz.

THEOREM (Sandwich-Theorem). Seien (y,) und (z,) gegen x konver-
gente Folgen. Sei (x,) eine Folge fir die ein ng existiert mit

Yn < Tp < Zn, N> N.
Dann ist (z,) konvergent und es gilt

lim x, = z.
n—o0
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Beweis. Sei e > 0. Da y, — z und 2, — z existiert N > 0 so dass

Yy, — x| <e und |z, — x| <¢, n>N
und insbesondere

Yo —x > —c und z, —x <¢g, n > N.
Ohne Einschrinkung sei N > ng. Dann folgt

—e<yp—x<zp,—<2z,—1x<E€, n > N.
und somit
|z, — x| < g, n > N.
O

BEMERKUNG. Das Theorem wird angewendet in dem man eine kom-
plizierte Folge (x,) nach oben und unten durch Folgen (y,) und (z,)
abschétzt, fiir die man die Konvergenzeigenschaften kennt.

Fiir bestimmt divergente Folgen gibt es eine Variante des Sandwich-
Theorems.

THEOREM (Variante Sandwich-Theorem). (a) Sei (yn) bestimmt
gegen oo divergiert und sei (x,,) eine Folge fir die ein N > 0
existiert, so dass x, > y, fir n > N. Zeigen Sie, dass (x,)
bestimmt gegen oo divergiert.

(b) Sei (z,) bestimmt gegen —oo divergiert und sei (x,,) eine Folge
fiir die ein N > 0 existiert, so dass x,, < z, firn > N. Zeigen
Sie, dass (z,) bestimmt gegen oo divergiert.

Beweis. Ubung. U

BEISPIEL. z, = a”, n € N, konvergiert fiir 0 < a < 1 gegen 0, fiir
a =1 gegen 1 und divergiert bestimmt gegen oo fiir a > 1.

Beweis. Die Aussage fiir a = 1 ist klar, da z,, = 1" = 1.
Fiir den Beweis von a > 1 verwenden wir die Bernoulli-Ungleichung,
die sich leicht mit vollstdndiger Induktion beweisen lasst: Fiir r > —1
gilt
(I+7)">14nr

Damit folgt fiir a > 1, dass

z,=a"=1—=(a+1))">14n(a+1)=:2,
Da (z,) bestimmt gegen oo divergiert so auch (z,). Fiir den Fall 0 <
a < 1 betrachten wir b := 1/a > 1 und die Folge 1/z, = b". Aus

den Betrachtungen gerade eben folgt, dass (1/x,) bestimmt divergiert.
Somit konvergiert (x,) = (1/(1/x,)) gegen 0. O
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BEISPIEL. Sei n! = 1-...-n und betrachte x, = 2"/n!, n > 1. Dann
konvergiert (z,) gegen 0.
Beweis. Offensichtlich z,, > 0. Setze also y,, = 0. Weiterhin gilt

2 2 2 2 2 1
= —<d—=1z,
1 2 3 n—1 n n

Von z, wissen wir z, — 0. O

Wir kommen nun zu einem néchsten Konvergenzkriterium. Dafiir brau-
chen wir die Begriffe der Monotonie und Beschranktheit von Folgen.

DEFINITION (Beschrianktheit). Eine Folge (z,,) heifit beschrdnkt, falls
ein C' > 0 existiert, so dass

—(C<z,<C, neN.

BEISPIEL. Die konstante und alternierende Folge sind beschriankt, (wéhle
C = ¢ bzw. C' = 1.) ebenso (1/n). Die Folge z,, = n ist unbeschrinkt
und ebenso z, = (—1)".

DEFINITION (Monotonie). Eine Folge (z,,) heiBt monoton fallend (bzw.
monoton wachsend) falls

Ty > Tpp1 (bzw. z, < x,01) neN.

BEIisPIEL. Die konstante Folge ist sowohl monoton fallend und mo-
noton wachsend. Die alternierende Folge ist nicht monoton. Die Folge
(1/n) ist monoton fallend. Die Folge x,, = n ist monoton wachsend.

THEOREM. Sei (x,,) eine beschrdnkte, monoton fallende (bzw. monoton
wachsende) Folge. Dann ist (x,) konvergent.

Beweis. Angenommen (z,,) ist beschrénkt und monoton wachsend. Wir
bezeichnen die kleinste obere Schranke der Menge

M :={z, | neN}
mit s. Da (z,) beschrénkt ist, gilt s < co. Angenommen es existiert
ein € > 0, so dass fiir alle n > 0
S—xp=|s—x,| >¢€
Dann gilt
§s—e>x,

Damit ist s — ¢ eine kleinere obere Schranke an M. Das ist ein Wider-
spruch dazu, dass s die kleinste obere Schranke ist.

Der Beweis fiir monoton fallende Folgen ist analog mittels der grofiten
unteren Schranke der Menge M. O

BEMERKUNG. Der Beweis des obigen Satzes stiitzt sich auf die Existenz
von kleinste oberen Schranken von beschrankten Mengen in R. Das ist
in der Tat eine charakteristische Eigenschaft der reellen Zahlen.
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BEMERKUNG. Der Satz ist auch in sofern bemerkenswert, da er ei-
ne blofle Existenzaussage eines Grenzwertes ist. Im Gegensatz zum
Sandwich-Theorem liefert er keine direkte Moglichkeit den Grenzwert
zu berechnen.

BeispIEL (Einfache Beispiele). Der Satz ist z.B. auf die Folge
1

Ty = %
anwendbar, da die Folge (z,,) ist monoton fallend und von unten durch
0 und von oben durch 1 beschrankt.

Der Satz ist nicht anwendbar auf die Folge
r,=(=1)", neN,

da die Folge zwar beschrénkt ist aber nicht monoton.
Der Satz ist nicht anwendbar auf die Folge

Tp=mn, nNnE Na
da die Folge zwar monoton wachsend ist aber nicht beschréankt.

BEISPIEL. Der Umfang von regelméfliigen in den Kreis mit Radius 1
einbeschriebenen Polygonen konvergiert gegen 27. Diese Approximati-
on von 7 geht auf Archimedes zuriick. (Bild)

BEISPIEL (Koch-Kurve). Die Linge der Koch-Kurve ist unendlich.
Zwar ist die Folge (L,,) der approximierenden Langen monoton wach-
send, allerdings ist die Folge nicht beschrankt da der Streckenzug bei
jedem Iterationsschritt um den Faktor 4/3 linger wird, d.h.

4 4 n+1
Lnii=-L,=1{=) .
a=3t=(3)

Der Flachenhalt ist hingegen endlich. Das werden wir spéter zeigen.

BEISPIEL (Goldene Schnitt). Der Goldene Schnitt bezeichnet ein Verhalt-
nis ¢ von zwei Zahlen a und b fiir welches gilt

a+b a
=—-=:0,
a b
Er beschreibt das ein Teilungsverhéltnis von zwei Strecken bei dem das
Verhéltnis des Ganzen zu seinem grofleren Teil a dem Verhiltnis des

grofleren zum kleineren Teil b entspricht. Umstellen der Gleichung

a b
-——1--=0
b a
beziehungsweise mit 3 = ® wie folgt:
1
®—-1——=0.
)

Multiplikation mit ® ergibt die quadratische Gleichung
P - -1=0
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mit den beiden Losungen 112\/5 von denen die positive gerade & ist.

Es besteht ein Zusammenhang zwischen ® und der Folge (f,) der
Fibonacci-Zahlen

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, . ..

die gerade durch die Rekursionsformel

flzla f2:1 fn+2:fn+1+fn>n21
geben ist: Die Rekursionsformel liefert gerade

Y AN TR SRR AU B S
fn+1 fn+1 fn+l Pn—1 1+

Diese Folge (pg,) ist monoton wachsend (!) und (pg,41) ist monoton

fallend (!). Beide Folgen sind durch 0 und 2 von unten und oben be-

schrankt. Damit existieren Grenzwerte

Pn—2

Q= lim gy, ®y := lim @op41.
n—o0 n—oo

Da beide die obige Gleichung

1
s d-—1——=0.
1+ 3 o

erfiillen. Somit folgt & = ¢, = .

O=1+

Wir betrachten jetzt eine wichtige Funktion, die iiber den Grenzwert
von Folgen definiert wird.
Die Zahl e spielt bei kontinuierlichen Wachstumsvorgéngen eine Rolle,
z.B. stetige Verzinsung: Kapital A Zinsatz 100 Prozent. Dann hat man
nach einem Jahr bei
e 0 mal (dquidistant) Abheben und Einzahlen : A(1+ 1)
e 1 mal (dquidistant) Abheben und Einzahlen: A(1 + 1/2)(1 +
1/2)
e 2 mal (dquidistant) Abheben und Einzahlen: A(1 + 1/3)(1 +
1/3)(1+1/3)
e ctc.
Dieser Prozess wird durch die Exponentialfunktion beschrieben.

THEOREM (Exponentialfunktion). Sei x € R. Die Folge ((1 + x/n)")
konvergiert und wir bezeichnen

e’ = lim (1 + £>n
n

n—»00
Es gilt
V=1
etV =e"eY, x,y €R,
e’ = l
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BEMERKUNG. Beachte. 1 + 711 — 1, aber a" — oo fiir @ > 1. Die Frage
ist also, welcher Effekt sich durchsetzt.

Fiir den Beweis brauchen wir noch etwas Vorbereitung. Dafiir bewei-
sen wir drei Lemmas, die alle auch unabhéngig von der Definition der
Exponentialfunktion an vielen Stellen der Mathematik auftauchen und
eine groBe Rolle spielen.

Das erste Hilfslemma ist die Bernoullische Ungleichung.

LEMMA (Bernoulli Ungleichung). Firx > —1 und n € N gilt
(14+2)" > 1+ nax.

Beweis. Induktion nach n.
n=114z2z=1+=x.
n—mn-4+1:

(I+2)™" = (1+a2)(1+a)"
(Induktionsannahme, 1+ 2 >0) > (1+z)(1 + nx)
1+ (n+ 1)z + z(nx)
> 1+ (n+ 1)

U

Das zweite Hilfslemma ist der Binomische Satz. Um diesen zu formu-
lieren brauchen wir noch zwei neue Notationen. Die erste ist das Sum-
menzeichen.

NOTATION (Summe). Seien zy,...,z, Zahlen so bezeichnen wir die
Summe dieser Zahlen mit

in =1+ T+ .. T,
i=1

Die zweite ist der Binominialkoeflfizient.

NOTATION. Fiir ganze Zahlen 0 < k << n bezeichnet

(F)=omm

den Binominialkoeffizienten und wir sprechen “n iiber £”.
BEMERKUNG. Man kann leicht mit vollstédndiger Induktion zeigen, dass
( Z ) gerade die Anzahl der Moglichkeiten ist um k& Elemente aus

einer n-elementigen Menge auszuwéhlen. Inbesondere gilt die Rekursi-

onsformel:
n + n _(n+ 1
k k—1) \ k )

Diese Rekursionsformel folgt direkt: Sei eine n + 1 elementige Menge

gegeben. Sei ein Element p aus dieser Menge fixiert. Dann gibt es (kﬁl)



1. GRENZWERTE VON FOLGEN 57

k-elementige Teilmengen die p enthalten und (Z) k-elementige Teil-
mengen, die p nicht enthalten. (Zeichnung: n weile Kugeln und eine
schwarze Kugel ....)

LEMMA (Binomische Satz). Sein € N und x,y € R. Dann gilt
k=0

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Induktion:
n = 1: Klar.

n = (n + 1): Direkte Rechnung liefert

(+y)"™ =@+y)(@+y)" =@ +y) >, (Hary "

(Dabei folgt die letzte Gleichung aus der Induktionsannahme fiir n.)
Damit konnen wir weiter rechnen

BB

k=0
n+1 n
(k~k—-1) = Z(k 1) k, n— k+1+Z( ) k, n—k+1
k=1 N
- 1
(Rekursion) = 2" 4 ) (nz >xky” Ly
k=1
e (n+1
ko ntl=k
= 2 'y
(")
Damit ist der Beweis abgeschlossen. ]

Als letztes bendtigen wir noch die geometrische Summenformel.

LEMMA (Geometrische Summenformel). Seien z,y € R mit x # y.
Dann gilt fiir jedes n € N

n—1
" —y n—1)—
nynl)k Zykx( 1)k

k=0

Insbesondere gilt fiir ¢ # 1 und n € Ny die Formel

n k_l_qn—i-l
Zq_ 1—gq
k=0
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Beweis. Wir rechnen

n—1 n—1 n—1
(l’ . y) Zxky(n—l)—k _ Z xk—l—ly(n—l)—k . Z mkyn—k
k=0 k=0 k=0

n n—1
(Teleskopsumme) = Z ahyn =k — Z ahynF
k=1 k=0

= " —y".

Die zweite Gleichheit folgt durch Vertauschen von x und y. Das "Inbe-
sondere’ folgt mit z =1 und y = q # 1. O

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes fiir den Grenzwert der die
Exponentialfunktion definiert

Beweis. Wir zeigen die Existenz des Grenzwertes fiir z = 1. Der allge-
meine Fall lasst sich mit geringfiigigen Modifikation beweisen.

Sei

Wir zeigen, dass (y,) wachsend und beschrénkt ist. Die Bernoulli Un-
gleichung liefert

(o3 (-3 - (-3 262

fiir alle n > 2. Die Folge (x,) ist also monoton wachsend. Die Folge
(x,,) ist beschrankt durch 3:
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( 1)n
Tp = (14—
n

"L /n\ 1
Binomisch t = —
(Binomischer Satz) Z (k) e

_ 1+in(n—1)---(n—k+1) 1

1-2-k nk
k=1
(n—k+1)1

) k!

, B " n(n—1).
(Umsortieren) = 1+ E -
k=1
1 ok
+ ; o
=1

~ 1
(Induktion: k! > 2¥71) < 1+ Z
k=1

IN

2k—1

-/

(Geometrische Summe) < 1+ =12 =

Damit damit ist z,, = (1 + %)n monoton wachsend und beschriankt.
Nach dem Theorem oben konvergiert (z,,) gegen einen Grenzwert. Der
Fall fiir z > 0 und = # 1 folgt analog bis auf den vorletzten Schritt in
der letzten Ungleichungskette.

Die Aussage €’ = 1 ist klar, da (1 + 2)" =1 fiir alle n.

Die Gleichung e = 1/e™* lésst sich wie folgt sehen

(1+%>”<1+%)n: (1—2—2)n: (1—(“@2#)71:...

Ebenso e*TY = e%e¥

(o2 (o2 = (e 2 () -
U

2. Reihen
Wir betrachten nun eine spezielle Form von Folgen sogenannte Reihen.

DEFINITION (Reihe). Seien a, € R, n € N. Wir nennen die Folge

n

T, = g a =a1+as+ ...+ ay,
k=1

die zu (a,) gehorige Reihe. Wir sagen die Reihe konvergiert, falls (z,,)
konvergiert.
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BEISPIEL (Geometrische Reihe). Sei ¢ € R. Wir haben gezeigt, dass
fiir ¢ # 1 und n € Ny die Formel gilt

n 1— qn+1
=Y d =
k=0
und fiir ¢ = 1 gilt

Tn ::Zn:qk:n—i—l
k=0

Wir nennen die Folge (z,,) die geometrische Reihe und stellen fest, dass
(x,) genau dann konvergiert wenn —1 < g < 1.

BEIispIEL (Koch-Kurve). Wir haben gesehen, dass die Lange der Koch-
Kurve unendlich ist. Thr Flachenhalt ist hingegen endlich: Angenommen
das Dreieck unterhalb der ersten Iteration hat den Fldcheninhalt F; =
1. Bei der zweiten Iteration kommt an jeder der 4 Strecken ein Dreieck
mit Flacheninhalt 1/9 hinzu, d.h. F, = F} + 4%, und bei der n-ten
Iteration kommt ein Flicheninhalt von 4"~ - (1/9)"~! hinzu, d.h.

i (g)” 1 —14/9 - g

n=0

BEISPIEL. 2, = Y ., _, m konvergiert gegen 1:
n

“ 1 1 1 1
-y N (—— ) =1-Z 1.
n ;k(k—l) 217 n

BEISPIEL (Harmonische Reihe). x, = >} _, 1/k ist divergent (obwohl
1
P 0)

1
+...+ ).

/24 (/3 + 1/ + (/5 + 4+ 1/8) + A5 2ntl

(.

\

4

>

[NIE
Y
N|=
%
[N

THEOREM (Exponentialfunktion - revisited). Fir alle x € R gilt

1\" "
T.=li 1+—-) = —_
s (1) =2

Insbesondere konvergiert die Reihe auf der rechten Seite.



