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Sei L ein selbstadjungierter Operator auf ¢*(X,m) fiir einen endlichen Makraum
(X, m) mit positivititserhaltender Halbruppe T; = e~*L. Zeigen Sie die Aquivalenz
folgender Aussagen:

(i) Die Halbgruppe Ty, t > 0, ist positivititsverbessernd, d.h. T;f(z) > 0, z € X,
falls f >0 und f # 0.

(ii) Die Halbruppe T}, t > 0, ist ergodisch, d.h. falls ein Unterraum V' von (X, m)
invariant unter 7y, t > 0, und Multiplikation mit beliebigen Funktionen auf X
ist (d.h. T,V C V, ¢t > 0, und ¢V C V fiir alle ¢ € (*(X,m)), dann folgt
V = {0} oder V = (*(X, m).

Sei b der vollstindige Graph mit Standardgewichten iiber (X, m) mit X = {1,...,n}
und m = 1. Losen Sie explizit die Wéirmeleitungsgleichung mit Anfangsbedingung
Uy = 1{n}.

Sei (b,c) ein Graph iiber einem endlichen (X,m) und betrachte den Hilbertraum
(2(X,m) der komplexwertigen Funktionen und L = L, ., der Laplaceoperator, der
auf (2(X,m) als Lf = LRf +iLSf, [ € (4(X,m) operiert. Zeigen Sie mittels des
Spektralsatzes aus der Vorlesung, dass
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die Schrodingergleichung
8tut = —ZLUt
zur Anfangsbedingung wug 16st. Zeigen Sie weiterhin, dass
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konstant in ¢ ist.

Sei b ein Graph iiber einem endlichen (X,m), sei (X;) der Prozess zu b und sei
L = Ly,, der Laplaceoperator auf ¢Z(X,m) und

N(t) =sup{n e Ny |t < J,}

die Zufallsvariable der Anzahl der Spriinge bis zum Zeitpunkt t. Skizzieren Sie den
Beweis, dass

uy(r) = EI(iN(t)f(Xt)), t>0,7¢€X,

die Schrodingergleichung dyuy = —iLu, 16st. (Sie diirfen selbstversténdlich alle Ab-
schitzungen aus der Vorlesung iiber den Beweis der Feynman-Kac Formel verwen-
den).



