Christian Bir (Potsdam)
Bernhard Hanke (Augsburg)

Blockseminar im Sommersemester 2016
Torsion in Geometrie und Topologie

1. ABLAUF

Das Blockseminar findet im Schloss Gollwitz nahe Brandenburg an der Havel statt. Anreise ist am
Sonntag, dem 3.7.2016, bis 18 Uhr. Nach dem gemeinsamen Abendessen beginnen wir mit dem
einfiihrenden Vortrag. Die Abreise ist am Freitag, dem 8.7.2016, nach dem Mittagessen.

Jeder Vortrag dauert 60 Minuten plus Diskussion. Aus Ermangelung einer Tafel werden die Vortriage
mit zwei Overheadprojektoren gehalten. Wichtig ist hierbei, dass die Folien nicht vorbereitet mitge-
bracht werden, sondern - wie an einer Tafel - wihrend des Vortrags live beschrieben werden.

2. INHALT

Viele wichtige geometrische Invarianten kommen in zwei Geschmacksrichtungen daher; einmal in
einer kombinatorisch-topologischen Version und einmal in einer geometrisch-analytischen. Das viel-
leicht bekannteste Beispiel hierfiir ist die Kohomologie einer Mannigfaltigkeit. Sie kann kombinato-
risch liber Triangulierungen definiert werden oder analytisch mit Hilfe von Differentialformen. Das
deRham-Theorem sagt uns dann, dass diese beiden Versionen der Kohomologie iibereinstimmen.
Der Gegenstand dieses Blockseminars kann als Verfeinerung hiervon verstanden werden. Wir werden
die (kombinatorische) Reidemeister-Franz-Torsion kennenlernen als auch die analytische Torsion.
Nachdem wir ihre Eigenschaften und einige wichtige Anwendungen studiert haben, widmen wir uns
dem Beweis des Cheeger-Miiller-Theorems, das die Gleichheit dieser beiden Gréen beinhaltet.

Die erforderlichen Vorkenntnisse variieren je nach dem iibernommenen Vortrag. Die ersten Vortrige
sind tendenziell eher fiir Topologen, die spéteren eher fiir Differentialgeometer geeignet.

3. VORTRAGSTHEMEN
0. (Bernhard Hanke) Einfiihrung.

Reidemeister-Franz-Torsion

1. (Marco Benini) Konstruktion der Torsion

Definition der Reidemeister-Franz-Torsion ([7], Abschnitt 3 bis Seite 583 Mitte; fiir uns reicht zunichst der
Spezialfall eines Korpers P), Invarianz unter Unterteilung ([7], Theorem A, mit Beweis in Abschnitt 4 bis S. 587
unten). Anwendung: Definition der Torsion fiir glatte Mannigfaltigkeiten (mit Hilfe des Satzes von Whitehead
[16] oder [11, §7] (ohne Beweis): Je zwei C'-Triangulierungen einer glatten Mannigfaltigkeit besitzen eine
gemeinsame Unterteilung.)

2. (Moritz Meisel) Anwendung 1: Klassifikation der Linsenrdume

Konstruktion der dreidimensionalen Linsenrdume mit ihrer CW- und simplizialen Struktur ([7], S. 576 Mitte
bis 577 oben). Homotopieklassifikation der Linsenrdume ([2], Theorem 10.14 auf S. 365 und Example 11.17.
auf S. 486, vgl. auch [7], S. 577 Mitte). Berechnung der Torsion der Linsenrdume ([7], S. 583 Mitte bis 584
oben). Anwendung: L(7,1) und L(7,2) sind zwar homotopiedquivalent, aber kombinatorisch nicht dquivalent
und somit nicht diffeomorph. Darstellung der kombinatorischen (d.h. Diffeomorphie-) Klassifikation der Lin-
senrdume, sieche [7], S. 577 Mitte, Theorem 11.1 in [4] und [14]. Je nach Zeit kann der Beweis nach [4],
Theorem 11.37., skizziert werden.


http://www.stiftunggollwitz.de/de

3. (Eric Schlarmann) Anwendung 2: Widerlegung der Hauptvermutung

Beweis von Theorem 1 und 2 in [7] (fiir n > 4, d.h. in [7], S. 578 Mitte, geniigt der Transversalitétssatz von
Whitney). Der Beweis von Theorem 1 folgt aus [7], Abschnitt 2 bis S. 578 unten. Der Beweis von Theorem 2
folgt aus [7], S. 584 zusammen mit den vorhergehenden Vortréigen.

4. (Alexei Kudryashov) Anwendung 3: Torsion und Alexanderpolynom

Fiir das Komplement einer tubularen Umgebung eines Knotens in S° besteht ein Zusammenhang von
Reidemeister-Franz-Torsion dieses Komplementes und dem Alexanderpolynom des Knotens, siehe [8], Lemma
4 und Theorem 4. Zusammen mit dem Dualitétssatz fiir die Torsion, [8], Theorem 3 (dessen Beweis je nach
Zeit skizziert werden kann), folgt die Symmetrie des Alexanderpolynoms, vgl. [15]

5. (Benedikt von Seelstrang) Whitehead-Torsion I

Die Definition der Whitehead-Torsion eines endlichen zusammenhingenden CW-Paares (K, L) (L Deformati-
onsretrakt von K) mit Werten in der Whiteheadgruppe Wh(7; (K)) der Fundamentalgruppe von K in Abschnitt
7 aus [9] (mit den notigen Definitionen aus vorherigen Abschnitten) soll tiberblicksartig dargestellt werden.
Beispielhafte Resultate zur Berechnung von Whiteheadgruppen Wh(7x), vgl. [9], S. 373 unten, [4], S. 332., und
Wikipedia.

Definition der Whitehead-Torsion einer Homotopiedquivalenz (siehe [9], 382 f.). Das zentrale Theorem der
Whitehead-Theorie besagt, dass diese genau die Obstruktion zur einfachen Homotopiedquivalenz ist, siche
Seiten 325 und 326 und Theorem 11.31. in [4] (Uberblick). Anwendung/Ausblick: Der s-Kobordismus-Satz
(Theorem 11.38. in [4]).

6. (Christopher Wulff) Whitehead-Torsion II

Zusammenhang zur Reidemeister-Franz-Torsion in [9], Seiten 386 bis 388 oben in Abschnitt 8 (mit Example
1). Die ,First Procedure” liefert unsere alte Form der Torsion in der multiplikativen Gruppe F*/ £+ h(x) (bzw.
deren Kehrwert), die ,,Second Procedure™ stellt den Zusammenhang zu [13], [3] und [10] her. Man beachte,
dass 7(C') € K1 (R) = (R*,-,1) gleich (dem Kehrwert) der friiher definierten Torsion fiir den (zunéchst azy-
klischen) R-Kettenkomplex C.. = R" @, (wr) M,(R)®, C.(K,L) ist. Die nachfolgende Definition kann jedoch
leicht auf den Fall erweitert werden, dass C; nicht azyklisch ist, sondern Basen (bzw. Volumina) in den Hy(C;)
ausgezeichnet werden (z.B. durch Hodge-Theorie). Mit dieser Vorbereitung soll der Zusammenhang zu [13],
Abschnitt 1 bis S. 148 Mitte hergestellt werden.

Analytische Torsion

7. (Jonas Rungenhagen) {-Funktion eines Laplace-Typ-Operators

Zunichst Zusammenfassung ohne Beweise zu Diskretheit des Spektrums, Existenz des Wirmekerns und sei-
ner asymptotischen Entwicklung [1, 2.2-2.5]. Dann im Detail die {-Funktion diskutieren [1, Prop. 2.37 und
Abschnitt 9.6].

8. (Christoph Stephan) Konstruktion der analytischen Torsion

Quelle: [13], Abschnitt 1 ab S. 148 Mitte. Wichtig ist die Motivation dieser Definition iiber den kombina-
torischen Laplace-Operator auf C.(K,O) ab Seite 149 Mitte. Formulierung der Ray-Singer-Vermutung iiber
Gleichheit der kombinatorischen und der analytischen Torsion (Ende von Abschnitt 1 in [13]).

9. (Oliver Lindblad Petersen) Beispiel: Analytische Torsion des Kreises

Berechnung von Reidemeister-Franz und Ray-Singer-Torsion fiir K = S' fiir den Gruppenhomomorphismus
T (SY) = (Z,4,0) = (S',-,1) = 50(2), 1 — exp(27ia), 0 < a < 1, d.h. C, = R @y, C,(S"). Die Reidemeister-
Franz-Torsion dieses Kettenkomplexes (in der Version von [9]) ist gleich 4sin2(a7t). Die analytische Tor-
sion kann wie in [12], §4.3 berechnet werden. Leider gibt es dort Schreibfehler. Anleitung: Wir identifi-
zieren R? = C und erhalten ein triviales Biindel S' x C — S! mit flachem Zusammenhang und Holonomie
exp(2mia). Der Hodge-Laplace A = d*d + dd* operiert auf Q' (S';E) = Q°(S';E) als —dd—(; mit Eigenfunktio-
nen ® — exp((n+a)i®), n € Z. Die Berechnung von §; o(s) (Notation wie in [13]) kann wie in [12] erfolgen.
Fiir das dortige RS(p, ) ergibt sich jedoch log(|1 —exp(2mia)|) =log(2sin(an)) (in [12] ist die Berechnung von
RS(p,) fehlerhaft: Im vorletzten Ausdruck ist ein Vorzeichenfehler und im letzten Ausdruck ein iiberfliissiges
Quadrat). Das Quadrat tritt erst dann auf, wenn wir - wie in der Definition der analytischen Torsion in [13] -
Vielfachheiten von Eigenwerten des Laplace-Operators als Operator auf reellen Hilbertraumen zéhlen.



10. (Viktoria Rothe) Erste Eigenschaften der analytischen Torsion

Verschwinden von analytischer Torsion in gerader Dimension (Theorem 2.3 in [13] - die entsprechende Aussage
fiir die Reidemeister-Franz-Torsion (fiir den Korper R) folgt aus Theorem 3 in [8]) und Unabhingigkeit von
der Wahl der Metrik (Theorem 2.1 in [13]).

Kombinatorische versus analytische GrofSen

11. (Michael Wiemeler) Kombinatorische versus glatte Hodge-Theorie I: Whitneyformen und Appro-
ximationssatz

In der Arbeit [5] geht es darum, glatte Formen durch simpliziale Formen zu approximieren, die bzgl. einer Tri-
angulierung der Mannigfaltigkeit definiert sind. Dies erlaubt eine sehr natiirliche Erklarung fiir Hodge-Theorie.
Im ersten Vortrag sollen Whitneyformen eingefiihrt werden und ein vollstindiger Beweis des Approximations-
satzes 3.7 gegeben werden [5, Abschnitte 1-3]. Bei dieser Gelegenheit auch absolute und relative Randbedin-
gungen fiir Formen erkldren, vgl. [3, S. 271]

12. (Florian Hanisch) Kombinatorische versus glatte Hodge-Theorie II: Eigenwerte und {-Funktion

Im zweiten Teil wird gezeigt, dass die glatte Hodge-Zerlegung von Formen durch simpliziale approximiert
wird (Theorem 4.9), dass die Eigenwerte des Hodge-Laplace-Operators approximiert werden (Theorem 5.7)
wie auch die {-Funktion (Theorem 5.30), [5, Abschnitte 4-5].

13. (Christian Becker) Approximation der Green-Funktion und der Resolventen

Ziel ist der Beweis des Satzes 5.27 in [10]. Dabei kann auf die Resultate der beiden vorangegangenen Vortrige
zuriickgegriffen werden. Ansonsten die Abschédtzungen ggfs. exemplarisch vorfiihren.

14. (Sara Azzali) Die kombinatorische Parametrix

Die Standardkonstruktion der Parametrix eines elliptischen Operators benutzt Pseudodifferentialoperatoren und
ist im kombinatorischen Kontext nicht ohne Weiteres anwendbar. Die Konstruktion aus [10, Sec. 8] soll erklart
werden. Wichtig ist Theorem 8.44, dessen Beweis zumindest skizziert werden soll.

15. (Pavel Hajek) Unabhingigkeit von der Darstellung der Fundamentalgruppe

Abschnitt 9 in [10] soll erklédrt werden, in dem gezeigt wird, dass der Quotient von kombinatorischer und
analytischer Torsion nicht vom flachen Koeffizientenbiindel abhéngt. Damit ist ein erster Schritt in Richtung
Gleichheit von kombinatorischer und analytischer Torsion vollzogen.

16. (Matthias Ludewig) Der Beweis des Cheeger-Miiller-Theorems
Der Beweis wird nach Abschnitt 10 in [10] abgeschlossen.
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