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Blockseminar 2024
Starrheitsphanomene fur
Skalarkrummung

Christian Bar und Bernhard Hanke

Anreise ist am Sonntag, dem 28. April 2024, zum Abendessen um 18:00 Uhr. Im An-
schluss findet der Einfithrungsvortrag statt. Die Abreise ist am Freitag, dem 3. Mai 2024,
nach dem Mittagessen.

Das Blockseminar wird im Bildungszentrum Kloster Banz veranstaltet.


https://www.hss.de/bildungszentren/kloster-banz

Was:

Skalarkritmmungsvoraussetzungen sind im Vergleich zu Voraussetzungen an die
Schnittkriimmung oder die Riccikriitmmung eigentlich recht schwach. So kann man z.B.
aus einer unteren Skalarkriimmungsschranke keine Schranke an den Durchmesser her-
leiten, im Gegensatz zur Riccikriimmung. Dennoch gibt es einige sehr starke Starrheits-
phédnomene fiir Skalarkrimmung.

Aus dem Satz von GaufR-Bonnet wissen wir, dass es auf dem 2-Torus keine positiv
gekriommte Metrik gibt. Wie ist das in hoheren Dimensionen? Es stellt sich heraus,
dass jede Metrik mit scal > 0 auf 7" flach sein muss. Kann man auf der Standard-
Sphére die Skalarkriimmung vergroflern ohne die Metrik zu verkleinern (z.B. durch eine
Reskalierung)? Es stellt sich heraus, dass das nicht moglich ist. Diese und #hnliche
Fragen, die teilweise Gegenstand der aktuellen Forschung sind, werden wir untersuchen.
Dabei konzentrieren wir uns methodisch auf den Zugang mittels Spingeometrie und
Dirac-Operatoren.

Die Vortrage sollten eine Dauer von 50 Minuten (plus Zeit fiir Diskussion) nicht iiber-
schreiten. Diese Zeitvorgabe bitte einhalten und bei der Planung der Vortrage beriick-
sichtigen. Fiir den Notfall sollte man schon bei der Planung Passagen vorsehen, die
wegfallen konnen, ohne dass der restliche Vortrag darunter allzu sehr leidet.

Bei den Doppelvortragen (5+6 und 13+14) sollten sich die Sprecher gut abstimmen.

Aus Ermangelung einer Tafel werden die Vortrage mit zwei Dokumentenkameras und
angeschlossenen Beamern gehalten. Wichtig ist dabei, dass die Blatter nicht vorbereitet
mitgebracht werden, sondern - wie an einer Tafel - wiahrend des Vortrags live beschrie-
ben werden.

Wer:

Um sinnvoll teilnehmen zu kdnnen, muss man iiber Kenntnisse der riemannschen Geo-
metrie verfiigen. Einige Grundkonzepte der Spingeometrie sollte man auch kennen:
Spinstrukturen, Spinorbiindel und Dirac-Operator (mit Twistbiindel), die Aussage der
Lichnerowicz-Formel und des Atiyah-Singer-Indexsatzes. Siehe z.B. Abschnitte 2.1-2.4
und Kapitel 4 in [2] oder Kapitel 2 und 3 sowie Theorem 184 in [10].

Die Finanzierung erfolgt durch das Schwerpunktprogramm ,Geometrie im Unendli-
chen”. Die Teilnahme ist nur fiir den gesamten Zeitraum des Seminars moglich.


https://spp2026.de
https://spp2026.de
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. Einfihrung (NN): Darstellung des Themas und Uberblick

. Satz von Llarull in geraden Dimensionen (NN):

Starrheitssatz fiir die Standardmetrik der gerade-dimensionalen Sphére nach
[15, S. 60-66]. Fiir die Berechnung und Abschétzung des Kriimmungsendomorphismus
des Twistbiindels richtet man sich besser nach [4, Appendix A].

. Llarull fir Raume # S" (NN):
Theorem 2.1 in [8] soll erlautert und bewiesen werden. Wichtig sind vor allem die
Abschétzungen in Abschnitt 1b. Korollar 2.2 liefert die wichtigsten Beispiele.

. Listings Verbesserung (NN):

Theorem 1 in [14] verbessert die bisherigen Resultate und soll bewiesen werden.

. Spektralfluss (NN):

Ziel ist ein gutes Verstandnis des Spektralflusses geméfl der Definition auf Seite 462
in [17]. Das Beispiel auf S. 489-490 in [7] anfithren. Die Propositionen 2 und 3 in [17]
sollen bewiesen werden.

. Getzlers Formel (NN):

Der ungerade Chern-Charakter soll eingefithrt werden. Ziel ist der Beweis von Theo-
rem 2.8 in [7].

. Satz von Llarull in ungeraden Dimensionen (NN):

Der Satz von Llarull fiir ungerade-dimensionale Sphéaren wird wie in Abschnitt 3 von
[13] durchgefiihrt.

. Stabilitatsversion flir den Satz von Llarull (NN):

Das zentrale Resultat ist Lemma 3.1 in [11], das ausfithrlich bewiesen werden soll. Das
Lemma impliziert Theorem A, das als Motivation genannt werden soll, ohne jedoch
naher auf ,intrinsch-flache Konvergenz” einzugehen.

. Uberblick Giber Randwertprobleme fiir Dirac-Operatoren (NN):

In diesem Vortrag wird ein Arbeitswissen iiber Randwertprobleme fiir Dirac-
Operatoren bereitgestellt. Die Beweise wiirden ein eigenes Blockseminar fiillen. Wir
folgen dabei [3]. Statt des allgemeineren Setups 4.1 betrachten wir nur die Situation,
dass M kompakt ist, dass D ein getwisteter spinorieller Dirac-Operator ist und dass
A der entsprechende getwistete spinorielle Dirac-Operator des Randes ist.

Wir starten mit der Definition 4.7 einer D-elliptischen Randbedingung, gefolgt von
Remark 4.8 (2) und (3). Es folgt Randregularitat (Theorem 4.9), wobei der Subindex
sloc” an den Sobolevraumen weggelassen werden kann, da M kompakt ist. Nach
Korollar 4.18 werden die Beispiele 4.20, 4.21 und 4.23 erlautert. Theorem 5.3 wird
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formuliert als die Aussage, dass Dpmax €in Fredholmoperator ist (da M kompakt ist,
ist die Koerzivitiat automatisch erfiillt). Zum Abschluss werden noch Korollar 6.2 und
Theorem 6.4 genannt.

Llarull fir Mannigfaltigkeiten mit Rand (NN):

Korollar 1.2 und Theorem 1.3 auf [16] sollen detailliert erldutert werden. Die Allge-
meinheit aus Theorem 1.1, wo N hohere Dimension als M haben kann, brauchen wir
nicht zu diskutieren.

Gromov und Lawsons Beweis der Geroch-Vermutung (NN):

Zeige Theorem 5.5 in Kapitel IV in [12] fiir kompakt-vergroRerbare Mannigfaltigkei-
ten (Definition 5.2) und folgere: jede Metrik mit nicht-negativer Skalarkrimmung auf
dem n-Torus T" ist flach. Zum Beweis des ,Bourguignon-Tricks” (Theorem 5.7) siche
Lemma 18 in [5] angewandt auf Mannigfaltigkeiten ohne Rand. Die Tatsache, dass
Eigenfunktionen zum ersten Eigenwert des Yamabe-Operators nirgends verschwin-
den, kann ohne Beweis benutzt werden. Ebenso kann der Spaltungssatz von Cheeger-
Gromoll ohne Beweis benutzt werden.

Positives-Masse-Theorem flir Mannigfaltigkeiten mit Lipschitz-Metriken (NN):
Abschnitt 3 in [18] soll geeignet zusammengefasst werden. Die Wohldefiniertheit der
ADM-Masse (sieche Seite 102 oben) kann ohne Beweis benutzt werden.

Starrheit konvexer euklidischer Gebiete (NN):

Ziel ist der Beweis von Theorem 4.1 in [18]. Im ersten Teil des Vortrages soll der
Beweis unter Annahme von Abschnitten 2 und 3 gefithrt werden. Im zweiten Teil des
Vortrags soll Abschnitt 2 geeignet zusammengefasst werden.

Starrheit hyperbolischer Gebiete (NN):

Ziel ist der Beweis von Theorem 4.8 in [1]. Wir begniigen uns mit dem Spezialfall,
dass I' = 1 vorausgesetzt ist (,asymptotisch hyperbolisch” statt ,asymptotisch lokal
hyperbolisch™). Damit entféllt z.B. die Diskussion in Abschnitt 2.1.

Ricci-Starrheit der Hemisphare (NN):

Die Min-Oo-Vermutung postuliert eine Skalarkritmmungsstarrheit fiir die Hemisphé-
re. Theorem 2 in [9] beweist die Vermutung unter einer stirkeren Annahme an die
Ricci-Kriimmung.

Deformationstheorie fir Skalarkrimmung (NN):

Die Aussage von Theorem 3.8 in [5] soll erlautert werden. Den Beweis konnen wir
aus Zeitgriinden nicht fithren. Dann wird erklart, wie folgende Anwendungen aus
Theorem 3.8 folgen: Theorem 4.1, Theorem 4.11 und, am wichtigsten, Abschnitt 4.5
iiber die Min-Oo-Vermutung.

Widerlegung der Min-Oo-Vermutung (NN):

Das Hauptresultat ist Theorem 4 aus [6]. Zusammen mit Theorem 5, dessen Resultat
wir schon aus dem vorangegangenen Vortrag kennen, ergibt sich die Existenz von
Gegenbeispielen zur Min-Oo-Vermutung (Korollar 6).
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