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Kapitel 1

Mannigfaltigkeiten

1.1 Topologische Mannigfaltigkeiten

Erinnerung. Sei M eine Menge. Ein Mengensystem O C P (M) heifit Topologie auf M, falls

1.0, M €O.
2. Sind U; € O, i € I, dann ist auch

UUzEO

i€l
3. Sind Uy, Uy € O, soistauch U1 NU;y € O.
Das Paar (M, O) heif$t topologischer Raum. Meist spricht man aber etwas unprazise vom topolo-

gischen Raum A/. Eine Teilmenge U C M heif$t offen in M, falls U € O. Eine Teilmenge A C M
heif3t abgeschlossen, falls M — A € O.

Sind (M, Opr) und (N, Oy) topologische Rdaume, so heifit eine Abbildung f : M — N stetig, falls
fY(V) e Oy firalle V e Oy.

Eine bijektive stetige Abbildung f : M — N, fiir die auch f~! stetig ist, heit Homdomorphis-
mus. Zwei topologische Rdume M und N heifen homdoomorph, falls es einen Homéomorphismus
zwischen ihnen gibt.

Definition. Sei M topologischer Raum mit der Topologie O. Dann heifst M n-dimensionale topolo-
gische Mannigfaltigkeit, wenn Folgendes gilt:

1. M ist hausdorffsch, das heif8t, fiir alle p, ¢ € M mit p # ¢ existieren offene Mengen U,V C M
mitpe U,ge VundUNV = 0.
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2. Die Topologie von M besitzt eine abzdhlbare Basis, das heifst, es existiert eine abzahlbare
Teilmenge B C O, so dass fiirjedes U € O es B; € B, i € I, gibt mit

U:U&.

icl

3. M ist lokal homdéomorph zu R”, das heifit, fiir alle p € M existieren eine offene Teilmenge
U C M mit p € U, eine offene Teilmenge V' C R™ und ein Homdomorphismus x : U — V.

Bemerkung. Die ersten beiden Bedinungen in der Definition sind eher technischer Natur und
werden manchmal auch weggelassen. Entscheidend ist die Tatsache, dass eine topologische Man-
nigfaltigkeit lokal homéomorph zu R™ ist, d. h. Mannigfaltigkeiten sehen im Kleinen so aus wie
der euklidische Raum. Wird die Topologie von M durch eine Metrik induziert, so ist Bedingung 1
automatisch erfiillt. Ist M sogar gegeben als eine Teilmenge von R mit der Teilraumtopologie,
so sind Bedingungen 1 und 2 automatisch erfiillt.

Beispiel.
(1) M = R" ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltikeit, denn
(), (ii) Sind Klar.
(iii) GiltmitU = M,V =R" und z = id.
(2) Sei M C R” offene Teilmenge. M ist n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
(), (ii) Sind Klar.
(iii) GiltmitU = M,V = M und z = id.

(3 M =8"={y e R""|||y|]| = 1} ist n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

(), (ii) Sind klar, da S" Teilmenge eines R,

(iii) Es werden zwei Homoomorphismen
benotigt, die mit Hilfe der stereografi-
schen Projektion konstruiert werden. De-
finiere dazu Uy :=S" —{SP} mit SP :=
(-1,0,...,0) € R**, Setze Vi := R™.
Definiere ferner

2
Uy = W, =z(y°,y,....y") = 2(y°,9) =
z:U = Vi, o(y) =z(y",y y")=2(y",9) T Y
=i
x ist stetig und bijektiv. Die Umkehrabbildung y lautet
1
y:Vi— Uy, y(o) (4 = [lal?, 42),

AR
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und ist ebenfalls stetig. Also ist  ein Homéomorphismus. Ganz analog dazu wird der
Homoomorphismus definiert, der den Nordpol auslédsst. Sei nun Uy := S — { NP} mit
NP :=(1,0,...,0) € R*" und V5 := R™. Dann ist

iUy — Vo, 2(y) =20°,y",....y") =2y
—_—

Also ist die Sphire S eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

(4) Alle n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des RY im Sinne der Analysis 3 sind n-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten.

(5) Nichtbeispiel. Wir betrachten M := { (y*,y%,y3) € R?*| (y*)? = (v*)? + (y*)? }, den Doppel-
kegel.

Da M C R3, sind (i) und (ii) erfiillt. Aber
- M ist keine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Denn falls doch, dann wiirden eine offene

z(q1) Teilmenge U C M mit 0 € U, eine offene Teil-

menge V' C R? und ein Homéomorphismus
0 —— x : U — V existieren mit 2(0) = 0.

& 2(q2) O.B.d. A.sei V = B,(z(0)) mit einem r > 0.
6 %4 Wiéhle g1, 2 € U mit ¢f > 0und ¢3 < 0.

Waihle weiterhin einen stetigen Weg ¢ : [0, 1] — V mit
c(0) = z(q1), ¢(1) = z(g2) und ¢(t) # z(0) fur alle t € [0, 1].
Definiere den stetigen Weg ¢ := z=! o ¢ : [0,1] — U. Dann gilt
é(0) = q1, &(1) = qa, das heiflt &'(0) > 0, &'(1) < 0.
Daraus folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass ein ¢ € (0, 1) existiert mit ¢'(¢) = 0.Dann ist
é(t) = (0,0,0) und folglich ¢(t) = z(é(t)) = z(0), was der Wahl von c widerspricht. Also ist
M keine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Definition. Ist M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, so heifien die Homomor-
phismen 2 : U — V Karten (oder lokale Koordinatensysteme) von M.

.V C R"

~LLL

Nach der Wahl eines lokalen Koordinatensystems x : U — V wird jeder Punkt p € U eindeutig
durch die Koordinaten (z*(p), ... ,z"(p)) festgelegt.
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In einer 0-dimensionale Mannigfaltigkeit M besitzt jeder Punkt p € M eine offene Umgebung
U, die homdomorph zu R° = {0} ist. Folglich ist {p} = U eine offene Teilmenge von M fiir alle
p € M, das heifit M tréagt die diskrete Topologie. Und da fiir die Topologie von M eine abzéhlbare
Basis exisiert und die Topologie gleichzeitig diskret ist, muss M selbst abzdhlbar sein.

Wir erhalten also:

PROPOSITION 1.1.1. Ein topologischer Raum M ist genau dann eine O-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit, wenn M abzihlbar ist und die diskrete Topologie trigt.

Definition. Wir nennen eine topologische Mannigfaltigkeit M zusammenhingend, falls fiir je zwei

Punkte p, g € M es eine stetige Abbildung c : [0, 1] — M gibt mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢.

Es miissen also je zwei Punkte sich durch eine stetige Kurve in M verbinden lassen. In der Topo-
logie nennt man dies normalerweise ,wegzusammenhingend”, was im Fall von Mannigfaltigkeit
allerdings dquivalent zum Konzept von ,zusammenhangend” ist, worauf wir an dieser Stelle al-
lerdings nicht weiter eingehen wollen.

Bemerkung. Nach Proposition 1.1.1 besteht jede zusammenhéingende 0-dimensionale Mannig-
faltigkeit M aus nur einem Punkt: M = {Punkt}.

Auch in Dimension 1 gibt es nicht viele verschiedene zusammenhidngende Mannigfaltigkeiten:

PROPOSITION 1.1.2. Jede zusammenhiingende 1-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist entweder
zu R oder zu S' homdomorph.

Einen Beweis dafiir findet man zum Beispiel im Anhang von [Milnor]. Einzige kompakte zusam-
menhéngende topologische Mannigfaltigkeit der Dimension 1 ist also S*.

SATZ 1.1.3. Seien M und A Mengen. Fiir alle o« € A seien U, C M und V,, C R" Teilmengen und
Zo : Ug — Vy bijektive Abbildungen. Es gelte:

@ |J V=M,

a€A
(i) 2o (Un NUg) C R™ ist offen fiir alle o, § € A und

(ii) zgoxat i wa(Ua NUg) = 23Uy NUg) ist fiir alle o, B € A stetig.

Dann trigt M genau eine Topologie, beziiglich der alle U,, offene Mengen und alle x, Homdomorphismen
sind.

Us
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Beweis. Eindeutigkeit: Sei O eine solche Topologie auf M. Ist W € O, so ist auch W N U, und
damit auch z, (W N U,) offen fiir alle o € A.

Ist umgekehrt W C M eine Teilmenge, fiir die z,(W N U,) C R™ offen ist fiir alle o € A, so ist
auch W N U, offen in U,. Da auch U, C M offen ist, ist auch W N U, offen in M. Wegen (i) ist
dann auch W = J . 4, (W N U,) offen in M, und somit ist

O={W C M|zo(WnNU,) CR" offen fiir alle « € A}.

Existenz: Wir nehmen die Darstellung aus dem Eindeutigkeitsteil und setzen:
O :={W CM|zo(WnNU,) CR" offen fiir alle o« € A}.

und weisen nun nach, dass dieses O die gewtinschten Eigenschaften hat:

(a) O ist eine Topologie, denn

() 0,M € O.
(ii) Seien W, € O,i € I.

() - g

= U 2o (W; NU,,) offenin R" fiir alle o € A.
—_——

e offen in R™

(iii) W1, Wy € O = W1 N W, € O folgt ganz dhnlich wie in (ii).

(b) Zu zeigen ist: Ug € O fiir alle 3 € A.
2o (Ug NUy) C R™ ist offen fiir alle & € A nach Voraussetzung.

(c) zp ist stetig fiir alle 3 € A, denn:
Sei Y C Vj offen. Dann gilt fiir alle o € A:

Talzg T (Y)NUs) = walas™ (Y Nas(Ua NUp)))
= (zaoxs™ ') (YNas(U,NUpg)) ist offen in R™.

=(zgozs 1)t offen
stetig

offen
Daherist 2571 (Y) € O.

(d) 25! ist stetig, denn:

Sei W C Up offen. Dann ist W € O. Da fiir alle « € A die Menge z,(W N U, ) offen ist, ist
insbesondere fiir o« = 3

(xg™ )Y (W) = z5(W) = 23(W N Up) eine offene Menge. O

Beispiel (Der reell-projektive Raum).

M =RP" := P@R""):={L c R""|L ist eindimensionaler Untervektorraum}
A := {affin-lineare Einbettungen o : R” — R" "' mit 0 ¢ a(R™)}
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Dass « affin-linear ist, bedeutet, dass es ein B € Mat(n x (n+1), R) und ein ¢ € R"*! gibt, so dass
fiir alle € R™ gilt:
a(x) = Bx +c.

Da « eine Einbettung ist, gilt Rang(B) = n.

Es ist also a(IR™) eine affin-lineare Hyperebene. Setze
Uy :={L € RP"| LN «a(R™) # 0}.

Fur L € U, besteht L N a(R") aus genau einem Punkt, denn sonst wiirde 0 € L C a(R") sein,
aber das ist ein Widerspruch. Es gilt also

RP" — U, = {L| L c B(R") eindimensionaler Untervektorraum} (~ RP"™'),
wenn «a(z) = Br + ¢ mit B € Mat(n x (n + 1), R). Setze V,, := R" und
T Us = Vi, 2o(L) := o Y (LN a(R"))

fir o € A. Dann ist z,, eine bijektive Abbildung. Es gilt

o (v) =R - a(v) firalle o € A.
Im Folgenden werden die Voraussetzung von Satz 1.4 iiberpriift:

Q) Zu zeigen: |J,c o Ua = M.
Sei dazu eg, ..., e, € R"! die Standardbasis. Fiir j = 1, ..., n definieren wir:
aj(v) i=vleg+ ... +viej_1 +ej +viT e + .+ v ey,

Angenommen, es existiert ein

LeRP" - |JUs, = (|(RP"-U.,)
0

Jj=0

und somit

Lc()et={0}
=0

-
-

-

(ii) Es gilt: 4 (Us N Up) = R™ — affin-linearer Unterraum ist offen fiir alle «, ﬁ:g A.

Das ist ein Widerspruch, also gilt U U, = RP".

abgeschlossen
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BER™)

Wegen Satz 1.1.3 besitzt RP" besitzt genau eine Topologie, fiir die die U, offen und die z,
Homoomorphismen sind.

PROPOSITION 1.1.4 (Zusatz 1 zu Satz 1.1.3). Falls es in Satz 1.4 eine abzihlbare Teilmenge A; C A gibt
mit
U Ua=0,
a€A;
so besitzt die resultierende Topologie eine abziihlbare Basis.
Beispiel (RP"). Fiir RP" hat sogar die endliche Menge A; := {ao,...,a,} die ein Proposition
1.1.4 verlangte Eigenschaft, die Topologie von RP" besitzt folglich eine abzihlbare Basis.

Beweis von Proposition 1.1.4. Die aus A resultierende Topologie hat die Eigenschaften der aus A,
resultierenden Topologie. Da die Topologie eindeutig ist, miissen A und A; also dieselbe Topolo-
gie liefern.

Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass A; = A abzahlbar ist. Dann hat V,, C R" eine
abzidhlbare Basis B,, fiir alle o € A.
= 2, !(B,) ist eine abzéhlbare Basis von U,,.

= Uuea Za'(Ba) ist abzéhlbare Basis von M. O

PROPOSITION 1.1.5 (Zusatz 2 zu Satz 1.1.3). Falls es in Satz 1.1.3 zu je zwei Punkten p,q € M ein
a € A gibt mit p,q € U,, so ist die Topologie von M hausdorffsch.

Beispiel (RP"). Zu Ly, L, € RP" existiert eine affin-lineare Hyperebene E mit

L2 / Ll
7 LinE#0#LNE.
V) [p
N / B = RP" ist hausdorffsch.
% = RP" ist eine n-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit.
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Beweis von Proposition 1.1.5. Seien p,q € M mit p # ¢q. Wéhle ein « € A mit p,q € U,. Wéhle
weiterhin V1, V5 C V, offenmitp € Vi, g € Vound V1 NV, = 0.

= 2o~ }(V1) und z, (V%) trennen p und gq. -

<D

(OO
R™ DV,

Bemerkung (Der komplex-projektive Raum CP"). Analog zum reell-projektiven Raum definieren
wir
CP" := {L c C"*'| L ist eindimensionaler komplexer Untervektorraum}.

Analog zum reellen Fall ergeben sich Karten z,, : U, — C" = R?*". Daher ist CP" 2n-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit.

1.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Fiir eine topologische Mannigfaltigkeit M/ macht es Sinn von stetigen Funktionen f : M — R zu
sprechen.

Frage. Was bedeutet Differenzierbarkeit von f?

Versuch einer Definition. Die Funktion f soll in p € M differenzierbar heiflen, falls fiir eine Karte
2 :U — V mitp € U die Funktion f oz~! : V — R in x(p) differenzierbar ist.

V,

Problem. Ist y : U — V eine weitere Karte mit p € U, so gilt nahe y(p)
foyt=(foa Ho(zoy™).
—— N —

diff’bar nur

inz(p) stetig

Diese Konzept von Differenzierbarkeit hangt ab von der Wahl der Karte z. Wiissten wir, dass
z oy~ ! ein Diffeomorphismus ist und nicht nur ein Homéomorphismus, dann kénnten wir aus
der Differenzierbarkeit von f o 27! auf die von f o y~! schlieRen. Daher machen wir folgende
Definition.

Definition. Sei M n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Zwei Karten z : U — V und
y: U — V von M heilen C>-vertriiglich, falls

yoxr l:x(UNU)— y(UNU)

ein C*°-Diffeomorphismus ist.
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Definition. Eine Menge von Karten z,, : Uy — V4, a € A, heifit Atlas von M, falls

U(@:A[

acA
Ein Atlas A heifst C*°-Atlas, falls je zwei Karten in A C*°-vertréglich sind.
Beispiel. (1) Sei M := U C R" offen. Dann ist A := {id : U — U} ein C*°-Atlas.

(2) Seien M := S"und A := {(z : Uy — V1),(T : Uy — Va)}, wobei U; := S" — {SP},
Us :=S" — {NP}und V; := V5 := R™. Auflerdem ist

z(y) = Tyoga wobei y = (y°, ) € R,
1
= ———(4—||z||*,4z) und
y(x) 4+||$||2( [|z[|, 4z) un
. 2
Z(y) = 1o il

Dann gilt fiir v € (Uy NUs) = z(S™ — {SP,NP}) =R" — {0}:

Foa1(v) ~(4—||v||2 4v )
Tox “(v) = =T )
4+l 4+ [v]]?
2 4v
R [ R
4+ v
8v 4v

At [JolP =4+ pll>  [fo]?

ist C*® auf R" — {0} = z(S" — {SP, NP}) = 2(U; N Us). Analog fiir z 0 27
= zund 7 sind C*°-vertréglich.
= Aistein C*°-Atlas.

(3) Seien M := RP", A := {z, : U, — R" |« ist affin-lineare Einbettung R* — R"*! von
maximalem Rang und 0 ¢ a(R")}. Alle Kartenwechsel z5 o 7, 7! sind C* und damit ist =
A ein C*°-Atlas.

(4) Sei M := CP". Der resultierende Atlas ist ebenfalls ein C*°-Atlas.
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Bemerkung. Ist A ein C*°-Atlas von M, so ist auch
Apax = {Karten z von M | z ist C*°-vertraglich mit allen Karten in .4}

ein C°°-Atlas von M. Denn:

Sind x und & zwei Karten von M, die C*°-vertraglichmit allen Karten in 4 sind, dann sind auch
x und Z miteinander C*°-vertraglich:

Zu p € z(U N U) existiert eine Karte (y : U — ‘:/) € Amitz~1(p) € 0. Nahe p gilt dann:

Fox '=(Foy o(yox™t) ist C™.
—_— —
ist C'>° ist C'>°
Definition. Ein C'°°-Atlas Apax heifst maximal (oder auch differenzierbare Struktur), falls jede Karte,
die mit allen Karten in Ay, C*°-vertrédglich ist, bereits in A,ax enthalten ist.

Nach der Bemerkung ist jeder C*°-Atlas A in genau einem maximalen C'*°-Atlas A,.x enthalten.

Definition. Ein Paar (M, Amax), wobei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
und Apax eine differenzierbare Struktur auf M ist, heifst n-dimensionale differenzierbare Mannig-

faltigkeit.

Definition. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei p € M. Eine stetige Abbil-
dung f : M — N heif$t k-mal stetig differenzierbar (oder C*) nahe p, k € NU {oo}, falls es fiir eine
(und damit jede) Karte (z : U — V) € Apax(M) mit p € U und fiir eine (und damit jede) Karte

(y: U — V) € Anax(N) mit f(p) € U eine Umgebung W C =(f~(U) N U) von z(p) gibt, so dass

yofor l:iz(f~HU)NU) =V

C* ist auf W.

Beispiel.

(1) Sei M = S™ mit der differenzierbaren Struktur, die von A := {(z : Uy — V1), (Z : Uy — Va)}
induziert wird. Wir zeigen, dass

f:8" =S5 fy):=—y

C® ist nahe N P. (Tatsédchlich ist f sogar C*° auf ganz S".)
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s" s"
U U
NPelU; =S"—{SP} S"—{NP}=U,

[

0 eVi =R" R™ =V,

Es gilt dann

et A—|pl? v

R">v '+ xl(v)< ,
A+l 4+ ||vl?
g, (_4 — |2 —4v )
4+ [[o][?" 4+ [Jv]]?
7 2 4v 8v
— . = —— = —
L4 Al 4l 8
4+ olf?

Daraus folgt, dass Z o f oz~ (v) = —v und somit gilt: Zo f o ! ist C* auf R™. Wir kénnen

also W = R™ nehmen.

(2) Wir betrachten auf M = R die Atlanten A; := {z = id : R — R} mit zugehoriger dif-
ferenzierbarer Struktur A yax sowie Ay := {7 : R — R} mit #(t) = ¢3 und zugehoriger
differenzierbarer Struktur As max.

Nun ist 7 o 7 1(¢) = > zwar C*°, aber 2 o 371 (t) = ¥/t ist es nicht.
Das heifst,  und Z sind nicht C*°-vertraglich und somit sind die differenzierbaren Struktu-
ren verschieden:

Al,max 7& AQ,max-

o Istid : (R, A1 max) = (R, A2 max) eine C*°-Abbildung?
id
R——R
z:idl li = Foid oz 'ist C* und damit auch id.
t—t3

R——R
o Istid : (R, A2 max) = (R, A1 max) eine C*°-Abbildung?

id
R——R

|

R

lw:id = xoid oz !ist nicht C*>° und damit auch id nicht.
R

t— VT
—

Definition. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Ein Homdomorphismus f :
M — N hei8t C*-Diffeomorphismus, falls f und f~! beide C* sind. Statt C*°-Diffeomorphismus
sagen wir einfach Diffeomorphismus.

Falls es einen Diffeomorphismus f : M — N gibt, so heiflen M und N diffeomorph.
Beispiel. Seien M = (R, Aj max) Mmit A max = {# = id : R - R} und N = (R, A3 max) mit
Ao max = {7 : R = R, Z(t) = 3}:

e id : M — N ist kein Diffeomorphismus (siehe vorne).
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e f:M — N, f(t) = V/tist ein Diffeomorphismus, denn

!
M——N

R——R

Somit sind M und N diffeomorph.

Frage. Ist jede differenzierbare Struktur auf R" diffeomorph zur Standard-Struktur A,.., die
durch A = {z =id : R — R"} induziert wird?

Antwort. Fiir n = 0,1, 2 und 3: JA. Ebenso fiir n > 5: JA.

Aber fiir n = 4: NEIN. Es gibt {iberabzdhlbar viele differenzierbare Strukturen auf R?, die paar-
weise nicht diffeomorph sind (so genannte , exotische” Strukturen).

Bemerkung. (Milnor, 1956) Es gibt exotische n-dimensionale Sphiren (das heifst, sie sind
homoomorph zur S", aber nicht diffeomorph) fiir n > 7, in jeder Dimension aber nur endlich
viele.

1.3 Tangentialvektoren

Frage. Was ist die Ableitung in einem Punkt einer differenzierbaren Abbildung zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten?

Vage Antwort. Das ist die lineare Approximation der Abbildung in diesem Punkt.

Frage. Was ist die lineare Approximation in einem Punkt einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit?

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei p € M. Ein Tangentialvektor an M
im Punkt p ist eine Aquivalenzklasse von differenzierbaren Kurven ¢ : (—¢,e) — M mite > 0
und ¢(0) = p, wobei zwei solche Kurven ¢y : (—¢1,e1) — M und ¢ : (—¢e2,e2) — M &dquivalent
heilen, falls fiir eine Karte z : U — V mit p € U gilt:

Z(@oc)l—o = = (z o c)li—o.

Bemerkung. Diese Definition hangt nicht von der Wahl der Karte z : U — V ab, dennseiy : U —
V eine weitere Karte mit p € U. Dann

Ketten-
regel

d d _ _ d
G000k = Glor ™o wo)ha " Doy (oo ).
Lo d d d d

Also gilt: E(m o¢c1)|t=o = E(m 0 ¢a)|t=0 & E(y o¢c1)|t=o = E(y 0 ¢2)]t=0-

Notation. Fiir die Aquivalenzklasse von ¢ schreibe ¢(0).

Definition. Die Menge T, M := {¢(0) |c : (—¢,e) — M differenzierbar mit ¢(0) = p} heifsit der
Tangentialraum von M im Punkt p.
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LEMMA 1.3.1. Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, seip € M undseix : U — V
eine Karte von M mit p € U. Dann ist die Abbildung

M — R",
dx|, : . d
lp ¢(0) E(l’ o ¢)|t=o,

wohldefiniert und bijektiv.
Beweis.

e Wohldefiniertheit. Klar, wegen Definition der Aquivalenzrelation.
e Injektivitit. Klar, wegen Definition der Aquivalenzrelation.

e Surjektivitiit. Sei v € R". Setze c(t) := x = (z(p) + tv).
Waihle € > 0 so klein, dass z(p) + tv € V fiir alle |¢| < €. Dann gilt

{40 - w0 2 wlp) + 0o = 5 (2(p) + 1) = 0

dt

O

Definition. Wir versehen T, M mit der eindeutigen Vektorraumstruktur, fiir die dz|, ein linearer
Isomorphismus wird, das heifit fiir a,b € Rund ¢; : (—¢e1,e1) = M, ¢a : (—e2,62) — M setzen
wir:

a-¢1(0) + b é2(0) 1= (dalp) ™ (a - daly(61(0)) + b daf, (¢2(0))).

LEMMA 1.3.2. Diese Vektorraumstruktur hingt nicht von der Wahl der Karte x : U — V ab.

Beweis. Seiy:U — V eine weitere Karte mit p € U.

Zu zeigen: Auch dy|, : T,M — R" ist linear beztiglich der Vektorraumstruktur, die von = induziert
wird. Dies gilt, denn

(%) —
dy|P = D(y ox 1)|$(p) Od$|P
| E——— P
linear linear

ist Verkettung zweier linearer Abbildungen. 0
LEMMA 1.3.3. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei p € M, sei f : M — N differen-
zierbar nahe p. Dann ist die Abbildung

T,M — Tp,)N
To: "Jo) o (Foc)o)

wohldefiniert und linear.
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Beweis. Wihle eine Karte # : U — V von M mit p € U und eine Karte y : U — V von N mit
fp)eU.

T -

mdelf(p) -[
. m D(yoforfl)‘w(p) n . N 1 .
(woc)(0) e Rm =L 0 g 5 (6 foej(0) = ((yo foa) o (z0))(0)

= D(yo foa™")|pp)((xoc)(0)

Somit ist df|, = (dy|f(p))_1 o D(yo foax1) sy o dz|,. Insbesondere ist df|, wohldefiniert und
linear. O

Definition. Die Abbildung df|, heifst das Differential von f im Punkt p.

Bemerkung. Ist U C M eine offene Teilmenge, so ist das Differential der Inklusionsabbildung
¢ : U — M ein kanonischer Isomorphismus dv : T,U — T,M, der gegeben ist durch ¢(0) —
(t0¢)'(0) = ¢(0). Wir werden die Tangentialraume vermoge dieses Isomorphismus identifizieren
und einfach T,,U = T, M schreiben.

Bemerkung. Ist M ein n-dimensionaler R-
Vektorraum, so sind M und T,M kanonisch
isomorph vermoge

M - T,M,
v ¢pa(0),

wobei ¢, ,(t) := p + to.

Bemerkung. Fiir eine Karte z : U — V hat dz|, zwei Bedeutungen:

é(0) (z 0 ¢)(0)
S m
dz|p n
T,U = T,M ToipyV = TR
dz;;l :/
\6 oSS e
%(x o C)|t:0 c R"™ \sc?ﬁ\o‘?‘ms

SATZ 1.3.4 (Kettenregel). Seien M, N und P differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Seien f : M — N
und g : N — P differenzierbar. Sei p € M. Dann gilt

d(go f)lp = dglsw) o dflp



1.3. Tangentialvektoren 15

Beweis. Fir eine Kurve ¢ : (—¢,¢) — M mit ¢(0) = p gilt:

dlgo Np(E0) = (g0 foe)l

= Lo (foe)lms
= dalyin (7 2)(0)
= dal s (0}, (6(0)))

O

Definition. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine surjektive stetige Abbil-
dung f : M — N heif$t lokaler C*-Diffeomorphismus, falls fiir alle p € M eine offene Umgebung U
von p in M und eine offene Umgebung V von f(p) in N existieren, so dass

f|U:U*>V

ein C*-Diffeomorphismus ist.

Beispiel. Setze f : R — S, f(t) = €.
Zwar ist f nicht injektiv, aber ein lokaler
Diffeomorphismus, denn:

Zu ty € R wihle U := (to — m,tp + 7) und
V=8 —{~f(to)}.

Bemerkung. Ist f : M — N ein lokaler C*-Diffeomorphismus, so ist

df|p : TpM — Tf(p)N

ein Isomorphismus. Insbesondere gilt dim (7, M) = dim(7’(,) N) und daher auch dim M = dim N.
Denn:

O.B. d. A. sei f ein C*-Diffeomorphismus. Fiir eine Kurve ¢ : (—¢,e) — M mit ¢(0) = p gilt:
d(idar)[,(¢(0)) = (idas 0 ¢)(0) = ¢(0) = d(idar)p = idr, a1
Daraus folgt mit der Kettenregel:
idr,ar = d(ida)lp = d(f 7" 0 f)lp = df gy 0 dflp

Analog lisst sich die Gleichung df |, o df ~!| ¢(,) = idr, as herleiten. Daraus folgt:
df ) = (dflp) ™

Es gilt auch die Umkehrung der Aussage:

SATZ 1.3.5 (Umkehrsatz). Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei p € M. Sei f :
M — N eine C*-Abbildung. Falls df|, : T,M — Ty, N ein Isomorphismus ist, so existieren eine offene

Umgebung U von p im M und eine offene Umgebung U von f(p) in N, so dass
f|U U — U

ein C*-Diffeomorphismus ist.
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Beweis. Wihle eine Karte z : Uy — V4 von M mit p € U; und eine Karte y : Uy — V5 von N mit
f(p) € Ua.

Auf z(Uy N f~1(Uy)) ist die Abbildung y o f o 2! definiert. Da df|, invertierbar ist, ist auch
D(yo fox™')|y invertierbar.

Der ,klassische Umkehrsatz” besNagt, dass es eine offene Umgebung V C z(U; N f~1(Us)) von
z(p) und eine offene Umgebung V' C V2 von y(f(p)) gibt, so dass

yofoatly: V=V

ein C*-Diffeomorphismus ist. Mit U := z~'(V) und U := y~1(V) folgt, dass f|y : U — U ein
C*-Diffeomorphismus ist. m

1.4 Richtungsableitungen und Derivationen

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei p € M
und sei ¢(0) € T,M. Dann heifit fiir eine nahe p differenzierbare
Funktion f : M — R

Oi(0).f = df[,(¢(0)) = %(f 0c)li—0 €R i

die Richtungsableitung von f in Richtung ¢(0).

Notation. Zu U C M offen schreibe C*(U) := {f : U — R| fist C*}. Zua € R, f € C*(U) und
g € C*(U) setze

a-fe C*U),  (a-flg)=a-f(q)
fHge CHUNU), (f+9)(a):=Ff(a)+9(q)
frge CHUNU),  (f-9)(a):=fa) 9(a)

und 3 i= U 0¥(U).
UPOGSI’I

Definition. Eine Abbildung 0 : C7° — R heifit Derivation in p, falls Folgendes erfillt ist:

(i) Lokalitit: Sind U C U offen, p € U, f € C*°(U), dann
of = o(flg)-
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(i) Linearitit: Sind o, B € R, f,g € Cp°, dann
daf + Bg) = adf + Bag.
(iii) Produktregel: Fiir f,g € C;° gilt

o(f-g)=0f-g(p)+ f(p) - dg.

Beispiel. e Seien M =R" und p € M. Dannist 0 = %

v eine Derivation.

e Sei M eine beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeit, seien p € M und ¢(0) € T, M. Dann

ist 0;(o) eine Derivation, denn zum Beispiel (iii) ergib sich aus

O 9) = (U900 imo
= S((fo0) (g0l

= L7000 9(el0) + £(e(0)) - (g o)y

dt
= Ox0)f - 9(p) + f(P) - Oe(0)9

Bemerkung. Die Menge Der(C;°) aller Derivationen in p bildet einen R-Vektorraum vermoge

(ady + B02)(f) = adLf + BO:f.

LEMMA 1.4.1. Die Abbildung 0 : T,M — Der(Cp°), ¢(0) = Oe(0), ist linear.

Beweis. Seix : U — V eine Karte von M mitp € U.

T,M Der(C;°)
dm|pJ Z/
R ao@@\?

Zu zeigen: 9 o (dz|,) ! ist linear. Sei dazu v € R™.

(90 (dal,) ")) = dfly((dal,) " (v)
= dfl,(e(0)) mit e(t) == 2 (x(p) + tv)

= L(oa ) + o
= <grad(foz*1)|$(p)7v> |t:0-

Dieser Ausdruck ist linear in v.

O

Bemerkung. Seiey,...,e, die Standardbasis des R". Dann ist (dz|,) " *(e1), ..., (dz|,) " *(e,) eine

Basis von T}, M. Es gilt

o(fox™t)

_ of
Naaly) e (f) = (grad(f o™ Ny €5) = =5—7—| =i 55

T Ol

z(p)

z(p)
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Zu jeder Karte x erhalten wir die Derivationen

0

dat

0

7...,—n
» ox

p

PROPOSITION 1.4.2. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei p € M. Dann ist die Abbildung
0. : TpM — Der(C’;’o), C(O) — 86-(0),

ein Isomorphismus. Insbesondere ist jede Derivation eine Richtungsableitung und fiir jede Karte x : U —
V mitp e U ist

9 9
Ozt |, Oam |,
eine Basis von Der(Cp°).
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Derivationen
9 9
Tl e A
dx'|, x|,
eine Basis von Der(Cp°) bilden.
. . . . . 2 1/ a . . 1 .. y
(a) Lineare Unabhingigkeit: Sei Z o == = 0.Zu zeigenist: a* = ... = a" = 0. Wahle f = 27.
x’L
i=1 P
Dann
i .
0= ——| =dlfurj=1,...,n
; « 7 ) o’ fir RN )
- N——

=57

(b) Erzeugendeneigenschaft: Sei § € Der(C;°). Setze o := §(27) fiir j = 1...,n. Wir werden

zeigen, dass
d = g
jz:; @ oxJ

(b1) Es gilt
5(1)=6(1-1) @ 5(1)-1+1-5(1) =25(1) = (1) = 0.

Sei nun a € R. Dann ist .
5(a) =6(a-1) 2 a-5(1) = 0.

Derivationen verschwinden somit auf allen konstanten Funktionen.
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(b2) Sei f € C}°, genauer f € C°°(U) mit p € U offen.

Wihle eine offene Umge-
bung U von p mit

Ucinu

und z(U) = B(z(p),r). 2(UNU)

Lemma 1.4.3 (siehe unten) mit h
C>(B(z(p),r)), so dass

f o x! besagt: Es existieren g¢i1,...,9, €

(foa)(a) = (fox)(alp) + Y (o'~ a'(p)) - () und

Daraus folgt dann
5’(f) 2 oflz)
B o
F Y a(@ —a (p)(giow)

T Y06 -2 ) - gilwlp) + (@ — ' (p))], 39 0 )
¢ S————

(ii) n

B N6 (p)

LEMMA 1.4.3. Sei h € C*°(B(q,)). Dann existieren g1, ..., gn € C*(B(q,r)) mit

n

@) hlx) = hlg) + (@' = ¢")g:(a) und
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Beweis. Fur z € B(q,r) setze wy : [0,1] = R, wy(t) := h(tz + (1 — t)q). Daraus folgt

h(‘r) - h(q) = wm(l) - wm(o)
1
_ / o (1) dt
0
'~ Oh :
_ /Zaz (af — ¢) dt
0 =1 9T ltar(1-t)g
n 1
= (z° — qz)/ a—hz dt
i=1 0 07" liy1-ng
= gi(x)
Daraus folgt (i). Und (ii) folgt aus (i) durch Differentiation an der Stelle . O

Wir haben jetzt folgende Situation auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit:

Q

(dxly) " (e;) € TyM = Der(Cp®) = 5

o

Il

do (dx|p)_1

/

hédngen ab von
der Wahl von x

Von jetzt an identifiziere 7),M mit Der(C;°) vermoge des Isomorphismus 0.. Schreibe zum Bei-

spiel fiir ¢ € T, M
n ; 9
&= 12216 ox?

statt 9 = 1, & L, bzw. € =370, € (dalp) " (e:), wobei (€1, ..., €7)" = da,(€).

Wie dndern sich die Koeffizienten £, ..., ", wenn man die Karte = durch die Karte y ersetzt?

p

Sei ¢ € T, M, seien = und y Karten, die p enthalten. Es gelte

.0 0
& a5 == 7 7=
; Or » ; 0yJ »
Dann gilt
¢ n' Uh
| = dalp(€) = (dalp) | (dylp) | =D(@oy lyp |
" n" n"
n' ¢
Analogergibtsich | : | =D(yoz )|, | : | also

n" 3
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i yjow ANy oaxt)

z(p)
Etwas anders formuliert: Fur den Fall £ = Z; das heifst (¢1,...,£")* = e;, erhalten wir
0 "0
il 277] i
Ox » = 8yJ
- Yyee ) L
j=1k=1 z(p) Y p
n j 1
_ % 2] atso
=1 z z(p) Y Ip
iy e 0
8951 =1 x(p) Oy’ P

Vor allem in der physikalischen Literatur notiert man Formeln aus Griinden der Ubersichtlichkeit

héufig geméf der

Einstein’schen Summenkonvention:

In einer Formel, in der ein Index einmal oben und einmal unten (auf einer Seite des Gleichheitszeichens)

auftritt, ist iiber den Index zu summieren.

Obige Transformationsformel wiirde dann also kurz folgendermafien geschrieben:

8 JR—
oxt

oy’

ort

ay!

0

1.5 Vektorfelder

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann

heifst
T™ = | J T,M
peEM

das Tangentialbiindel von M.

Wir verabreichen 7'M die Struktur einer differenzierbaren Mannig-
U — V von M konstruieren wir eine
Karte X, : U, — V, von TM, wobei 7 : TM — M,n(§) = p fir

faltigkeit: Zu jeder Karte z :

¢ € T, M die FuBBpunktabbildung ist. Setze also

U, =7 (U)cTM, V,:=V xR"

Dann ist X, ™! (v, w) =
Schematisches Bild

(dx|z*1(v))_1(w)‘

C R*™ und X, (¢) :=

12.11.2001

09:00 Uhr

(@(7(£)), dlx(e) (£))-
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TM
X, | \E
M x i
Offensichtlich gilt (nach Konstruktion):
U Uv.=1Mm

Karten
z von

Seien z und y Karten M. Dann gilt:

Xpoz_l(v,w) = Xy((dz|$71(v))_1 w))
(Y(m((d2lo-1.) ™ (W)s dYlr((ae], -1 0) () ([d2lo100)) T (w)))
(y(z~ " (v)), dylo—1.(0) (] -1 ()~ (w)))
= ((yoa H)(v), D(yoz™")|, w)

o T o

ist eine C'*°-Abbildung, also insbesondere stetig.

Mit Satz 1.4 folgt dann, dass T'M genau eine Topologie trégt, fiir die die X, Homdomorphismen
sind.

Hat die Topologie von T'M eine abzihlbare Basis?

Die Topologie von M hat eine abzdhlbare Basis.

= M besitzt einen abzidhlbaren C'°°-Atlas.

= Die zugehorigen Karten von T'M bilden einen abzédhlbaren Atlas von T'M.

Mit Proposition 1.1.4 folgt dann, dass die Topologie von 7'M eine abzéhlbare Basis hat.
Ist T M hausdorffsch?
Seien ¢, n € TM mit £ # 1.

1. Fall: ©(§) # w(n).
M ist hausdorffsch.

= Es existieren eine offene Umgebung U; von 7(&) und
eine offene Umgebung U, von (n), so dass U1 NU> = (.

= Die Mengen n~!(U;) bzw. 7=!(U>) sind offene Umge-
bungen von ¢ bzw. p mit 71 (Uy) N7~ (Us) = 0.

2. Fall: (&) = m(n).

Sei x : U — V eine Karte von M mit 7(§) = n(n) € U. Dann
sind ¢,n € 771 (U) = U,. Mit Proposition 1.1.5 folgt dann, dass
sich € und 7 trennen lassen.
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Insgesamt ergibt sich: Mit der so konstruierten Topologie wird T'M eine 2n-dimensionale topolo-
gische Mannigfaltigkeit mit dem Atlas

A1y = {XZ : U, »>V, | (.Z‘ U — V) S AM,max}-

Da die Kartenwechsel X, o X yil nicht nur stetig, sondern sogar C*° sind, ist A7) ein C*°-Atlas.
Dadurch wird (T'M, Arar,max) zu einer 2n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

Definition. Eine Abbildung & : M — T M heif8st Vektorfeld auf
M, falls fiir alle p € M gilt

m(&(p)) = p-

S

Sei x : U — V eine Karte von M. Ein Vektorfeld ¢ wird auf U durch Funktionen
e VSR
beschrieben, und zwar folgendermafien:

) = Y EG) oo

p

Wir iiberpriifen, was C* fiir Vektorfelder bedeutet: Zur Karte x von M betrachte die zugehorige
Karte X, von T M.

M——TM
Y &lu Y
ri(v)e U U, 2&(z7(v)
T Xz
—al(0)
—_—~
veV V X R™3 (a(m(€(x" (1)), 42| r(e (a1 (o)) (€@ (0))))

Ig IEQ = (0,6 (v),...,€"(v))

Es gilt also: ¢ ist C* auf U < ¢1,.. ., €" sind C* auf V.
Beispiel (M = R?). Polarkoordinaten: Fiir ¢y € R setze U := R? — Rx ( Z?ﬁgo ), V = (0,00) x
0
(00,0 +2m)und y : U — V mit y~1(r, ¢) := (rcos,rsinp).
Auf U ist das Vektorfeld £ := ra2 definiert.
T

In kartesischen Koordinaten, das heifit beziiglich der Karte z = id : R? — R?, driickt sich das
Vektorfeld ¢ folgendermafien aus:

$ T e or o7 T Or 022

T(@(Tcoscp) 9 +3(rsin<p)i2>

0 T<8z13 8:E28>

or Ozt or Oz

B 0 b 0

= r|cospm g tsinea
0 0

1 0 2 O

. Ozt Tt 0x?
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In kartesischen Koordinaten:
§at,a?) = ab, E(x!,2?) = a2,

In Polarkoordinaten:
n'(r,@) =1, n*(r, ) = 0.

. J . . .
Beispiel. Wir rechnen 7o 0 kartesische Koordinaten um:
P

o _ o oty
Op Op Ozt Op Ox2




Kapitel 2

Semi-riemannsche Geometrie

2.1 Bilinearformen

Definition. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform ist eine Ab-
bildung g : V x V' — R mit

) g(av+ Bw, z) = ag(v, z) + Bg(w, z) fur alle v, w,z € V und «, 8 € R und

(i) g(v,w) = g(w,v) fur allev,w € V.
Man nennt g nicht entartet, falls aus g(v,w) =0 Vw € V folgt, dass v = 0.

Fiir eine Basis (b1, ..., b,) von V setze
gij == g(bi,b;) e Rftri,j=1,...,n.

» kann g rekonstruiert

Dann ist (gi;)i,j=1,...,» eine symmetrische n x n-Matrix. Aus (gi;):,j=1
werden: Fiir v = 371", o’bund w =37, 47b; gilt:

g(v, w) =g(Zaibi,Zﬁjbj) =Y a'Blg.
i=1 j=1

ij=1

Notation. Sei b7, ..., b} die duale Basis des Dualraums V* = { lineare Abbildungen V' — R} zu
b1,...,by, das heilt b7 (b;) = d;;. Man schreibt dann auch

n
ij=1
Dann bedeutet das Einsetzen von v, w € V folgendes:

g(v,w) = > gibi (v) - b5 (w) = Y giya' B

i,j=1 1,5=1
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Hauptachsentransformation.

Sei g eine nicht entartete symmetrische Bilinearform auf V. Dann existiert eine Basis e, ..., e,
von V, so dass

oy 0,07 Rt (a0, - _ .
g(elvej) = { = {il}, i=j , das heifst (gzj)z.,jzl,...,n = 1

0 1
Eine solche Basis nennen wir verallgemeinerte Orthonormalbasis. Man bezeichnet #{—1} =:
Index(g) als den Index von g.
g ist euklidisches Skalarprodukt < g ist positiv definit < Index(g) = 0.
Ist der Index von g gleich 1, so bezeichnet man g als Minkowski-Skalarprodukt.

Sind B = (b1, ..., b,) und B= (51, ..., byp) zwei Basen von V, dann definiere die Transformations-
matrix 7' = (t]); j=1,....n durch

Man erhilt dann

Seien V und W zwei endlich dimensionale R-Vektorrdume. Sei g eine symmetrische Bilinearform
auf Vund ® : W — V eine lineare Abbildung. Dann kann g vermoége ® nach W ,,zurtickgezogen”
werden, das heifst

(@*g) (w1, wa) := g(®(w1), P(w2)).

Dann ist ®* g eine symmetrische Bilinearform auf W.

Bemerkung. Falls g positiv definit ist, so ist *g positiv semidefinit. Falls ferner & injektiv ist, so
ist ®* g ebenfalls positiv definit. Denn:

(®*g)(w,w) = g(P(w),P(w)) >0 Vwe W und
(P*g)(w,w) =0 < ®(w) =0 < w € ker(P).

Definition. Sind gy und gy symmetrische Bilinearformen auf V' bzw. W, so heift eine bijektive
lineare Abbildung ® : W — V Isometrie, falls

gv (®(wr), ®(w2)) = gw (w1, wa) Ywi,wy € W,

das heifst, es gilt * gy = gw.
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2.2 Semi-riemannsche Metriken

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Betrachte Abbildungen g, die jedem Punkt p € M
eine nicht entartete symmetrische Bilinearform g|, auf 7, M zuordnen.

Istz : U — V eine Karte von M, so definiere g@ =gi; : V = Rdurch

ij
x—1 >
- (U)

i (v) = g 9 -
Gij = Glz—1(v) Ozt o-1() " Oxd

Definition. Ein solche Abbildung g heif3t semi-riemannsche Metrik auf M, falls sie im folgenden
Sinne glatt vom Basispunkt abhangt:

Fiir jede Karte x : U — V von M sind die g;; : V' — R C*°-Funktionen.

Transformation bei Kartenwechsel

Seienz: U — Vundy: U — V zwei Karten von M, seip € UNU.

O _yn ooy 0
9y’ P =1 9y’ y(p) Oz P
— )
= bZ = tg = bJ
Daraus folgt, dass
W) n a(xk o y—l) 8(:L'l o yfl) (x)
9;;" (y(p)) = . ‘ g (x(p))
! k,lzzl 9y y(p) Ay’ y(p)
Das heifst
(y) - a(xk o ?Jfl> a(xl o ?Jfl) (z) -1
)= 3 S| T ok oy )

In Physiker-Kurzschreibweise lautet die Formel

k l
(v _ 927 02" () -1
gijy *a—yia_yj'(gkl o(zoy™)).

Folgerung. Die Glattheitsbedingung fiir g muss nicht fiir alle Karten, sondern nur fiir einen Teil-
atlas von Ay« (M) Gberpriift werden, der M tiberdeckt.

Bemerkung. Fiir eine Karte z : U — V ist dz|, : T,M — R" ein linearer Isomorphismus, insbe-
sondere sind dz!|,,...,dz"|, € (T,M)*.

Definition. Der Dualraum (7},M)* =: T,y M heifst Kotangentialraum von M in p.

LEMMA 2.2.1. Die dz?|,, ..., dz"™|, bilden die zu P AR Fre ) duale Basis.
. 9] < 0 e
Beweis. dx|,| —— =e = dv’|,| =— =4/ firi=1,...,n. O
ox* » ox? » ’
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Wir konnen also schreiben:

o= gii(2(p)) - da'], ® da’ |,

ij=1

Bemerkung. Bei der Basistransformation b; = > t/b; ergibt sich

j=1
Denn es gilt:
(thb;‘) (br) = (Zt;‘@j) < (T—l)kél)
j=1 j=1 =1
= > (T b(b)
ji=1 ~——
=5t
= > =
j=1
= Z tiv; = b
j=1
Es gilt also fiir die Koordinaten-Transformation der dz'|,, ..., dz"|,:

, "L Ozt oy™Y) .
dz'|p, = E — 7 -dy’ |,
j=1 oyl y(p)
In Physiker-Kurzschreibweise bedeutet das
Y
i j
dx' = By dy

Physiker-Kurzherleitung der Transformationsformel fiir die g;;:

g,(fl’) dff @dyl =g = gg-“')d:ri ® da?
(z) G_xid k aijd !
o () (G
B Tl

Bemerkung. In der Physikliteratur schreibt man héufig einfach

g = gijdacidxj.
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Beispiel. Sei M C R” offen. Sei 3 eine nicht entartete symmetrische Bilinearform auf R". Fiir jedes
p € M sei @, : T, M — R" der kanonische Isomorphismus. Setze g|,, := ®,3. Wir tiberpriifen die
Glattheitsbedingung in der Kartez =id : U =M — V = M.

)

0 0 . 0 0
gl”(azi p) - (I)pﬁ( ozt
0
,q>(__
p) P\ Oxi

b > b ;
J J
» ox » ox

0
= (o am

)
— ﬁ(dl‘lp( % p)’d””|p( % p))
= Bleie;)

Daraus folgt, dass die g;; konstant, also C° sind. Auf diese Weise kann M mit einer semi-
riemannschen Metrik von beliebigem Index versehen werden.

Beispiel. Sei M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann existiert eine kanoni-
sche injektive Abbildung @, : T,M — R™"**, definiert durch

. d
C(O) —> Ech:o
Aquivalenzklasse der Ableitung von
Kurvec: (—¢,e) = M c:(—¢e,e) = Rtk
Dann definiere g|, := ®;(,-), wobei (x,y) = SRy fir x = (o). 2T,y =

(y',...,y"™*)T das tibliche euklidische Skalarprodukt ist. Da das euklidische Skalarprodukt po-
sitiv definit ist und ®,, injektiv, ist auch g|, fiir alle p € M positiv definit. Die so definierte semi-
riemannsche Metrik auf M heif3t 1. Fundamentalform.

Die Karten von Untermannigfaltigkeiten entsprechen den lokalen Parametrisierungen, das heifit,
ist F: U — M eine lokale Parametrisierung, wobei V' C R" offen ist, so ist

r:=F 1 U:=FV)=V

)

,—
j
» ox

eine Karte von M. Es gilt dann mit p = 27 (v):
9
p 02

@ (] 7] )

|} (@)

d d
d—F(’U +t- 61')|t:0, ﬁF(’U +t- ej)|t_0>

0
550 = o0

= Gij
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Definition. Eine semi-riemannsche Metrik g, fiir die g|, stets positiv definit ist, heifst riemann-
sche Metrik. Ein Paar (M, g), bestehend aus einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit // und einer
(semi-)riemannschen Metrik g auf M heifst (semi-)riemannsche Mannigfaltigkeit.

Eine semi-riemannsche Metrik g heifit Lorentz-Metrik, falls g|, stets den Index 1 hat. Das Paar
(M, g) heiflt dann Lorentz-Mannigfaltigkeit.

Beispiel. Die 1. Fundamentalform einer Untermannigfaltigkeit M C R™** ist eine riemannsche
Metrik. Zum Beispiel fiir S C R""! bezeichnen wir die 1. Fundamentalform als die Standardme-
trik gsq von S™.

Beispiel. Sei M C R"*! offen. Das Minkowski-Skalarprodukt ((-, -)) auf R"*! hat den Index 1, wobei

(x,y) = =2’ +aly' +-- +2"y"

firx = (2% 2',...;2")und y = (v°,¢%,...,y"). Ist , : T,M — R""! der kanonische Isomor-

phismus, so ist durch

IMinkp = Pp" (-, )
eine Lorentz-Metrik auf M definiert. Die Lorentz-Mannigfaltigkeit (R"*!, gyink) heifit Minkowski-
Raum. Die Raumzeit der speziellen Relativitédtstheorie ist der 4-dimensionale Minkowski-Raum.

Beispiel. Wir driicken die euklidische Metrik geyq = do! @ da! +da? @ da? des R? in Polarkoordi-
naten aus. (Dabei sind x! und x? die kartesischen Koordinaten.) Mit 2! = r cos ¢ und 2 = rsin ¢
folgt dann:

ozt ozt
del! = id?‘—f—id(p = cospdr —rsingdyp
or dp
oz? oz?
de? = idr+id<p = sinpdr + rcospdyp
or dp
= geuw = (cos@dr —rsinpdy)® (cospdr —rsinpdp)

+(sinpdr + rcospdp) @ (singdr + rcos pdp)
= coslodr®dr —rcospsinpdr @ de —rsingcospdp ® dr + rsin? pde ® dp
+sin? p dr ® dr + sin @r cos @ dr ® dp + 7 cos psin p de @ dr + 12 cos?  dp @ dyp
= drdr+r’dp®dy

1 0
cupm=(9)

Diese Matrix besagt:

0
« —

o hat die Lange 1,

0 I
o 90 hat die Lange r,

or

° g und 62 stehen senkrecht aufeinander.
®

In kartesischen Koordinaten gilt: _0_

1 0
kartes) __

o

Q|
8
=
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Definition. Seien (M, gas) und (N, gn) semi-riemannsche Mannigfaltigkeiten. Dann heif8t ein lo-
kaler Diffeomorphismus ¢ : M — N lokale Isometrie, falls

delp = (TpM, gumlp) = (L) N, 9N o (p))
fiir alle p € M eine lineare Isometrie ist.
Ist eine lokale Isometrie zusétzlich injektiv, das heifst ein Diffeomorphismus, so heif3t sie Isometrie.

Definition. Ist ¢ : M — N ein lokaler Diffeomorphismus und g eine semi-riemannsche Metrik
auf N, so heifdt die semi-riemannsche Metrik ¢* g auf M Zuriickziehung oder Pull-Back von g, wobei

(©"9)p = (dplp)* (9lo))s
das heifst, fiir {,n € T, M gilt:
("D (€,1) = gloe) (dplp(&), delp(n))-

Bemerkung. Die Abbildung (*g ist die eindeutige semi-riemannsche Metrik auf M, fiir die ¢
eine lokale Isometrie ist.

Definition. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heifit
Isom(M, g) := {¢ : M — M Isometrie}
die Isometrie-Gruppe von M.

Bemerkung. Die Menge Isom(}, g) ist eine Gruppe beziiglich Komposition mit neutralem Ele-
ment id ;.

Beispiel. Wir suchen die Isometrien von (R", geu)- Das bedeutet:

¢ : R™ — R" ist ein Diffeomorphismus mit Dy|x € O(n) fiir alle x € R™. Zum Beispiel:
p(x) = Az +b, A€ O(n),beR".

Solche ¢ heifSen euklidische Bewegungen. Also

{euklidische Bewegungen} C Isom(R", geux)-

Beispiel. Fiir die Isometrien von (M, g) = (R" ™, gypink) gilt:
¢ : R™ — R" ist ein Diffeomorphismus mit

Dylx € O(n,1) := {A e Mat((n +1) x (n+1),R) I (Ay, Az)) = ((y,2)) Vy,z € R*T1}
R

= {A c Mat((n + 1) X (n + 1), ) A*Il_’n,A = Il,n}
-1 0 --- 0
.. . 0 1 : ..
fiir alle z € R™, wobei [ ,, := . Zum Beispiel:
: .0
o -~ 0 1

o(z) = Az +b, A€ O(n,1),be R
Solche ¢ heifSen Poincaré-Transformationen. Es gilt also

{Poincaré-Transformationen} C Isom(R™™, gaini)-
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Beispiel. Sei (M, g) = (S", gsta)- Zu A € O(n + 1) setze ¢ := A|gn : S" — S". Das Diagramm

n d@lp n
1,5 Tp(p)S
q’pl lq’w(P)
Rn—H A Rn+1
kommutiert, denn sei ¢(0) € 7,,S™. Dann:
¢0)F———(poc)(0) = (Aoc)(0)
d d d
Edt:o A Edt:o = E(A : C)|t:0

= dyp|, ist eine lineare Isometrie.
= ( ist eine Isometrie.
= O(n+1) C Isom(S8", gsa)-

Bemerkung. Tatsédchlich haben wir in den letzten drei Beispielen bereits alle Isometrien identifi-
ziert, d. h.

Isom(R", geut) = {euklidische Bewegungen},
Isom(R"™, gvink) = Poincaré-Gruppe und
Isom(S", gsa) = O(n—+1)

Der Beweis, dass diese Rdume keine weiteren Isometrien haben, erfolgt in Kapitel 4.4.

2.3 Differentiation von Vektorfeldern

Frage. Wie leitet man Vektorfelder ab?
Naiver Versuch. Sei p € M, M differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wahle eine Karte z : U — V

auf M mitp € U. Schreibe £ € T, M als

g=> ¢
=1

) "9
"eR, undn =) no—
p,é €R, und 7 i:jn EIeE

0
ozt
wobei die 7’ glatte Funktionen nahe z(p) sind. Erkldre die Ableitung von n nach £ durch

- z‘aﬁj
> &

ij=1

0

oxJ

x(p) P

Problem. Diese Definition ist abhidngig von der Wahl der Karte z.
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Beispiel. Sei M = R2. In Polarkoordinaten (r, ¢) setze

0

5:77:6_@'

Dann ist die Ableitung von n nach ¢ gleich 0, da die Koeffizientenfunktionen 7’ konstant sind. In
kartesischen Koordinaten (z!, z?) ergibt sich

0 0
2 1
v 0x?’

Fiir die Ableitung von 7 nach £ gilt dann:

9] 9] 9] 5, 9] 9]
W 1Y )2y Y _.2_ Y 1 Y 1 Y
( ¥ 9at e 8x2)( v )8x1 +( ¥ 9at e 8x2) (@ )8x2

_ a9 20 _ 9
o xazl x@xQ T@r

Notation. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei U C M offen.

£

CF(U,TM) := {C*-Vektorfelder, definiert auf U},
E, = U c~wrm)
Uc M offen
mit peU

Definition. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Eine Abbildung
V:T,M x =, = T,M
heifst Levi-Civita-Zusammenhang (in p), falls gilt:

(i) Lokalitit
Fiir alle ¢ € T}, M, fiir alle p € C> (U, TM) und fiir alle U ¢ U mit p € U gilt:

Ven = Ve(nlg).

(ii) Linearitit im ersten Arqument

Fiir alle &1, & € T, M, fiir alle o, B € R und fiir alle y € E,, gilt:
Vagi 4861 = aVe 1+ Ve, ).

(iii) Additivitit im zweiten Argument

Fiir alle £ € T, M und fiir alle 01,2 € E, gilt:
Ve(m +m2) = Vem + Ven.

(iv) Produktregel I
Firalle f € Cp°, fir allen € =, und fiir alle § € T),M gilt:

Ve(f-n)=0f-nlp+ f(p) - Ven.
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(v) Produktregel I1
Fiir alle £ € T, M und fiir alle 0y, 12 € Z), gilt:

Deg(m,m2) = glp(Ven, m2lp) + glp(mlp, Vena).

(vi) Torsionsfreiheit
Fiir alle Karten 2 : U — V von M mit p € U gilt:
0 _g . 0

35|, oxi

azt lp

fiir alle ¢ und j.

Bemerkung. (1) Aus (iii) und (iv) folgt die R-Linearitdt im zweiten Argument. Seien «, 5 € R:

Velam + Bm) & Ve(am) + Ve(Bna)
= Oca mlp +aVe(m) + 0ef n2lp + BVe(n2)
~—~ ~~

-0 =0
= aVe(m) + BVe(n2)

(2) Gilt (vi) in einer Karte z, so auch in jeder anderen Karte y, die p enthalt.

0 " Oz 0
Taar = Vel (S5, 0)
w i Oat e i IR
N — dy‘oy’ |, oxk Oyl () Byt |, OxF
- 0 N o 0
B
k=1 dy'oy? y(p) Ot k=1 Oy’ y(p) 9y yp) O |” Ok

Der erste Summand ist in ¢ und j symmetrisch wegen des Satzes von Schwarz. Fiir den
zweiten Summanden gilt:

S ozt 0 ) o~ OxF ozt 0
2 I oy | 0 | e, Dt
w1 Yy 9Y lyp) oot wim1 Yy 9Y ly) ot
Umbenennen ﬁ z": . a:L'k ‘ V » i
der Indizes ) () ayz () Dal |p c’)xk

Dieser ist also auch symmetrisch.

(3) Fur Nicht-Koordinatenfelder £ und » gilt im Allgemeinen

Ven # V¢

=f- 861 mit ¢ f # 0.

Beispiel. ¢ = %, n
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Definition. Schreibe

0 - 0
Vﬁ i Zrij(x(p)) 9k (2.1)
k=1 P
Die I'}; heien Christoffel-Symbole.
Bemerkung. Die Christoffel-Symbole legen V fest:
"9 (id), (iii) " i .0
Vemel, X © 26V (T
Jj=1 i,j=1
(iv) - [ o 0 , - & 0
- 2:§<Mi G| T 260D 5
i,j=1 z(p) P k=1 p
= D& a7 2w ThEE) | 5 (22)
i k=1 Oz z(p) =1 ! Ot P

Bemerkung. Torsionsfreiheit bedeutet fiir die Christoffel-Symbole Symmetrie:
k ke .o
Iy =17 turalle i, j, k.

SATZ 2.3.1. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Dann gibt es genau einen
Levi-Civita-Zusammenhang in p.

Beweis. Eindeutigkeit: Sei x : U — V eine Karte von M mit p € U. Verwende die einsteinsche

Summenkonvention.
dg _ 0 (0 0
ozt 0zk I\ 9zt B

) 9 0 o _ 0
- g(vﬁazi’axa‘)+9(axi’vﬁaxa‘)

2 o (p 00 L Vi
- (F" dxl” 8zj) i (&m"r’“j O

= Thi-gi+ Fij - gil

Daraus folgen durch Vertauschen der Indizes die Gleichungen:

9gij l !

Ok = Fki “gij + ij - gil (23)
i1 agzk 1 1
S G = Dot g @y
imk Oggj ! !
2w P ol gu @5)

Die Gleichung (2.3)—(2.4)+(2.5) ergibt mit der Torsionsfreiheit:
99ij _ 99k O9kj
oxk  OxI or’

Sei (g%); j=1,..n die zu (gi;)ij=1,.. n inverse Matrix. Diese kann gebildet werden, da g|, nicht
entartet ist. Es gilt also:

l

g7 gk = 0}
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agk]
+ o g =20 gy g7
=&

9gi Ogik | Ogr;
= J e L) g™
= T2 ; <5$k 05+ o )7

Etwas schoner lasst sich das schreiben (mit k — j,m — k,j — m):

9gi;  Ogik
oxk  OxJ

n

1 . (09im | Ogjm 09ij
k _ — mk jm. J
Iy = 2 Z g ( oxI + ort  OJx™

m=1

(2.6)

Daraus folgt, dass die Christoffel-Symbole und damit auch V durch die Komponenten der semi-
riemannschen Metrik und ihre ersten Ableitungen festgelegt sind.

Existenz: Definiere die F"” durch Gleichung (2.6) und V durch Gleichung (2.2). Dann gilt:

(i) Lokalitit ist erfiillt.
(i) Linearitdt im ersten Argument ist erfiillt.
(iii) Additivitat im zweiten Argument ist erfiillt.

(iv) Fiir die erste Produktregel gilt:

f 0
veirn = € (° %Vﬁﬂﬂ;)w
(O W\ O L Of D
= I ( = ”ijJ')a P o g
= f-Ven+0f-n

Bislang wurde Gleichung 2.6 noch nicht benutzt.

(v) Nachrechnen:
9c9(&,m) —9(Ve&im) — g€ Ven)

0 ; 0 4 , ond _
= C’“W(gzj&’n ) — gi;¢" ( & -+ ¢'T )773 — gi;&' ¢k (a—zk +an?k)

N
o)

77 gz
gk (8—Jk — g0l — gilrjk)

¢t <ﬂ ~Lgugm (8me 1 99km _ ag“‘"’)
5 .

oxk oxk oxt ozm
76771
1 (99im | Ogkm  Ogjik
2 gig’_/ oxk oxk oxm

=om

i

0

(vi) Symmetrie der Christoffel-Symbole ist klar auf Grund von Gleichung (2.6).
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Bemerkung. Fiir eine Karte z : U — V auf (M, g) bilden die Christoffel-Symbole

n

1 ((09im | Ogim  0gij
Ik = - mk : I ) R
Y2 Z g < OxJ + ox*  Oz™ V=

m=1

C°°-Funktionen.

Bemerkung. Als wir am Anfang dieses Abschnittes versucht haben, naiv Vektorfelder zu diffe-
renzieren, entsprach dies dem Ansatz I'}; = 0. Die korrekte allgemeine Formel ist aber durch (2.2)
gegeben.

Beispiel. Sei (M, g) = (R2, geud). In kartesischen Koordinaten z', 22 sind die g;; = 67 konstant.
Daraus folgt: I'¥; = 0. In diesem Fall sind einfach die Koeffizientenfunktionen zu differenzieren:

0 , 0 .0
V%% = v7I2%+I1$ <ZL' @+ZE @)

5} 0 0 5} 5} 0

_ (_.29 | 1.9 Y\, 2 9 29 1 9\ 1y 9

B < ¥ oat T 61:2>( v )axl +< T oat e 61:2> (@ )61:2
L 0 , 0 5}

o T T or

In Polarkoordinaten r, ¢ ergibt sich:

@)re) = (

Die Christoffel-Symbole sind dann:

O =
<
N
N—
—
Q
<
S~—
—~
3
)
S~—
|
7N\
O =

1
Il = 5(1-(0+0—0)+0-...):o.
Analog: T}, =T%, =T1, =T, =T3, = 0. AuBerdem:

1 /1 (0gi2 Ogaz 0Ogi2 1
F%2F§1_< < + - +0-... = i, =—r

2 \r2 dp or Op
0 0] 0] 0]
Daraus folgt: V%% = F§2E + F%Q% =T

Sprechweise. V¢ heifst auch kovariante Ableitung von 7 nach &.
V war definiert als eine Abbildung T},M x =, — T},M. V liefert aber auch eine Abbildung
V:E(M) x E(M) — 2(M),
wobei Z(M) die Menge der glatten Vektorfelder auf M bezeichnet, durch
(Ven)(p) :== Ve
Wir wissen: Ve (aam + aane) = a1 Vem + aaVens fiir aq, ap € R. Fiir € gilt sogar:

Vhat+f61= iVan+ 2Ven,
wobei f1, fo € C*°(M). Also ist V¢n in € sogar C°° (M )-linear, in ) dagegen nur R-linear.
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Bemerkung. Zur Berechnung von V¢n mit { = ¢(0) muss man 7 nur lings der Kurve ¢ kennen,

denn:

"9
Vo) (Z 77]%>
j=1

Ve, e 2 (Z "j@)
j=1

.0
) i Y
ot (77 8zj)

1,7=1
n 677]

O
n d n J .
> ool + S T
j=1 i,7,k=1

2.4 Vektorfelder langs Abbildungen

Definition. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei ¢ : N — M. Dann heifit eine
Abbildung ¢ : N — T'M Vektorfeld lings o, falls fiir die FuSpunkt-Abbildung 7as : TM — M gilt:

Beispiel.

7T]\/[O§:(p.

o Vektorfelder lings Kurven.

Sei N = I C R ein offenes Intervall, seic = ¢ : N = I — M eine Kurve.

T~

S

=
o~

T~

e Seien N = M, p =
Sinne.

-~

=

id. Dann ist ein Vektorfeld langs id gleich einem Vektorfeld im bisherigen

o Sei ¢ konstant, das heifit ¢(z) = p fiir alle z € N. Dann ist ein Vektorfeld lings ¢ eine

Abbildung N — T,,M.

e Sei ¢ differenzierbar und sei £ ein Vektorfeld auf N. Dann ist

ein Vektorfeld langs ¢.

p = dplp(E(p) € TyppyM
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e Ist £ ein Vektorfeld auf M, so ist
p = &)
ein Vektorfeld langs ¢.

Definition. Sei IV eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei (M, g) eine semi-riemannsche Man-
nigfaltigkeit, sei ¢ : N — M differenzierbar. Sei n : N — TM ein differenzierbares Vektorfeld
langs ¢. Seien p € N, € T, N. Wir definieren die kovariante Ableitung Ven € Ty, M wie folgt:

Wihle eine Karte « : U — V von M mit ¢(p) € U, schreibe
=> 7
j=1

mit differenzierbaren Funktionen 7', ..., n", definiert in der Umgebung ¢~ !(U) von p. Wahle
ferner eine Kurve ¢ mit ¢ : (—¢,&) — N mit ¢(0) = € und setze

Ox? »(q)

Vo = 3 (S0 ealoot 3 W0 (e o oleo o) | 2

k=1 3,7=1

S 0en™ + D0 0 (p) de(€) T (z((p))) %

k=1 i,j=1

»(p)

»(p)

PROPOSITION 2.4.1. Seien N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, (M, g) eine semi-riemannsche Man-
nigfaltigkeit, sei ¢ : N — M differenzierbar. Seien n,n1, 12 differenzierbare Vektorfelder lings ¢,
a1, a0 € R, sei f: N — R eine differenzierbare Funktion. Seien ferner p € N und £,&1,&2 € T, M. Dann
ist die kovariante Ableitung V¢n unabhingig von der Wahl der Karte x und der Kurve ¢ mit ¢(0) = &
definiert und es gilt:

(0) Ist n von der Form n = ( o o, wobei ( ein differenzierbares Vektorfeld auf M ist, so gilt
Ve = Vg, (96
(i) Lokalitit: Andert man n auflerhalb einer Umgebung von p ab, so indert sich ¥ ¢n nicht.
(ii) Linearitdt im ersten Argument:
Vaigi+aseal] = Ve + @2Ve, ).
(iii) Linearitdt im zweiten Argument:
Ve(arm + aznz) = a1 Ven + aaVena.

(iv) Produktregel I:
Ve(f-n) = 0cf - n(p) + f(p)Ven.
(v) Produktregel II:
9eg(m,m2) = 9lo@) (Ve n2(p) + glo) (m(p), Vena)-

(vi) Torsionsfreiheit: Fiir alle Karten y von N und allei,j = 1,...,dim(N) gilt:

0 0
ate(i)-oan ()

Beweis. Ergibt sich aus der Definition und den entsprechenden Axiomen fiir den Levi-Civita-
Zusammenhang 0
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Notation. Fiir lokale Koordinaten y auf N schreiben wir auch

Vi R
ay() va@z|nz( !

Jal, =\ Oy

. +Z g;j (p) -7 (y(p)) 'Ffj(w(@(p)))) 5.7 (P)-

Speziell falls N eindimensional ist, schreibe statt

Vi _ Vi
ot dt’
Im Fall einer Kurve ¢ : I — M haben wir in lokalen Koordinaten auf M die Formel

Y 5) = Z( +Z F’%((m)%

k=1

c(t)
Beispiel. Sei (M, g) = (R”, geuxt) oder (R™, grink)-

Dann sind in kartesischen Koordinaten die g;; konstant. Deshalb verschwinden die Christoffel-
Symbole: I'}; = 0.

Fir N = I C R Intervall, fiir eine C 1-Kurve ¢ : I — M und fiir ein C'-Vektorfeld ¢ ldngs c gilt mit
£(t) = 2?21 &t )611 |e(+) gilt dann:

25] -

Beispiel. In der euklidischen Ebene (M,g) = (R?, gouq) betrachten wir die Kreislinie c(t) =

(t)

(cos(t),sin(t)) und ihr Geschwindigkeitsfeld £(t) = ¢(t) = —sin(¢) %‘C(t) + cos(t) %’6(0' In
den kartesischen Koordinaten erhalten wir gemafs dem vorangegangenen Beispiel
\% 0 . 0 0
—'E( ) = pr ¢(t) = — cos(t) eI — sin(?) 922 =~ % "

Machen wir die Rechnung zur Kontrolle auch in Polarkoordinaten (r, ¢). Nunist ¢! (t) = r(t) = 1

und 3(t) = p(t) = t sowie £(t) = %} o d. h. €(t) = 0 und €2(¢) = 1. Dieses Mal treten also
c(t

keine Ableitungen der Koeffizienten von ¢ auf, aber dafiir sind die Christoffel-Symbole nun zu be-
achten. Die drei nichtverschwindenden Christoffel-Symbole fiir Polarkoordinaten der euklischen
Ebene lauten

1
I, =T% = P Dy = —1

Also ist
O = D EOLOrLe0e0) 7| -3 E0SOm 0w 5|
2(4)(— 9 28— 2 el () —— 9
- e, o(t) ! ( e (t)r(t) e (t)r(t)> 99| e
= 11-(*1)82 (011+101)i
T le@) o(t)
B
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2.5 Parallelverschiebung

Definition. Sei ()M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : I — M eine C!-Kurve. Ein
C!-Vektorfeld ¢ lings c heifit parallel, falls

V. _
ZE=0.

Beispiel. Sei (M, g) = (R”, geun) 0der (R”, guvink)- In kartesischen Koordinaten gilt:

&(t) = Z E(t) % ist parallel

j=1 c(t)
& f(t)=0firallet € T
< Die ¢ sind konstant.

Beispiel. Sei (M, g) = (R™, geun)- In Polarkoordinaten (r, ¢) gilt:

1
Fh = F% = F}Q = F%l = ng =0, F%z = F§1 = P F%z = -

Dann gilt:
£ = 51% +§2%istparallel
— 0 = %5
= flg‘f'flv(z:él%m?%%+52%+€2V5:%
= 51%+§1 <¢1.0+c'2~01—1%>+§'28%+52 <élc—11%+é2(cl)%)
 eoeerl s (o Lo te) L

Das ist gleichbedeutend mit:
. . C'2 C'l
§-deg=0, &456+56=0,
c c
é 0 e (¢
&) -5 -5)\¢
Dies ist ein lineares System gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung fiir (¢!, £2).

PROPOSITION 2.5.1. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Manngigfaltigkeit, sei ¢ : I — M eine C*-Kurve,
seity € I. Zu &y € Te,) M gibt es genau ein paralleles Vektorfeld £ lings c mit £(to) = &o.

M
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Beweis. Fall 1: Sei ¢(I) in einer Karte enthalten.
Seix : U — V eine solche Karte. Dann ist die Bedinung Y- = 0 d4quivalent zu

n

& =— Z(Ffjoxoc)éifj,

i,j=1

was ein lineares gewohnliches Differentialgleichungssystem erster Ordnung ist. Es exisiert also
eine eindeutige Losung mit der Anfangsbedingung

(€1 (t0), -+ €"(t0)) = (&5 - -+, &5)-
Wegen der Linearitdt des Systems ist die Losung auf ganz I definiert.
Fall 2: Sei ¢(I) nicht in einer Karte enthalten.

Existenz: Schreibe I = (a,b), wobei —oo < a < b < oo. Wihle a < a; < tp < b; < bmit a; — a und

Dann ist ¢([a;, b;]) kompakt und kann durch endlich viele Karten =1 : Uy — Vi,...,zn : Uy — Vy
iiberdeckt werden.

O.B. d. A.sei U; N ¢([a1, b1]) zusammenhadngend.

i

So was nicht!

O.B. d. A.seic(ty) € Uy. Lose gemif3 Fall 1 die Gleichung %5 = 0mit &(ty) = & in U;.

Falls die Losung noch nicht auf ganz [a1, b1] erkldrt ist, wahle t1 € (ag,b1) mit ¢(t1) € Ui N Us.
Lose dann die Gleichung in der Karte 2 mit der Anfangsbedingung £(¢1), gegeben durch die
vorherige Losung.

Wegen der Eindeutigkeit geméf3 Fall 1 stimmen die beiden parallelen Vektorfelder auf U; N Us
iiberein, usw.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir ein paralleles Vektorfeld, das auf a1, b1] definiert ist.

Dasselbe fiir das ndchste kompakte Teilintervall [as, bo] liefert ein paralleles Vektorfeld auf [asz, b2],
das dasjenige auf [aq, b1] fortsetzt.

Induktion liefert dann ein paralleles Vektorfeld ¢ auf [a;, b;] mit £(tg) = &. Wegen vazl [ai, b;] =
(a, b) erhalten wir ein paralleles Vektorfeld £ mit {(to) = & auf (a, b).

Eindeutigkeit: Seien ¢ und & zwei parallele Vektorfelder lings ¢ mit &(ty) = £(ty) = &. Schreibe
I = IguUlschiecht, wobei

Igut = {t el | E(t) = g(t)}
Ischlecht = {t el | g(t) 7£ g(t)}
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Da £ und §~ stetig sind, ist I,: abgeschlossen in I. Fiir t; € Ig,: wiéhle eine Karte z : U — V, die
¢(t1) enthélt. Nach dem ersten Fall gilt dann:
£(t) = E(t)fur alle t € I mit ¢(t) € U.
= Eine Umgebung von ¢, ist in I, enthalten.
= Igutist offenin I. Also
( offen \
I= Igut U Lschiecht-
~—
Sto
Da I zusammenhingend ist, muss gelten: Iichiecnt = 0 und daher
£(t) = &(t) furalle t € Igy = 1.
O

Definition. Seien ty,t; € I. Die Abbildung

Petotr + Te)yM — Toy M, &o — £(t1)

heifSt Parallelverschiebung langs c, wobei {(t) das parallele Vektorfeld langs c ist mit £(¢y) = &o.

PROPOSITION 2.5.2. Fiir die Parallelverschiebung gilt:

@ Prtoty 2 (Teo)M, gleqro)) = (Teit)yM, gle(ey)) ist eine lineare Isometrie.
(b) Pc,to,tz = Pc,tl,tg © Pc,to,tl-

Beweis.

(@) Seien o, 10 € Te(r,) M. Seien £, 7 die zugehorigen parallelen Vektorfelder ldngs c. Dann

d v v
%g(é,n) 9(&5,77) +g<§, %n> =0
~~ -~

-0 =0
Daher ist g(&, n) konstant und somit
9(Peto,t1(§0), Peytort (m0)) = g(&(t1), n(t1))
= g(&(to),n(to))
= 9(507 770)

(b) Klar.
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Bemerkung. Zu {, € Ti,) M ist das parallele Vektorfeld £ mit {(to) = & gegeben durch
£(t) = Peto.t, (€0)-

Wir haben an geometrischer Struktur:

semi-riemann- kovariante Parallelver-

sche Metrik /\/\JAbleltung v N\ schiebung P

Man kann V aus P rekonstruieren:

PROPOSITION 2.5.3. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : I — M eine C*-Kurve,
sei to € 1. Dann gilt fiir jedes C'-Vektorfeld ¢ lings c:

Pc,t,to (g(t)) B €(t0)
t—to '

\% .
Eﬂto = tlg?o
Beweis. Seie;(to),...,en(to) eine Basis von T,y M. Seien e1 (1), ..., e,(t) die zugehorigen paral-

lelen Vektorfelder langs c.

Dann folgt aus der Proposition 10.2 (a), dass e1(t), . . ., e, () eine Basis von T, M ist fiir alle ¢ € .
Schreibe £(t) = Y27, &/ (t)e;(t). Dann

=e;(to) |
Pet1,(&(t)) — E(to0) . Z] 1 & ( ) Pe.t.to (ej (t) — Z?:l & (tO)ej (to)
t—to B t—to
) —E)
= ; t—to ———————=¢j(to)

n
totp ZEJ to)e; (to)
Jj=1

Andererseits gilt

\V4 V /(< .
- - E J o .
dt§|t0 dt(]_lg 6])

- > («fj (to)e;(to) + € (to) %eﬂto )

J=1 N——
=0
= > & (to)e;(to)
j=1

d

Bemerkung. Ist ¢y : M — M eine lokale Isometrie und ist ¢ : I — M eine C!'-Kurve, so setze
¢ := 1) o c. Dann gilt fiir jedes C'-Vektorfeld ¢ lings c:

¢ parallel lings ¢ & € := dip o € parallel langs ¢.
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Insbesondere kommutiert das Diagramm:

Py,
Tero) M foh TenyM
A oto) d]etr)
~ P&tO}tl ~
Té(to)M Ti(tl)M

Bemerkung. Im Allgemeinen ist P, ;, 1, 7# Pz sq,5,, auch wenn c(to) = é(so) und c(t1) = é(s1).

Beispiel. Fiir die Parallelverschiebung auf (M, g) = (SQ, Jstd) siehe auch:
http://www.math.uiuc.edu/"jms/java/dragsphere/

2.6 Geodatische

Definition. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : [a,b] — M eine glatte
Kurve. Dann heifst

Energie von c.

Bemerkung. Falls (M, g) riemannsch ist, so gilt g(¢, ¢) > 0 und somit E[c] > 0 (und gleich 0 genau
dann, wenn ¢ konstant ist).

Frage. Gibt es Kurven minimaler Energie zu vorgegebenen Endpunkten (oder allgemeiner: stati-
ondrer Energie)?

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei ¢ : [a,b] — M eine glatte Kurve.
Eine Variation von c ist eine glatte Abbildung

c:(—e,e) x[a,b] = M

mit ¢(0,t) = c(¢) fur alle ¢ € [a, b]. Falls ¢(s, a) = c(a) und c(s, b) = c(b) fir alle s € (—¢,€), so heifdt
(s, t) Variation mit festen Endpunkten.

S

Das Vektorfeld £(t) := gc

S

(0,t) heifst das Variationsvektorfeld.

Bemerkung. Das Variationsvektorfeld £ einer Variation mit festen Endpunkten erfiillt:

&(a) =0und &(b) = 0.
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SATZ 2.6.1 (Erste Variation der Energie). Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c :
[a,b] — M eine glatte Kurve, sei ¢ : (—e,€) x [a,b] — M eine Variation dieser Kurve. Schreibe c5(t) =
(s, t). Sei & das Variationsvektorfeld. Dann gilt

L Bledlemn = [0 (800, 30t + 9601600 - gteta). e
Beweis.
Srello = 3| [ocoama
_ %/{f% B <g§(s ), %(s,t)) dt
_ %/b2 (;gi(o 1), gt( ,t)) dt
A (Z?ﬁ i)
- [ ) d
= [ astew.con o (0. 3ew)] a
= g€ - oteto) e~ [ o (a0, o)) ar
Dabei folgt (*) aus der Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs. 0

KOROLLAR 2.6.2. Ist ¢ das Variationsvektorfeld einer Variation mit festen Endpunkten, so gilt

Pl =— [ g <5(t), %c‘(t)) dt.

LEMMA 2.6.3. Sei c : [a,b] — M eine glatte Kurve, sei £ ein glattes Vektorfeld lings c. Dann existiert eine
Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld €. Falls £(a) = 0 und £(b) = 0, so kann die Variation mit festen
Endpunkten gewdihlt werden.

Beweis.

(a) Betrachte den Fall, dass supp(€) in einer Karte = : U — V enthalten ist, das heif3t c(¢) € U,
falls £(t) # 0.

R* >V




2.6. Geoditische 47

0

Schreibe £(t) = > &/(t) 75—
j=1

. Setze
oxJ

c(t)

o(5.1) :{ TN (1), -, () + $(EL(1), .. E7(1))), e(t)e U

Dann gilt fiir das zugehorige Variationvektorfeld:

9@l oc)
S
O(c! (t) + s¢’(t))

0s
)

s=0

(b) Im allgemeinen Fall tiberdecke die kompakte Menge ¢([a, b]) durch endlich viele Karten und
konstruiere die Variation stiickweise. a

Bemerkung. Spiter folgt ein noch einfacherer Beweis.

Notation. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, seien p, ¢ € M. Dann setze
Qp, o(M) := {glatte Kurven c : [a,b] — M mit c(a) = p und ¢(b) = q}.

KOROLLAR 2.6.4. Ist c € Q, ,(M) ein kritischer Punkt” des Energiefunktionals, das heifst

d

—F s||s=0 — 0
L Ble.limo

fiir alle Variationen c, von c mit festen Endpunkten, dann gilt

\Y%
— (1) =
¢ =0

fiir alle t € [a, b].

Beweis. Angenommen, es existiert ein ¢y € (a, b) mit

%é(to) # 0.

Dann existiert ein §p € T¢(;,) M mit
V.
g <§0, Ec(to)) > 0.

Sei ¢ das parallele Vektorfeld langs ¢ mit £(to) = &. Aus Stetigkeitsgriinden existiert ein ¢ > 0, so
dass (to — ¢,to + ¢) C (a,b) und

s (€. 560) >0
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fur allet € (to — &,t0 + €).

Wihle eine glatte Funktion ¢ : [a,b] — R mit 0
o(t) > 0furallet € (tg —e,tp +¢) und p(t) = 0
sonst.
a oty b

Setze £(t) := o(t) - £(t). Dann gilt:

o (60, e = o0 (&0, Jetw) { 2 Brvetomens

Wihle gemidfl Lemma 11.3 eine Variation von ¢ mit festen Endpunkten und dem Variationsvek-
torfeld £. Dann gilt:

d%E[csHs:O =- /abg <§(t)a %C(t)) dt < 0.

Das ist ein Widerspruch zur Annahme. Also gilt X-¢ = 0 auf (a,b) und wegen der Stetigkeit auch
auf ganz [a, b]. O

Definition. Eine glatte Kurve ¢ mit ¥ ¢ = 0 heifit Geodiitische.

Beispiel. Sei (M, g) = (R, geur) oder (R", guink)- In kartesischen Koordinaten ', . . ., 2" gilt:

-

& Jdt)=p +tf

< ct)=p+tv

& cist eine Gerade, parametrisiert mit konstanter Geschwindigkeit.

LEMMA 2.6.5. Fiir Geoditische c ist g(¢, ¢) konstant.

Beweis. g(¢,¢) =2- g( %é,é) —0. 0
~~
=0

Definition. Eine glatte Kurve c heifit

o nach Bogenlinge parametrisiert, falls g(¢,¢) = 1,

o nach Eigenzeit parametrisiert, falls g(¢, ¢) = —1,

proportional zur Bogenlinge parametrisiert, falls g(¢, ¢) = a > 0,

proportional zur Eigenzeit parametrisiert, falls g(¢,¢) = —a < 0 und

Nullkurove, falls g(¢, ¢) = 0.
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SATZ 2.6.6 (Existenz und Eindeutigkeit von Geodétischen). Sei (M, g) eine semi-riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Zu p € M und § € T,M existieren ein offenes Intervall I mit O € I und eine Geodiitische
c¢: I — M mit ¢(0) = pund ¢(0) =&

Sind ¢ : I — M und & : T — M zwei solche Geodiitische mit c(0) = ¢(0) und ¢(0) = ¢(0), dann stimmen
c und é auf dem gemeinsamen Definitionsbereich I N I iiberein.

=

Beweis. In der Karte z : U — V in p lautet die Geoddtengleichung

\V/ , L o
—i=0 & F+Y TE(C.... ") dd=0

dt -
7,7=1
fir k = 1,...,nund ¢* = z* o c. Dies ist ein gewohnliches Differentialgleichungssystem zweiter
Ordnung. Mit dem Satz von Picard-Lindel6f folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Dieses Differentialgleichungssystem ist nicht linear. Daher gibt es keine A-priori-
Kontrolle tiber die Grofie des maximalen Definitionsbereiches I der Geoditischen.

Bemerkung. Isty : M — M eine lokale Isometrie, so ist

¢: I — M Geoditische < ¢ oc: I — M Geoditische.

Beispiel. M = (R? — {0}, geunt), M = Kegel.

R? - {0}

Definition. Seit : M — M ein Diffeomorphismus. Dann heift

Fix(¢) := {p € M¢(p) = p}

die Fixpunktmenge von 1.
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PROPOSITION 2.6.7. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ € Isom(M,g). Dann
verliuft fiir p € Fix(¢) und £ € T, M mit dy|,(&) = £ die Geoditische ¢ : I — M mit ¢(0) = p und
¢(0) = & ganz in Fix(v), das heifit fiir alle t € I ist c(t) € Fix(¢).

Beweis. Setze &(t) := 1) o ¢(t). Da 1 eine Isometrie ist, ist ¢ ebenfalls eine Geodétische. Es gilt:

¢(0) = ¥(e(0)) = ¥(p) = p = <(0)
c(0) = diple(0)(¢(0)) = dy[p(§) = € = ¢(0)
Der Eindeutigkeitsteil von Satz 2.6.6 liefert:
Vitel:c(t)=_¢é(t) =1(ct)).
Das heift: ¢(t) € Fix(y) fur alle t € I. O

Beispiel. Sei (M, g) = (S", gsta). Seien p € S", € € T,S™.

Sei E C R"*! der zweidimensionale Untervektorraum,
der von p und ®,(¢) aufgespannt wird. Sei A : R**! —
R"*! die Spiegelung an E. Dann ist A € O(n + 1).

=1 := A|sn € Isom(S", gsta)-
Dann gilt:
Fix(A)=F = Fix(¢y)) = ENS" (Grofkreis).

Mit der Proposition 2.6.7 folgt dann, dass c(t) € ENS" fiir
alle t. Wir parametrisieren den Grofikreis proportional zur
Bogenldnge.

Dp(6)
c(t) =p-cos(at + 22 sin(at).
= eostal) g, g
Es miissen die Anfangsbedingungen erfiillt sein:
c(0) = pisterfullt.
d P, (&)
—c(0) = == .a = a=[2,)]=|¢-
Dann erhalten wir: £¢(0) = ®,(¢), das heifit ¢(0) = ¢. Daraus folgt:
®,(&)

c(t) = p - cos(|¢] ?) + ~sin([§] ).

€]

Bemerkung. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Zu ¢ € T, M sei c¢
die Geoditische mit

65(0) =p und C'f(()) = f
Zu o € R setze &(t) := c¢(at). Dann ist

\ \% , 2 (V.
Ec(t) = E(a cee(at)) =« (505) (at) = 0.
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Daraus folgt: ¢ ist ebenfalls eine Geodétische. Fiir die Anfangsbedingungen gilt:

é:a~é£(0):a§ }:séco‘f'

Deshalb gilt: c¢ () = cae(1).

Definition. Zu { € T, M setze exp, () := c¢(1), falls der maximale Definitionsbereich von c¢ die
1 enthélt. Setze ferner

D, = {¢ € T,M|1 ist im maximalen Definitionsbereich von c¢}.

Dann heifit exp,, : D, — M riemannsche Exponentialabbildung (im Punkt p).

Bemerkung. (1) exp,(t-§) = cie(1) = c¢(t). Daraus folgt, dass t — exp,, (&) die Geodétische ist
mit den Anfangswerten p und &.

?2) expp(O) =p.

(3) D, ist sternformig beziiglich 0, denn: Sei & € D). Sei0 < a < 1. Dann st ¢¢ auf [0, 1] definiert.

Cat(t) = ce(at). Dp
e(t) = celot) ~\\<S§
= cq¢istauf [0,1] O [0,1] definiert, da o < 1. T M AN

p

= af €D,
4) Setze D := UpeM Dy CTM und exp : D — M, exp(§) := exp,(g)(§)-

Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt, dass D offen und exp eine
glatte Abbildung ist. Insbesondere ist D, = D N T}, M offenin T}, M.

Beispiel. e Sei (M, g) = (R™, geun) oder (R™, gpink ). Dann gilt:
expp(§) =p+1:-P,(§) =p+ ,(§) mit D, = T,R™.

* Sei (Mag) = (R2 - {O}ageukl)‘ Dann:

p
Dy =T,M — {—t-®,” (p) |t > 1}. 0:/
R2

e Sei (M, g) = (8™, gsta)- Dann:

exy(€) = - cos(€l) + PEE) - sinlel), D, = T,
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LEMMA 2.6.8. Das Differential der Abbildung exp,, : D, — M im Punkt 0 ist gegeben durch den kano-
nischen Isomorphismus
depr |0 =g : TODp = TQTpM — TpM

Beweis. Sei& € T, M. Dann gilt:

d d
dexp, (@0 (€) = dexp, o (500 ) = expy()lio0 =€

In der Literatur wird das Lemma 2.6.8 manchmal etwas salopp so formuliert:
idr, ;= dexp, lo: TpM — T,M.
KOROLLAR 2.6.9. Zu p € M existiert eine offene Umgebung V,, C D, C T, M von 0, so dass
exp,, lv, : Vp — expp(Vp) =U,

ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma 2.6.8 (d exp,, |o ist invertierbar) und dem Umkehrsatz. O

Bemerkung. Im Allgemeinen ist exp, : D, — exp,(D,) C M kein Diffeomorphismus, denn
dexp,, |¢ istim Allgemeinen nicht invertierbar.

Beispiel. Sei (M, g) = (S", gsta)- Fiir p € 8™ gilt: D, = T, M und

@,(&)
€l

exp,(§) = p - cos([¢]) + -sin([€]),

aber fir ¢ € T,M mit |{| = = gilt:

exp,(§) = p - cos(m) = —p.

Fir ¢ € T, M mit |{| = 7 hat dexp,, |¢ den Kern {n € T¢T,S"|®¢(n) L £} (ist (n — 1)-dimensional).

Wir konstruieren nun gut an die Geometrie angepasste Koordinaten und wéhlen dazu eine ver-
allgemeinerte Orthonormalbasis F1, . .., E, von T,,M beziiglich g|,, das heifst

glp(Ei, E5) = €i0i5, e; € {£1}.
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Wir erhalten einen linearen Isomorphismus A : R" — T,M, (a*,...,a") — >." | o'E;.

i=
exp,,

I,M>Vy ————U,CM

R"DV,

wobei V, ;= A71()},), also: exp,, 0A : V,, =+ U, ist ein Diffeomorphismus. Setze = := (exp, 0A4)~".
Dannist x : U, — V,, eine Karte.

Definition. Die so erhaltenen Koordinaten nennt man die riemannschen Normalkoordinaten um den
Punkt p.

Inwiefern sind diese Koordinaten gut an die Geometrie angepasst?

PROPOSITION 2.6.10. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, seip € M. Seien g;; : V, = R
und Ffj : Vo — Rdie zu den riemannschen Normalkoordinaten x um p gehorigen g;; bzw. Christoffel-
Symbole. Dann gilt:

z(p) =0, gi;(0) = £:045, Ffj (0)=0.
Beweis.

@) z(p) = A (exp, ' (p)) = A1(0) = 0.
(b) Seieneq,...,e, die Standardbasis des R". Dann

9i;00) = glp(dz" o(es), dz ™ |p(e5))

= glp(d(exp, 0A)[o(e;), d(exp, 0A)|o(e:))

= glp(dexp, [o(E;), dexp,, [o(E})))
(

L.2.6.8
=7 glp(Ei, Ey) = €04

[=}

(0 Seiv = (v',...,v") € R". Dann st ¢(t) = 2~ (tv) = exp, (tAv) eine Geoditische mit ¢(0) =
p und ¢(0) = Av. In riemannschen Normalkoordinaten lautet die Geodatengleichung fiir
diese Geodatische

0=2é"t)+ Y ThH(c'(t),...,c" (1) - &(t) - & (b).

i,j=1

Hierbei ist c*(t) = 2% (c(t)) = tv*, ¢*(t) = v* und &*(¢) = 0. Fiir t = 0 ergibt sich

0=0+ > T(0,....0)-v" 0.

ij=1

Dann ist 5%, definiert durch 5*(y, 2) := >_7',_; T ;(0)y2/, eine symmetrische Bilinearform
auf R", denn:

ﬁk(z,y) = Z Ffj(o)ziyj: Z F?i(o)zjyi: Z Ffj (O)yizj = 5k(yaz)-
ij=1 / jii=1 / ij=1

Vertauschen v tor-
der Indizes sionsfrei

Daher gilt 8*(v,v) = 0 fiir alle v € R™ und daher 3*(y, z) = 0 fiir alle y, 2 € R". Daraus
folgt: I'};(0) = 0 fur alle i, j, k. 0
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Geraden in R" d
T,M
/%/

Geoditen
in M durch p

Beispiel. Sei (M,g) = (R”, geua) oder (R™, gvink), sei p € M. Wahle A = ®, = kanonischer
Isomorphismus R™ = T,R™. Dann gilt exp,,(Av) = p + v, also

z:R" = R" x2(q) =q—p.

KOROLLAR 2.6.11. In riemannschen Normalkoordinaten gilt fiir die Taylorentwicklung um 0 von g, ; :

Ve = R:
gij(x) = €idi; + O(|z]?).
Beweis.
_ — gij K 2
gij(x) = gij+ Dk (0) -z" + O(]=[)
k=1
9gi S
—2(0) = > (T%(0)g;;(0) + T};(0)ga(0)) = 0

Oxk / —

Beweis von Satz 2.3.1 O



Kapitel 3

Krimmung

3.1 Riemannscher Kriimmungstensor

Definition. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Seien ¢ € T, M und
n,¢ € Ep(M). Dannist V,, ¢ € E,(M) und

VinCi=VeVyC — Vyn¢ € T,M
heifst zweite kovariante Ableitung von ¢ in Richtung £ und 7.

LEMMA 3.1.1. Die zweite kovariante Ableitung ngc hiingt von 7 nur vermaoge n|, ab, das heift, sind
n, 1 € Ep(M) mit n|, = 7|, dann gilt:

vg,nc = V?ﬁC-

Beweis. Wir wihlen um p riemannsche Normalkoordinaten x und schreiben in diesen Koordina-
ten (unter Verwendung der einsteinschen Summenkonvention) die Vektorfelder lokal als:

0
ox?

. 0
=l =k
» M= A ¢ C(?xk"

£=¢

Da die Christoffel-Symbole in 0 alle verschwinden erhalten wir:

9 )
J_— — g N
» (n W') 50V g

Ven v +0

p

;)
i
§ dzt

O B) B)
S Veal = €GR07 5| (¢a)
p
- Ond k
= 61877 aio 9

507 V970 5

p
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Und ebenso:
Vil = Viyo (<=C’“%)
= VeV ( = VEi%L (nﬂg_gja;; +77j<kF§7caxim)
- eFROTE0) | + e 5|
e O G20 5
womit dann folgt:
= Vi, (= |E7(0) aijg;j (0)+§inj(0)<m(0)a§fT (0)} % .

Die Abhéngigkeit von 7 dieses Ausdruckes beschrénkt sich auf die Werte 77 (0), also auf |,. O

Folgerung. Der Ausdruck V§7n§ ist wohldefiniert fiir £, € T, M und ¢ € =,,.

LEMMA 3.1.2. Fiir §,n € T,M und ¢ € Z,(M) hingt

R(&n)¢ ==V, (= Vi
nur von ¢ vermoge (|, ab. Das heifit R(&,n)¢ € T, M ist fiir £, n, ¢ € T, M wohldefiniert.

Beweis. Wieder gilt in riemannschen Normalkoordinaten um p:

v§m< = 5(0)77]'(0) <a$ia$g‘

= R(En)¢ = (€(0)7(0) —Ej(O)ni(O))<

= £'(0)(0)

Definition. Die Abbildung

R:

ank . al"?m 9
MO | 5aF

p

62Ck
0xtoxI (0)

82 Ck

&n,¢)

heif$t riemannscher Kriimmungstensor im Punkt p.

+¢™(0)

ank 0 0 (0 0
Gxiﬁxj( )= ijaxi( ) +¢7(0)

- ork ;
- 5(0)77](0)4’”(0)( S 0) - (°)> 5aF

T,M x T,M x T,M — T,M
= R(&n)¢

k
8{1;:” (0)> aak

T T p
rs ark d
Jm m im
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Darstellung in lokalen Koordinaten.

Seix : U — V eine Karte von M. Dann wird R auf U festgelegt durch glatte Funktionen R, =

V — R, definiert durch
0 0 0 ., 0
R (a—x a_) o~ 2 e gt

Wir haben bereits gesehen, dass in riemannschen Normalkoordinaten gilt:

! OTji
Rkij(o) = Oz ( )_ %(0)

Bemerkung. Man kann nachrechnen (das ist nicht schwer, dafiir aber etwas miihsam), dass in
beliebigen Koordinaten gilt:

or or
[ _ k zk l
Ry,;;(0) = arjz‘ (0) - 81:3 )+ E [ilh.5)

PROPOSITION 3.1.3 (Symmetrien des Kritmmungstensors). Sei (M, g) eine semi-riemannsche Man-
nigfaltigkeit, sei p € M, seien {,m,(, v € T, M. Dann:

D R:T,M x T,M x T, M — T,M ist trilinear,
@) R(&n)¢ = —R(n,€)¢,

B) glp(R(& )¢ v) = —glp(R(E n)v, C),
(4) Erste Bianchi-Identitit. R(E,1n)¢ + R(n,¢)¢ + R(¢,&)n = 0 und

() glp(R(&n)C,v) = glp(R(C,v)E n).
Beweis.
(1) klar, da bereits Vg, ,CIng, n und ¢ R-linear ist.

(2) ist auch klar.

(3) Wir berechnen dies in riemannschen Normalkoordinaten um p fiir

e= 2 N S 2
= awi p) 777 alﬂj p7 - awk p7 - a:ﬂl )
Dann gilt
5} 0 0 3}
glP(R(€777)CaV) - g|p (R(@p,@p> @p,@p>

- m 0 0
= 9|p (T;Rkij(o) Dzm p7 92l p)
0 0
= Z szg g|P <81L'm ) @ )
P P

n

= > gml(0)- R}};(0)

m=1
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In beliebigen Koordinaten (und damit auch in riemannschen Normalkoordinaten fiir « # 0)
gilt (nach dem Beweis von Satz 2.3.1):

99ij -
(9:02 - z:: (93 Ui+ gmil"i5)
Nomal 02gy; - ary ory
= g © = X (mOFEO 005 0)
0%y 9%gi
- 0= Oz ox! 0) - ox'ozk (©
ary
S (OG0 520
" ar?; ory
_gmj(o) Ok (0) = gmi(0) ==~ Ok (O))
= Z gmj (0) R (0) + gmi(0) R}},(0))
=1
l—m’_ n
= (’f:i) 0 = > (gmi(0)R}L;(0) + gmi(0) R} (0))
j—l m=1
g Z gml Rku = = Z gmk(O)R;Z] (0)

Daraus folgt die Behauptung fur diese &, 7, ¢, v.
Mit der Multilinearitét folgt die Behauptung fiir alle £, 1, ¢ und v.

(4) Die erste Bianchi-Identitét ist dquivalent zu
i i !
Rkij + ka + Rjki - 0
Wir rechnen dies in riemannschen Normalkoordinaten nach:

R%C’Lj( )J’_R’ij( )+R]kz( )_

ar' arl// ar,/ vy - aryy T
ag/ od odr O o O 81]2/

(5) Beweis durch Nachrechnen:

0 2 gl (BHRE V) + gloBEETT,v) + glp(R(E,m) >
+ glp(B&&EGT M) + Mﬂlp(m, Q8

+ glp (BT C) + gl () + glp(R(n, v,
+ gl REFFCE) + glp(RCIV,€) + glp(R(G V)0, )
29, (R(&m)Csv) + 2gp(R(¢ v)n, €)
= 2(glp(R( )¢ v) — glp(R(Cv)E )

@,03)
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Beispiel. Sei (M, g) = (R”, geun) oder (R™, gpink). In kartesischen Koordinaten gilt Ffj = 0. Dar-
aus folgt:
szj =0 = R=0.

Definition. Eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit mit R = 0 heif3t flach.

Warnung! In der Literatur existieren zwei verschiedene Vorzeichenkonventionen fiir R:
Unser R ist das Negative des Kriimmungstensors, wie er beispielsweise in [O’Neill] definiert
wird.

LEMMA 3.1.4. Seien (M, g) und (M, §) semi-riemannsche Mannigfaltigkeiten, sei vy : M — M eine lokale
Isometrie. Sei p € M. Dann gilt fiir den Kriimmungstensor R von M in p und den Kriimmungstensor R
von M in ¢(p): 3

diplp (R(&m)C) = R(dplp(£), didlp(m)de[p(€)

fiiralle £,n,¢ € T, M.

Beweis. Sei x : U — V eine Karte von M mit p € U. Dann ist 7 := x o ot U - V eine
Karte von M, wobei U := ¢(U) und U eventuell verkleinert wurde (so dass ¢ : U — U ein
Diffeomorphismus ist).

Da 1 eine lokale Isometrie ist, folgt, dass g;; = gi; : V — R, wobei die g;; die Komponenten von
g beziiglich z und g;; die Komponenten von § beziiglich  sind. Damit sind die entsprechenden
Christoffel-Symbole gleich: I'}; = Fk und damit sind es auch die Komponenten der Kriimmungs-
=R! O

!
tensoren: Kij*

kij

Bemerkung. Verschwindet der Kriitmmungstensor R : T, M x T,M x T,M — T, M im Punkt p
nicht, dann gibt es keine Karte um p, fiir die Ffj =0.

Alternativ kann man den Kriitmmungstensor auch definieren als eine multilineare Abbildung
R:T,M xT,M x T,M x T,M — R, R(&,n,¢,v)=g(R(En)Cv).

In lokalen Koordinaten setze fiir eine Karte z : U — V um p

0 0 0 0
ikl R, ijk = i B B i K
ngl V- R]kl (:L'(p)) R (61}1 ) oxd ) ok . ozl p)
Dann gilt s o 0 0 0
Riju = Ruij = ¢ (R (—axk ; _axl) o —8zj)

0

- <Z Rik g 8zm 8xi>
0

- Z Biag <8$m axﬂ)

Es folgt also: Riym = Z gmiR

Wir haben den oberen Index ,heruntergezogen”.
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Umgekehrt:

n
! _ 1 m
Rkij - E 6m kij

n
= Z galgmaRZ;L'j

al
= kz] Zg Rkazg

Der Index wurde ,raufgezogen”.

PROPOSITION 3.1.5. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. In riemannschen Normalkoor-
dinaten gilt dann:

9ij (¥) = iy + 5 ZRW Yakal + O(|z|?).
kll

Beweis. Wir wissen bereits g;; (z) = ¢; 0;; + O (Jz|*) (Korollar 2.6.11). Im Folgenden verwenden
wir die einsteinsche Summenkonvention sowie die abkiirzenden Schreibweisen

of _f
oxk Ozkoxt

foo =

und fJCg =

fur die ersten und zweiten partiellen Ableitungen. Im Beweis von Satz 2.3.1 haben wir gesehen,
dass

izt = Ui gmj + U85 Gmi -

Diese Gleichung differenzieren wir nach 2!, werten in 0 aus und benutzen, dass die Christoffel-
symbole in 0 verschwinden:

gijke (0) = T3¢ (0) - gmj (0) + T (0) gimi (0) - (3.1)
Zwischenbehauptung:
Fz] ¥4 (0) + Flgz’,j (0) + F]é 4 (0) =0. (32)

Beweis der Zwischenbehauptung:
In Normalkoordinaten ergeben die Geraden ¢ — t - 2 durch 0 Geodétische. Die Geodédtenglei-
chung lautet dann :

0= Ffj (t-z)a’a? .

Wir differenzieren das nach ¢t und werten in ¢t = 0 aus:

0= 7 - Ff (tr) 2’2’ = F”e (0) zfzial .
Damit haben wir fiir jedes k ein Polynom 3. Grades in z, ndmlich P* (z) := T}, ,(0) z'a7z",

das identisch verschwindet. Also muss fiir jedes Monom z“z°z7 die Summe der Koeffizienten
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¥, (0) mit o'z 2* = z*2P27 verschwinden. Dies und die Symmetrie der Christoffelsymbole in
den beiden unteren Indizes liefern die Zwischenbehauptung.
Mit Ry, (0) = %, . (0) — %, (0) folgt:
Rieij (0) - ( ﬂz (0) - l’zij (0)) gme (0)
=" — (7, (0)+T7 5 (0) + T3 5 (0)) gme (0)
= — ik (0) + 2000 (0)) gme (0) . (3.3)
Also gilt
X Prop. 3.1. N
2Ripje (0) %2t TP (L Ry (0) = Ryjir (0)) 2t
(3.3) m m
= (T 1 (0) + 2% 4 (0)) gmi (0) aat
+ (Ui (0) + 207 1 (0)) gimj (0) 2" 2*
(*) m m
= (T (0) + 217 1 (0) gmi (0) 22’
+ (U5 (0) + 2T7% 4 (0)) gmj (0) 2"
(3.1)

= (gig.ex (0) + 2gij ke (0)) - ¥ a*
= 3gij_,k4 (0) . :L'k:L'e .
Dabei haben wir in der mit () gekennzeichneten Umformung in der unteren Zeile den Summa-
tionsparameter k in £ umbenannt und umgekehrt. Dies ergibt fiir den Term 2. Ordnung in der
Taylorentwicklung
1 o e 1 Z

5 Gij, ke (0) IEklE = 5 Rikje (0) . xkx .

3.2 Schnittkriimmung

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit einer nicht entarteten symmetrischen Bilinear-
form (-, -). (Spater wird V- = T, M und (-, -) = g|,(-, -) sein.)

Definition. Ein Untervektorraum U C V heif3t nicht entartet, falls (-,-) [uxv : U x U — R nicht
entartet ist. Man setzt dann:

Gr(V,{(-,-)) := {k-dimensionale, nicht entartete Untervektorraume von V'}.

Bemerkung. Ist (-, -) definit, so ist jeder Untervektorraum nicht entartet.

Setze Q: V x V =R, Q(&,n) = (£,€) (n,n) — (&,n)°.

LEMMA 3.2.1. Es sind dquivalent fiir zweidimensionale Untervektorriume E C V:
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(M) E e Go(V, ().
(2) Es existiert eine Basis £, von E mit Q(&,n) # 0.

(3) Fiir alle Basen &, n von E gilt Q(&,n) # 0.

Beweis. Beziiglich einer Basis £, von E wird (-, ) | gx g dargestellt durch die Matrix

den = (<§,§> <n,s>) |

&mn) {nm
Dann gilt Q(&, 1) = det A¢ ,,. Daraus folgt die Behauptung. O
Bemerkung. o Ist (-, -) positiv definit, so ist

v Q(&,n) = Flacheninhalt des von € und n aufgespannten Parallelogrammes.

e Der zweidimensionale Untervektorraum £ C V ist genau dann entartet, wenn eine Basis
&¢,nvon E existiert mit

(€,8) = {&m) =0.
Begriindung:

5 QUEM) = (68 ) = @
=0 =0

,=": Sel E entartet, das heiflt, (-,-) |pxg ist entartet. Daraus folgt: Es existiert ein
& € E— {0} mit ({,¢) = 0 fur alle ¢ € E. Ergdnze £ durch ein 7 zu einer Basis

von E.

Beispiel. Sei V = R? mit dem Minkowski-Skalarprodukt «
() = =€+ €'n' + €%, v
Betrachte den Lichtkegel C := {¢ € R® — {0} (£,&)) = 0}.

Dann ist eine Ebene £ C R® genau dann entartet, wenn -
E = T,C fir ein p € C. Sei namlich ¢ : (—¢,e) — C eine
glatte Kurve mit ¢(0) = p und ¢(0) = £. Dann gilt:

{c(t),ct))y =0Vt e (—¢,¢)

= 0= (ct),c(t)) =2{(c0),¢(0)) =2(&p)

t=0
= T,C C p*, wobei beide zweidimensionale Untervektorraume von R? sind.
= T,C=pt.

= ¢ =pund n € T,C linear unabhéngig davon erfiillen (&, &)) = (&, ) = 0.
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entartet nicht entartet nicht entartet

LEMMA 3.2.2. Sei V endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit nicht entarteter symmetrischer Bilinear-
form (-,-).Sei R: V x V x V x V — R multilinear mit

R(ga m, Ca V) = _R(na €7 Ca V) = _R(€7 nv, C)
fiiralle §,n,¢,v € V. Dann hiingt fiir E € Go(V, (-, -)) der Ausdruck

 R(&,m,n,8)
KB = =0

nicht von der Wahl der Basis &, m von E ab, sondern nur von E selbst.

Beweis. Sei i, v eine andere Basis von E mit y = a§ + bnp und v = ¢£ 4 dn. Dann gilt:

R(p,v,v, ) = R(a&+ b, c€ 4 dn,c& + dn, a& + bn)
= adcb- R(&,n,&,m) + adda - R(&,1,n,&) + beeb - R(n, €, &,m) + beda - R(n, &, 1, €)
= (—abed + a*d* + b*c® — abed) - R(€,1m,1,€)

= (ad - bC)2 . R(€7 n,1n, 6)

Die Abbildung Ry : V x V x V x V — R, definiert durch Ry (§,7n,¢,v) := (&, v) (n,{) — (£, C) (n,v),
hat alle Symmetrien des Kriimmungstensors in Proposition 3.1.3. Daraus folgt

Ri(p,v, v, 1) = (ad — be)® Ry (€,1m,1,€) -
— ——
=Q(u,v) =Q(&n)

Daraus folgt dann direkt die Behauptung. O

Setze G2(M, g) := U Go(TpM, glp).

peEM

Definition. Die Funktion K : G2(M, g) — R, definiert durch

K(B) = BEnme).

Q&)

wobei &, n eine Basis von E bildet, heifSt Schnittkriimmung von (M, g). Hierbei ist R der riemann-
sche Krimmungstensor.
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Bemerkung. Die Schnittkriimmung ist nur fiir Mannigfaltigkeiten mit der Dimension grofser
gleich 2 erklart.

Falls dim(M) = 1, so ist R(€,n,(,v) = 0 fur alle §,n, {, v € T, M wegen der Schiefsymmetrie in £
und 7.

Definition. Ist (M, g) eine zweidimensionale semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, so heifit
K:M—R, K(p) :=KT,M)
die Gauf$-Kriimmung von M.

Bemerkung. Die Schnittkriimmung bestimmt den riemannschen Kriimmungstensor. Es gilt
ndmlich

R n,¢v) = KE+vn+QQE+vn+() —Kn+v,6+0QMn+v.+()

—K(€ n+QQEn+¢) —Kn{+v)Qn,&+v)
K(C,§+v)Q(CE+v) — K(v,n+ QOQ((v,n+ ()
K(En+v)Q&n+v)+Kn+8§QMm, ¢ +¢§)

(Cn+v QUCn+v)+ K, + Qv £+ ()
K(&,QQ(&C) + K(n,v)Q(n,v) — K(§,v)Q(&v) — K(n,()Q(n, ()

furalle ¢, n, ¢, v € T, M, fir die die entsprechenden Schnittkriimmungen definiert sind. Die Men-
ge der Quadrupel (&,7,(,v), die dies erfiillen, ist offen und dicht in 7}, M x T, M x T,M x T, M.
Wegen der Stetigkeit legt dies R auf T, M x T, M x T,M x T,,M fest.

Spezialfall: Hangt K (E), E C T,M, nur ab von p (automatisch erfiillt, falls dim(A/) = 2, im Allge-
meinen aber nicht erfiillt, falls dim(Af) > 3), so gilt

R(év”aévy) - K(p)(<77,§> <§7V> - <§a<> <775 V>)

Auflerdem gilt immer: K =0 < R =0.

3.3 Ricci- und Skalarkriimmung

Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Der riemannsche Kriimmungsten-
sor an der Stelle p € M ist eine multilineare Abbildung

R:T,M x T,M x T,M — T,M.
Fiir feste £, € T, M erhalten wir die lineare Abbildung
R(E - ToM = T,M, - ¢ R(E Q-
Definition. Die Abbildung
ric: T,M x T, M — R, ric(¢,n) := —Spur(R(&, -)n) = Spur(R(-,£)n)

heift Ricci-Kriimmung (an der Stelle p).
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Bemerkung. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit nicht entarteter symmetrischer Bi-
linearform g, seien Ei,...,E, eine verallgemeinerte Orthonormalbasis von (V,g), das heifst
9(E;, E;) = €;0; j mit ; = £1. Dann gilt fiir jeden Endomorphismus A4 : V — V, dass

Spur(A 251 E;), E;).

Denn: Mitw; : V = R, w;(§) :==¢€;-9g(&, E;),istwy,...,w, diezu Ey, ..., E, duale Basis.

= Spur(4) = Zwi(A(Ei)) = Za - g(A(Ey), E;).

)

In lokalen Koordinaten: Fiir eine Karte z : U — V von M setze

9
oz

0
ic;; 1 Vo R, ricy = ric| —| |
ric;; ric;; (z(p)) rlc( o7,
LEMMA 3.3.1 (Eigenschaften der Ricci-Kriimmung).

(1) Die Abbildung ric ist bilinear und symmetrisch auf T, M.
(2) Fiir eine verallgemeinerte Orthonormalbasis E1, . .., E, von (T,M, g|,) gilt:

ric(é, ) = Zsz R(¢, Ei)Ei,n).

(3) Es gilt: ric;; = Z RY.

Beweis.
(2) Es gilt
ric(&,n) = Spur(C = —=R(E, ()

= 251 §E)777E)

= Z ei- g(R(&, E)Ey,m)
(1) Bilinearitit ist klar, da R multilinear.

riC(n,é) = Zsz E’va)

Prop.

= Zal R(E;, &), Ex)

Prop.
313

w Zsz R(&, Ei)Ei, 1)
= rlC(&m)
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(3) Es gilt: ric;; = ric (32, 52%) = Spur (( — —R (52, ¢) 52 )- Beziiglich der Basis 52, ..., 5%

hat dieser Endomorphismus die Matrixdarstellung
! !
(*Rjik)k,l - (Rjki)k,l
Daraus folgt, dass ric;; = >, _, R;‘?ki, und wegen (1) ist ric;; = ric;;, woraus dann die Be-

hauptung folgt. O

LEMMA 3.3.2. Die Ricci-Kriimmung lisst sich durch Mittelung aus der Schnittkriimmung berechnen.
Genauer: Ist £ € T,M mit g(§,&) # 0 und ist Es, ..., E, eine verallgemeinerte Orthonormalbasis von
&+, dann

Es

ric(€, &) = g(&,€) - ZK Spann{¢, E;})
Jj=2

Das ist im Wesentlichen der
Mittelwert von K auf allen

Ebenen, die & enthalten.
3 E,

Beweis. O. B. d. A. sei g(§,£) = £1. Schreibe { =: E;. Dann bildet E1, ..., E, eine verallgemei-
nerte Orthonormalbasis von T, M.

ric(§,€) = Zg(Ei,Ei)'Q(R(f,Ei)Eivf)
= Zg(Ei, E;)-g(R(& E;)E;, €)

= Zg E;, E;) - K (Spann{¢, E}) - (9(€,£)9(Ei, Ei) — g(§, Ei)?)
=0

= 9(5;6) ) ZK(Spann{g, Ez})
g

Bemerkung. Durch Polarisieren legt ric(, €) fur alle £ € T, M auch ric(¢,n) fur alle §,n € T, M
fest, da: ric(¢,n) = 3 (ric(§+n,§+n) — ric(€, ) — ric(n, ) ).

Bemerkung. Die Abbildung ric : T,M x T,M — R ist bilinear und symmetrisch, g|, : T, M x
T,M — R ist auch bilinear und symmetrisch, zusatzlich aber noch nicht entartet.

Daraus folgt: Es existiert genau ein Endomorphismus Ric : T,M — T, M, so dass

ric(«f,n) = g|p(R1C(€)777)
furalle §,n € T, M.

In lokalen Koordinaten: Fiir eine Karte x : U — V erhilt man Funktionen Ric] : V — R durch:

. 0
Ric (83@1 ) ZRlC 6303
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Dabei gilt:

;= e (2L 9
ricy; = | 5555

k=1 0
- g 0
— k - =z
= ZRlcz g (axk’ axﬂ)
k=1
= I'iCij = ZRle * Jkj
k=1

Definition. Die Abbildung
scal(p) := Spur(Ric)

heifst Skalarkriimmung im Punkt p € M.
LEMMA 3.3.3. (1) In lokalen Koordinaten gilt
scal(p) = Y _Ric}(z(p)) = Y ricy;(z(p)) - 9" (x(p)).
i=1 ij=1

(2) Fiir eine verallgemeinerte Orthonormalbasis E1, . . ., E,, von T, M gilt
Scal(p) = Z ;e I'iC(Ei, Ez)
=1

Beweis klar. O

Spezialfall. dim M = 2.

Sei K die GauBSkrimmung (das heifit K (p) = K (T}, M)), dann ist der Krimmungstensor gegeben
durch

R(€7 m, Cv V) = K(P)(Q(Uv C)g(€7 V) - g(é-a C)g(na V))

Daraus folgt fiir die Ricci-Kriimmung

ric(§,n) = Zéi'R(f,Ez‘,EmU)
= K(p)Zsi(g(Ei,Ei)g(&n)—g(ﬁ,Ei)g(Ei,n))
= K(p)(29(&n) —9(&m))
= K(p)-9(&mn)

= r1ic = K-g

= scal = 2K
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Abhingigkeiten der verschiedenen Kriimmungsbegriffe.

| dmM [ 2 | 3 | >4 |
I ¢ ¢ 4
" ¢ 4 4
ric N 1l 1l
scal v v v

In der Physikliteratur werden in lokalen Koordinaten hiufig folgende Bezeichnungen verwendet:

e fiir R schreibt man: Réjk und R;;x; (wie hier),
e fiir Ric und ric schreibt man: ric;; = R;; und Ric] = R?,

e fiir scal schreibt man: scal = R.

3.4 Jacobi-Felder

Ziel. ,Linearisiere” die Geodatengleichung.

Definition. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Variation von Kurven c :
(—e,€) x I — M heif3t geodiitische Variation, falls fiir jedes s € (—¢, ¢) die Kurve ¢ — ¢4(t) := ¢(s, t)
eine Geodatische ist.

Sei {(t) := 820(0’ t) das zugehorige Variationsfeld.
S
A% vV
() €0 = Faraels Ol
VvV
= G5 o0
vV Vo Oc Oc Oc
= g&gc(s,t)l‘SZO‘f'R (E(O,t),a(o,f)) E(O,f)

e
=0, da geod. Var.
= R(¢o(1),£(t))éo(t)

Definition. Die Gleichung

2
(3) €= ro

heif8t Jacobi-Feld-Gleichung. Die Losungen heifSen Jacobi-Felder.

Bemerkung. Wir haben gezeigt, dass die Variationsfelder von geoditischen Variationen Jacobi-
Felder sind.

PROPOSITION 3.4.1. Sei M eine n-dimensionale semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei
c : I — M eine Geodiitische, sei to € I. Fiir alle §,m € T, M gibt es genau ein Jacobi-Feld J

lings c mit J(to) = & und %J(to) =.

Insbesondere ist { Jacobi-Felder lings c } ein 2n-dimensionaler Vektorraum.
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Beweis. Sei E(to), ..., En(to) eine Basis von T,y M. Verschiebe parallel langs ¢ und erhalte die
Basisfelder E(t),.. ., Ey,(t) langs c(t). Schreibe J(t) = > ", v/ (t)E;(t). Dann gilt (%)2 J(t) =
i1 V(8 B (8).

R(&(t), J(1))é(t) = Zvj (O)R(E(E), E5(8)e(t).

Schreibe R(¢(t), E;(t))é(t) = Y op_y a¥(t)Ex(t).

J ist Jacobi-Feld < kaEk = Z afvj By
k=1 G k=1

n
PN i}k:Zafvj furallek=1,...,n
Jj=1

Dies ist ein lineares gewohnliches Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung. Die Losungen
existieren also (auf ganz I) und sind festgelegt durch die Anfangswerte v*(to) und ©*(t;), das
heifit durch J(to) und ¥ .J (to). i
Beispiel. Ist M flach, das heifst R = 0, so lautet die Jacobi-Feld-Gleichung

\Y

2
<£> J=0 = {Jacobi-Felder} = {£(t) + tn(t)|{, n parallel}.

Beispiel. Sei c Geodétische in einer semi-riemannschen Mannigfaltigkeit. Dann ist das Vektorfeld
J(t) :== (a + bt)¢(t) ein Jacobi-Feld, wobei a, b € R. Denn:

2
<%) J(t) =0, R(¢J)e=(a+bt)R(¢, ¢)é=0.
J ist das Variationsfeld zur geoditischen Variation
c(s,t) = c(t+ s(a+bt)) =c((1 + sb)t + sa).

Dies ist der zweidimensionale Raum der uninteressanten Jacobi-Felder.

Bemerkung. Falls fiir ein Jacobi-Feld J : I — TM gilt: J(to) L é(to) und 3 J(to) L ¢(to) fiir ein
to € I,so gilt J(t) L ¢(t) und 5 J(t) L ¢(t) fiir alle ¢ € . Denn:

(5 = () o)) = momans

=0

= <YJ,6> = 0 undaus
dt

d, . /v .\ _
% <J, C> = <dt<], C> = 0

= (J,e) = 0
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Folgerung. Sei c nicht lichtartig. In diesem Fall ist T,y M = Ré(t) @ ¢(t)*. Dann ist
{Jacobi-Felder lings ¢} = R- ¢ & R - t¢ & {Jacobi-Felder J langs c¢|J L ¢, 3.J L ¢},

uninteressante
Jacobi-Felder

interessante Jacobi-Felder
Bemerkung. Fiir lichtartige Geodétische c gilt dies nicht, da ¢ L ¢.

Beispiel. Sei (M,g) = (R?, gmink), sei ¢ lichtartige Geodétische, sei ¢ ein
lichtartiges paralleles Vektorfeld lings c und linearunabhéngig von ¢. c

Wegen ¢ parallel und R = 0 ist £ ein Jacobi-Feld. Es gilt
{Jacobi-Felder lings ¢} = Ré® R(t¢) RE B R(tE)
———
= {Jacobi-Felder J lings ¢|J L ¢, % J L ¢}

Definition. Fiir k € R sind die verallgemeinerten Sinus- und Kosinusfunktionen s,,c¢, : R — R
definiert durch

ﬁsin(\/ﬁw) >0 cos(vk-r) , k>0
Su(r):=¢ T s k=0 bzw. ¢, (r) =< 1 , k=0
ﬁ sinh(y/|s] 1), K<0 cosh(y/|k| ), k<O

Man rechnet leicht nach, dass ks? + ¢2 = 1,8/, = ¢, ¢\ = —K54, 5,(0) = 0 und ¢, (0) = 1.

Beispiel. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrimmung K = k.
Sei c eine Geodaitische, nach Bogenlidnge parametrisiert. Sei { ein paralleles Vektorfeld langs ¢ mit
£ L ¢ Setze J(t) := (asx(t) + bey(t))E(t) mit a, b € R. Dann

2
(%) J o= (aBe 4 BE)E

= —k(as, +bc,)¢ = —krJ
Fur den Kriimmungstensor gilt R(&,7)¢ = £((n,¢) £ — (£, () n)

= R(¢,J)e = (asg+beg) - k((§,¢)é— (¢, ¢)E)
=
= —k(as, +bc,)¢é = —krJ

Also ist J ein Jacobi-Feld.

= {Jacobi-Felderlangs c|J L ¢, ¥ J L ¢} = {(as, + bey)€|a, b € R, € parallel lings ¢, & L ¢}.
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0

=
I

k<0

PROPOSITION 3.4.2. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c : [a,b] — M eine Geodiitische.
Sei £ ein glattes Vektorfeld lings c. Dann gilt

& ist Jacobi-Feld < ¢ ist Variationsfeld einer geodiitischen Variation.
Beweis.

=" wissen wir schon.

»=" Sei £ ein Jacobi-Feld lings c. Wahle ein ty € [a, b &(to)

und wiéhle eine glatte Kurve v : (—¢,¢) — M mit [%

~7(0) = ¢(to) und 4(0) = (o). Sei m das parallele 3 I

Vektorfeld langs v mit 11 (0) = ¢(to). Sei 2 das par- to) . 'E

allele Vektorfeld langs v mit 15(0) = Y£(to). Setze VF——=

n(s) i= 71 (s) + sma(s) und . /ET : ¢

C(Sv t) = eXp'y(s)((t - tO)U(S))

Da der Definitionsberech von exp offen ist, ist ¢(s, t) 7

fur |s| hinreichend klein fiir alle ¢ € [a, ] definiert.

Dann gilt / %
01 = eyt~ t0)n(0) /\ c

= exPe)((t —t0)c(to)) = c(t) v

= cist eine geoddtische Variation.

Sei J(t) := % (0,t) das zugehorige Variationsfeld. Dann ist J ein Jacobi-Feld. Wir zeigen:
&(tg) = J(to) und % (to) = %J (to). Dann folgt £ = J und damit ist £ das Variationsfeld
einer geodétischen Variation. Also

Jdc d d

J(to) = 5-(0.t0) = - expyy(0) = - (s) = §(0) = &(to)
s=0 s=0
\Y Vo Vo \Y \Y
G70) = 3r5-(000) = 22 (0t0) = —n(0) = m(0) = —E(to)

O

PROPOSITION 3.4.3. Sei M semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, seien p € M und & € T,M. Die
Geoditische (t) = exp,(t§) sei auf [0, 1] definiert, das heifit, § ist im Definitionsbereich von exp,,. Zu
n € T,M (= T, T,M) sei J das Jacobi-Feld lings v mit J(0) = 0 und ¥ J(0) = n. Dann gilt

J(t)

dexp, |i(n) = —= (0 <t<1)
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Beweis. Betrachte die geodétische Variation c(s, t) := exp, (t(§ + s1)).

Sei ( = %|5:0 das zugehorige Variationsfeld, also ein Jacobi-Feld.
Dann gilt
Oc d
¢(0) = %(0,0) = Eexpp|5:0(0) = 0 = J(0)
v V Oc V Oc A\
ﬁC(O) = %%(0,0) = %a(O,O) = £(§+577)|s:o
v
= n = EJ(O)

Daraus folgt dann ¢ = J und weiter gilt

d
dexpy lie(n) = —=exp, (€ + sn)ls=o0

= % exp,, (t ({ + s?))

1
= ;C(t) = ;J(t)

s=

FOLGERUNG 3.4.4. ker(dexp, |¢) = {Jacobi-Felder lings ~(t) = exp,(t£)|J(0) = 0, J(1) = 0}.

Definition. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei v : I — M eine Geodatische.
Dann heiflen t1,t2 € I, t1 # to konjugierte Punkte langs , falls es ein nicht-triviales Jacobi-Feld .J
langs v gibt mit J(¢1) = 0 und J(¢2) = 0.

FOLGERUNG 3.4.5. dexp, |¢ ist genau dann nicht invertierbar, wenn 0 und 1 konjugierte Punkte lings
v(t) = exp,,(t&) sind.

Beispiel. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung K = k.

Fall 1: k < 0.Jedes Jacobi-Feld hat hochstens eine Nullstelle.
= Es gibt keine konjugierten Punkte.
= dexp, |¢ ist invertierbar fiir alle { € D,,.

= Die Abbildung exp,, : D, — M ist ein lokaler Diffeomorphismus.

Fall 2: k> 0. Die zu ¢y konjugierten Punkte sind die Punk-
teto + m% fir m € Z — {0}. Es gilt also
exp,({€ € Tp,S"| €] = 7}) = {-p}-

Fir |¢| = 7 gilt dann

ker dexp,, |¢ = ¢t

PROPOSITION 3.4.6. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c : [to, t1] — M eine Geoditische
und seien to und t, nicht zueinander konjugiert lings c. Dann existiert zu & € T )M und n € Tey )M
genau ein Jacobi-Feld J lings ¢ mit J(to) = { und J(t1) = 7.
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Bemerkung. Wir konnen im nicht konjugier- J

ten Fall Jacobi-Felder statt durch Anfangswer- c(t)
te J(tp) und %J (to) auch durch die Randwerte c(to)

J(to) und J(t1) charakterisieren. n

Beweis von Proposition 20.6. Die lineare Abbildung

2n-dimensional (n + n)-dimensional
{Jacobi-Felder langs c} — TeoM © Toq )M
J = (J(ﬁo),J(tl))

ist injektiv, da tg und ¢; nicht zueinander konjugiert sind lings c. Aus Dimensionsgriinden folgt
dann, dass diese Abbildung ein Isomorphismus ist. O

<_——» = c(to)
Im konjugierten Fall ist dies falsch.

Beispiel. Sei £ := 0 € T},8™. Die Menge der € T_,S",

fuir die es ein Jacobi-Feld J langs ¢ mit J(0) = £ = 0 und
J(m) = n gibt, ist v
{n=a-éxr)|acR}. =— —p=c(t1)
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Kapitel 4

Untermannigfaltigkeiten

4.1 Untermannigfaltigkeiten differenzierbarer Mannigfaltig-
keiten

Definition. Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge N C
M heif3t n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, falls fiir alle p € N eine Karte z : U — V von M mit
p € U existiert, so dass

2(NNU) =V N (R x {0}).

0} x Rm—n
£ {0y V CR"”

N

R™ x {0}

Eine solche Karte heilSt Untermannigfaltigkeitskarte fiir N. Die Zahl m — n heifst Kodimension von N
in M.

Beispiel. (1) Kodimension n = 0. N C M ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit der
Kodimension 0, wenn N offen in M ist.

(2) Dimension n = 0. N C M ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit der Dimension 0,
wenn N eine diskrete Teilmenge von M ist.

(3) Affine Unterrdume. Sei N C M = R™ ein affiner Unterraum, das heifst N ist von der Form
N = N’ + p, wobei N’ C R™ ein n-dimensionaler Untervektorraum ist und p € R™ fest.
Wihle A € GL(m) mit AN’ =R" x {0}. Dannistz : U = R™ — V = R™, gegeben durch

z(q) :== A(g — p),

eine Untermannigfaltigkeitskarte.
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(4) Graphen. Seien M;, M differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei f : M; — M eine glatte
Abbildung. Setze M = M; x Mound N =Ty = {(§,n) € M1 x Ma |n= f(§)}

ro0foxy 1
/\ Y

Vi x Vs

Wiéhle Karten z; : U; — V; von M; mit p € Uy x Us. O. B. d. A. sei f(Uy) C Us. Setze fiir
weViund z € V,

Y(w,z) = (w,z — (x20 fo zlfl)(w)).
(1 X x2) eine Untermannigfaltigkeitskarte, definiert auf U; x Us

SATZ 4.1.1. Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Sei N C M eine Teilmenge
Dann sind dquivalent:

Dannistz :=1o

(i) N ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(ii) Fiir alle p € N existieren eine offene Umgebung U von p und glatte Funktionen fi,
U — R, so dass

vy fnen ¢
@ NNU={qeU]| fi(q) =

oo = fm-n(q) = 0}
(b) Die Differentiale df|p,

o Afm—nlp € Ty M sind linear unabhiingig.

(iii) Fiiralle p € N existieren eine offene Umgebung U von p, eine (m —n)-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit R und eine glatte Abbildung f : U — R mit

@ NNU=f"(a); a= f(p).
(b) df|, : T,M — T,R hat maximalen Rang.

Beweis.

(i)=@Gi) Seip € N.Seix : U — V eine Untermannigfaltigkeitskarte fiir N mit p € U
O.B. d. A. seien

(1) z(p) = 0 € R™ (sonst verkette x mit einer geeigneten Translation)
2) V=V, xV, Vi, CR" V, C R" " (sonst verkleinere U)

Setze f; : U —» R, fj == 2" fir j =1

m—n.
(ii)=-(ii) trivial (setze R :=

R™~ nundf - fla"'vf’m n

ey,

(iii)=(1)
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Wihle eine Karte ¢ : U — V von M um p und eine Karte ¢ : U — V von Rum ¢ := f(p).

O.B.d. A.sei f(U) C U.Da ¢ und ¢ Diffeomorphismen sind, gilt

Rang D(p o f oo™ ")y = Rangdf|, =m —n.

Aus dem Satz tiber implizite Funktionen folgt dann: Nach eventueller Verkleinerung von
V (und U) zu Vi x V5 und Umsortierung der Koordinaten existiert eine glatte Abbildung

g: Vi — V5,50 dass

(@ofop™)7H@(a)) = (fow™ )" (a) =T,

Verkettet man ¢ mit einer Untermannigfaltigkeitskarte fiir Graphen wie im Beispiel (4),

so erhilt man eine Untermannigfaltigkeitskarte fiir N in M um p.

O

Definition. Seien M, R differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei f : M — R glatt. Ein Punktp € M
hei3t requlirer Punkt von f, falls df |, maximalen Rang hat. Ansonsten heif3t p singulirer Punkt von

f.

Ein Punkt ¢ € R heift reguliirer Wert von f, falls alle p € f~!(¢) reguldre Punkte sind. Ansonsten

heifst g singuliirer Wert von f.

Beispiel. Seien M = R = Rund f(t) = t>. Es gilt singulirer
Punkt . .
singuldrer
df[¢(§) = f'(t) - & Wert
M 0
Also ist t genau dann ein singuldrer Punkt von f, & regulare Werte\
wenn f I(t) =0. regulére Punkte

Beispiel. Seien M = R=Rund f(t) =t*>(t—1). Beispiel. Seien M = R =Rund f(t) = 0.

R

Bemerkung. ,Fast alle” Punkte aus R sind reguldre Werte. Genauer:

R

SATZ 4.1.2 (Sard). Seien M, R differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei f : M — R glatt. Dann ist die
Menge { singulire Werte von f } eine Lebesque-Nullmenge in R, das heifit, fiir alle Karten x : U — V

von Rist x(U N { singuliire Werte von f }) C V eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis siehe [Milnor, Kapitel 3].

KOROLLAR 4.1.3. Ist f : M — R glatt und gilt dim R < dim M und ist ¢ € R ein reguliirer Wert von

f,soist N = f~1(q) eine Untermannigfaltigkeit von M mit codim(N) = dim(R).

Beweis folgt direkt aus Satz 4.1.1, Kriterium (iii).
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Beispiel. M = R"*' R = R.Sei f : R"*! — R, f(z) = |z|> = (2°)2 + ... 4+ ()2 Dann ist
5" = f~1(1) und
Df|, = (22°,...,2z™).

1,z#0
0,z=0

= RangDf|, = {
= Firallex € f~1(1) ist RangDf|, = 1.
= 1ist ein reguldrer Wert von f.

3 gn ¢ R"H st eine Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung. In diesem Beispiel sind alle ¢ € R — {0} reguldre Werte. Es ist

w={ Y]

 ,qg<0
Fiir den singuldren Wert ¢ = 0 gilt: f~1(0) = {0} ist (zufélligerweise) auch eine Untermannigfal-
tigkeit, aber von der falschen Kodimension n + 1.

Im Allgemeinen ist aber f~!(q) fiir einen singuldren Wert g keine Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung. Die Menge f~'(¢) kann aber auch eine Untermannigfaltigkeit mit der Kodimension
dim R sein, wenn ¢ ein singuldrer Wert ist.

Beispiel. S™ = ¢g~(0), wobei g : R**! - R, g(z) = (|=|* — 1) und 0 ist singulérer Wert von g.

Bemerkung. Untermannigfaltigkeiten von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten sind selbst wie-
der differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Denn:

Seien N C M eine Untermannigfaltigkeit und p € N, sei 2 : U — V eine Untermannigfaltigkeits-
karte mit z = (z!,..., 2", 2"t ... 2™), dannist (z!,...,2") : UN N — V NR" eine Karte von
N.

SATZ 4.1.4. Sei N C M eine Untermannigfaltigkeit. Sei v : N — M die Inklusionsabbildung, .(p) = p.
Dann gilt

(i) ¢ist glatt und di|, : T,N — T, M ist injektiv.

(i) Ist f : M — P glatt, so ist auch f|n : N — P glatt.
(iii) Ist g : Q — M glatt mit g(Q) C N, soist auch g : Q — N glatt.

Beweis.

(i) Seiz = («',...,2™) eine Untermannigfaltigkeitskarte von M, & = (z!,...,2") sei die zu-
gehorige Karte von V.

L

ND>DUNN

UcM

T x

§—(£,0
—( )V

VNR?

Offenbar ist £ — (&,0) glatt. Da diese Abbildung linear ist, stimmt sie mit ihrem Differential
tiberein, so dass dieses insbesondere injektiv ist.
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(ii) Die Funktion f|x = f o ist die Verkettung zweier glatter Abbildungen und damit selbst

glatt.

(iii) Seig € Qund x = (x!,...

fiir g* ;= 2' 0 g, dass (g, ...

, ") eine Untermannigfaltigkeitskarte von M um g(g). Dann gilt
,9™,0,...,0) glatt ist. Deshalb sind die ¢, ..., g™

glatt und somitauch g : Q — N.

g™ = (g%, ..

O

Bemerkung. Man identifiziert 7, N mit d|,(7,N) und fasst ihn als Untervektorraum von T, M

auf.

Bemerkung. Fir N C R™ist T,N C T,R™

kanon.
Isom.

R™.

Beispiel. N =S",m =n + 1. Dann gilt 7,,S" = p*.

4.2 Semi-riemannsche Untermannigfaltigkeiten

Definition. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Untermannigfaltigkeit M C

M heifit semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit, falls fiir alle p € M

nicht entartet ist.

(Glp) |7, = =2 glp

Beispiel. Ist (M, §) riemannsch, so ist jede Untermannigfaltigkeit eine semi-riemannsche Unter-

mannigfaltigkeit.

Beispiel. (M, §) = (R?, guink), 9mink = —d2° ® da + da' ® dz’.

N; = {(2°,0)|z° € R} ist semi-riemannsch (mit negativ-definiter Metrik). No = {(0,2')|z! € R}
ist semi-riemannsch (mit positiv-definiter Metrik).

N3 = {(t,t)|t € R} ist nicht semi-riemannsch, da die Einschrankung von gyink auf 7, N3 ver-
schwindet. Ny = S! besitzt 4 Punkte, in denen die Einschrankung von guink entartet.

No

X

0

M

N3

Ny

M
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Definition. Sei M C M eine semi-riemannsche Unter-
mannigfaltigkeit. Dann heifst

N,M :=T,M* ={¢ € T,M|g|,(&,n) =0V necT,M}

Normalraum von M im Punkt p.

Bemerkung. Es gilt 7,M = T,M ® N, M. Denn:

(1) dim N,M > dimT,M — dim T, M.

(2) Wiére ¢ € T,M N N,M mit £ # 0, dann wére { € T, M mit §|p(§,n) = 0 flr allen € T,M
und damit wiére (g|,) |7, mx 1, entartet. Das ist ein Widerspruch!

Sei M C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit, sei p € M. Seien
tan : T,M — T,M
nor : T,M — N,M
die Orthogonalprojektionen. Sowohl M als auch M tragen als semi-riemannsche Mannigfaltig-

keiten je einen Levi-Civita-Zusammenhang V bzw. V. Wir wollen jetzt untersuchen, inwiefern
man V direkt aus V bestimmen kann.

(M, g)------- > ? Levi-Civita-Zusammenhang

Dabei ist g, := (lp) 1, px1, M-

Seien p € M, ¢ € T,M und n € C>(U,TM), wobei
U C M eine offene Umgebung von p ist. Wahle eine glatte
Fortsetzung 7} von 7 auf eine in M offene Umgebung U
von p. Dann hingt V¢7j € T,M nicht von der Wahl der
Fortsetzung 7 ab. Denn: { € T, M und daher von der Form
¢ = ¢(0) mit einer Kurve ¢ : (—¢,e) — M. Also hdngt V7
von 7 nur langs c ab, das heifst nur von 7.

Wir konnen also schreiben:

Ven = Veij.

Beispiel. M = (R?, gou), M = S'. Setze n(z',2?) = (—22,z!).
Fiir ¢ : R — S mit ¢(t) = (cos(t),sin(t)) gilt

é(t) = n(c(t)).

\Y .
tc’ = ¢ = (—cos(t), —sin(t)) ist nicht tan-

Daraus folgt: V,,n = %
Vo

gential an S'.
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Wir setzen V¢ := tan(Ven).

SATZ 4.2.1. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei M C M eine semi-riemannsche Un-
termannigfaltigkeit mit induzierter semi-riemannscher Metrik g. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang
von (M, g). Dann ist

Ven = tan(Ven)

der Levi-Civita-Zusammenhang von (M, g).
Beweis. Wir tiberpriifen fiir V die Axiome des Levi-Civita-Zusammenhangs fiir (M, g).

(i) Lokalitit: Klar, da V lokal ist.
(ii) Linearitit in &: Klar.
(iii) Linearitit in n: klar.

(iv) Produktregel I: Seien f € C*°(U)und n € C>°(U,TM), wobei U C M eine offene Umgebung
von p ist, sei { € T, M. Seien 7] bzw. f glatte Fortsetzungen von 7 bzw. f auf eine offene
Umgebung U von pin M.

Ve(f-n) = tan(Ve(f - 1))
tan(9e f - 7lp + f(p) - Ven)

tan(de f - 7ilp, + f(p) - V

= Ocf - tan(qly) + f(p) - tan(Ven)

= Ocf nlp+ f()Ven

(v) Produktregel II: Seien § € T), M und n1, 72 € C°°(U, T M ). Wahle glatte Fortsetzungen 71, 7j2 €
C>(U,TM).
eg(ni,m2) = Ocg(i,m2)

= §|p(v£771a 772|;D) + §|p(771|p’ vfﬁQ)
~~ . .
=1)2|p, insbesondere tangential an M

= glp(tan(Vemn), m2lp) + glp(mlp, tan(Veia))

= glp(Venr, m2lp) + glp(mlp, Venz)

(vi) Torsionsfreiheit: Seien x',... ™ 2™T! ... 2™ Untermannigfaltigkeitskoordinaten auf M.
Damit sind z!, ..., 2™ Koordinaten auf M. Fiir 1 < i,j < m:

d _ d - 9 9
V| g7 T tam <V—|a—) = tan <V—|%> =V o

Beispiel. M =S' € M = R?,§ = geua. Setze n(c(t)) = é(t), wobei ¢(t) = (cos(t),sin(t)). Dann

V,n = tan (vnn|p) = tan(—p) = 0.

LEMMA 4.2.2. Sei { € T, M, sein € C(U, T M), wobei U C M eine offene Umgebung von p ist. Dann
hingt nor(Ven) € N, M von 1 nur vermoge 1|, ab.
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Beweis. Seien x',...,z™, ™! ... ™ Untermannigfaltigkeitskoordinaten auf M um p. Seien

LY, : U — R die Christoffel-Symbole von V, 1 < 4,j,k < m, und '}, : U — R die Christoffel-
Symbole von V, 1 < i, j, k < m.

m

Schreibe auf U: n = 37", 0/ 5%;. Definiere auf U: i/ (a',...,2™) = n/(a!,...,2™) fiir j =
1,...,mund 7/ (z}, ... 2™) = Ofurj =m+1,...,m. Setzeﬁ = Z;ﬁ:lﬁj%. Schreibe ferner
£=21"1& 5|, Dann gilt:
nor(Ven) = nor(Ven)
= Vel = Ven
i=1 k=1 z(p) j=1 p

m ‘ )
k
+ Zrzj|$(p) : 77]|z(p) ﬂ
Jj=1 Ty

WA o d S 0
= 2 &> Pl <Z Tilat) 55| = 2 Tislet) 57
=1 =1 k=1

p k=1

)

Dies hangt nur von 77|, (,), d. h. von 1|, ab. O

Definition. Die Abbildung IT : T,M x T,M — N,M, gegeben durch I1(¢,7) = nor(Ven), heifdt
zweite Fundamentalform von M in M (im Punkt p € M).

LEMMA 4.2.3. Die zweite Fundamentalform 11 ist bilinear und symmetrisch.

) .

Offenbar ist /1 bilinear. Wegen der Symmetrie der Christoffel-Symbole in den unteren Indizes ist
IT auch symmetrisch. O

Beweis. Im vorangegangenen Beweis haben wir gezeigt, dass

11(5777): Z ( zg awk

i,j=1 \k=1

m

Z gl 63[:’C

=1

Beispiel. Sei M = S' C M = R? und 7 wie im letzten Beispiel. Fiir die zweite Fundamentalform
gilt 11(n,n) = —
Fazit. Die Gleichung V¢n = Ven + I11(£,n,) ist die Zerlegung in Tangential- und Normalteil.

Notation. Schreibe (£, n) statt g(&,n) oder g(&, 7).

SATZ 4.2.4 (Gaufi-Formel). Sei M C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit, sei
p € M. Seien §,n,¢,v € T, M. Dann gilt

(R(C. )& m) = (R(C, V)& m) + (I1(v,€),I1(C,n)) — (I1(C, &), I1(v,n)) .-
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Beweis. Seien z',...,2™ Koordinaten von M um p, die von Untermannigfaltigkeitskoordina-
1 +1 7 . . . . _ a _ o
ten z°, ..., 2™, 2™ ... 2™ herriihren. Es gentigt, die Behauptung fiir § = 57 A
(=% |, und v = =2 |, zu zeigen. Es gilt
_ - = 0 - 0 - - 0 = 0
R = : - — V¢ : - —V,V_¢ . < o —,
< (C7V)§’n> <V4Vﬁ oxt vvﬁk“pﬁ oxt v v?‘k oxt +vvﬁ\p?"f oxt 77>

= = = 0
Torsions@ <v<vail O 7V1/Vﬁ awi’n>

I
N
N
<

S5}
|
<
AN
<
S5}
~~——"

g 0 0 o 0 -0
+a<<”(%’@)’@>_<H(@’%)’v<@>

0 0 0
8v<”<w@> a—>+

= (R(Gv)&m) +(TI(C,€), [T(v,m))

]
KOROLLAR 4.2.5. Ist E C T),M eine nicht entartete Ebene mit der Basis £, ), dann gilt
- 11 1I — (I 17
(€,6) (n,m) — (&m)
Beweis. Folgt direkt aus der Definition der Schnittkriimmung und der Gaufi-Formel. O

LEMMA 4.2.6. Sei M C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit. Sei ¢ : M — N eine lokale
Isometrie, setze p(M) =: N. Fiir §,n € T, M gilt

TN (dplp(§), dplp(n) = dely(TTa (€,7)).

Beweis. Lokale Isometrien erhalten V und V. Da II die Differenz von V und V ist, folgt die
Behauptung. 0

4.3 Totalgeodidtische Untermannigfaltigkeiten

Sei M C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit, sei ¢ : I — M eine glatte Kurve. Sei &
ein glattes Vektorfeld an M lidngs c. Dann lautet die Zerlegung in Tangential- und Normalteil

\Y \Y )
55 = Eﬁ-l—[]('fvc)-
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Insbesondere gilt fiir £ = ¢ B
%é = %é +11(¢¢).
Die Kurve c ist somit genau dann Geodétische in M, wenn

\Y \Y
Eé =1I(¢¢), d.h. wenn Eé(t) € NeyM fiirallet € 1.

Beispiel. Sei M = S” C M = R"*! mit euklidischer Metrik. Die Kurve ¢ : I — S™ sei ein
Grof3kreis, d. h. von der Form

c(t) = cos(t) - p +sin(t) - &.
mitp € S, ¢ € T,5™ C R" und |¢| = 1. Daraus folgt dann

%é(t) = ¢é(t) = —cos(t) - p—sin(t) - £ = —c(t) € NeyS™.

Also ist c eine Geoditische in S™.
Definition. Eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit heift totalgeodiitisch, falls 11 = 0.

SATZ 4.3.1. Fiir eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit M C M sind dquivalent

(i) M ist totalgeodiitisch.
(ii) Jede Geodiitische in M ist auch Geodiitische in M.

(iii) Fiir allep € M und ¢ € T,M existiert ein ¢ > 0, so dass die M-Geodiitische c : (—e,&) — M mit
c(0) = p und ¢(0) = £ in M verliuft, das heifit c(t) € M fiirallet € (—¢,¢).

Gv) Sei ¢ : I — M eine glatte Kurve. Dann ist die Parallelverschiebung lings c beziiglich M und
beziiglich M dasselbe (fiir Tangentialvektoren von M).
Beweis.
(ii)=(iii) Seip € M, sei { € T,M. Sei c die M-Geoditische mit ¢(0) = p und ¢(0) = &. Sei ¢ die
M-Geoditische mit ¢(0) = p und ¢(0) = &.

11,

= ¢istauch Geodatische in M und es gilt ¢(0) = ¢(0) und &(0) = ¢(0).

= c=cauf(—e,¢)fureine > 0.
= cverlauftin M

(iii)=-(i) Seienp € M und ¢ € T, M. Sei c¢ die M-Geodétische mit c¢(0) = p und ¢ (0) = &.

= ¢ verlauft in M fiir t hinreichend nahe bei 0, das heift fiir ¢ € (—¢,¢) fiir ein

geeignetes € > 0.

-

Auf (—¢, ) erhalten wir:

V. V., .
Jpe = e + (e, &)
NG N——

tangential

0:

normal
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Insbesondere gilt somit
IT1(ée(t),¢e(t)) =0furallet € (—e,¢).
Fiir ¢t = 0 bedeutet das I1(¢, &) = 0. Durch Polarisierung folgt: 11 = 0.
()=@v) Esgilt ¥¢ = %5 . Also ist £ genau dann parallel in M, wenn ¢ parallel in M ist.
(iv)=-(ii) Sei c Geoditische in M.
= ¢ist parallel in M.
% ¢ ist parallel in M.

= cist Geoditische in M. |

Beispiel. Sei A C R” affiner Unterraum, R" trage gey oder gmink. Das Kriterium (iii) liefert:
A C R" ist totalgeodatisch.

Beispiel. Sei M eine beliebige semi-riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension .

o Alle O-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten sind totalgeodatisch.

e Jede m-dimensionale Untermannigfaltigkeiten, also jede offenen Teilmengen von M, ist to-
talgeodaétisch.

e Sei M = {c(t)|t € I}, wobei c : I — M eine Geodétische ist. Dann ist M totalgeoditisch,
sofern M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit ist.

Bemerkung. Die meisten semi-riemannschen Mannigfaltigkeiten M haben keine totalgeodéti-
schen Untermannigfaltigkeiten der Dimension m € {2,...,m — 1}.

SATZ 4.3.2. Sei M C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit. Es existiere eine Isometrie o €
Isom(M), so dass M eine Zusammenhangskomponente von Fix(yp) = {p € M|p(p) = p} ist. Dann ist
M totalgeodiitisch.

Beweis. Verwende Kriterium (iii) aus Satz 4.3.1.
Seienp € M und ¢ € T,M.Seic: I — M die M-Geodétische mit c¢(0) = p und ¢(0) = &.
Behauptung: dpl,(§) = €.

Beweis. Sei~y : J — M eine glatte Kurve mit v(0) = p und %(0) = £. Dann gilt

delp(§) = deplp(7(0))

d
T o (po7) =0
N——
=+, da M CFix(p)

= (0 = &

Nach Proposition 2.6.7 verlduft ¢ in Fix(y). Da ¢(I) zusammenhédngend ist, liegt es sogar in M.
]
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Beispiel. Sei M = S". Sei W C R"*! ein Untervektor-
raum. Sei A € O(n + 1) die Spiegelung an W.

= ¢:= Algr € Isom(S")
= Fix(p) =W NS" ist totalgeoddtisch

= S" besitzt totalgeoditische Untermannigfaltig-
keiten jeder Kodimension.

Aus der Gauf3-Formel (Satz 4.2.4) folgt: Ist M C M totalgeodatisch, so

R, )¢ = 1?(5,77)( furallep € M, &,n,{ € T,M
K(E) = K(E) fur alle nicht entarteten Ebenen £ C T, M

4.4 Hyperflichen

Definition. Eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit M C M heif}t semi-riemannsche Hyper-
fliiche, falls codimM = 1. Das Signum von M ist ¢ = +1, falls (g|,)|n, 1 x N, 0 positiv-definit ist,
und ¢ = —1, falls (g|,)| N, % v, 1 Negativ-definit ist.

Bemerkung. Fiir ¢ = +1 gilt: Index(M, §) = Index(M, g).
Fiir ¢ = —1 gilt: Index(M, §) = Index(M, g) + 1.

Notation. Fiir { € T, M definiere
€= VI &) 1
Achtung! Es kann auch vorkommen, dass |{| = 0, obwohl £ # 0.

Gradient einer differenzierbaren Funktion

Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Sei f : M — R differenzier-
bar, sei p € M. Dann ist df |, € T,y M. In Koordinaten haben wir

Da g|, nicht ausgeartet ist, existiert genau ein £ € T,,M, so dass
df[p(n) = glp(&, ) ftir alle n € T, M.

Schreibe ¢ =: grad f|,. In lokalen Koordinaten schreibe gradf = """, ' 52;. Dann gilt:

of = .0 0
el Z (—) f(axa) - 9@@378—)
Z (81’“81']) ZOZ g’Lj
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Durch Matrixmultiplikation mit (g%);; folgt daraus o’ = Z g’ %, also
j=1
B " of i 0
grad/ = = 9137 B

LEMMA 4.4.1. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei f : M — R glatt, sei ¢ € R ein
requliirer Wert von f. Dann ist f~(c) C M eine semi-riemannsche Hyperfliche vom Signum ¢, falls

(gradf,gradf) - >0

. d .
Ferner ist v := grad/fly € N,M mit (v,v) = e.

|grad flp|

Beweis. Zu zeigen ist lediglich: grad f|, L T),M.
Dazu sei ¢ € T, M. Wir wahlen «y : I — M mit 4(0) = £ und erhalten:

0= F6(0)) im0 = dfl,(€) = (grad . )
——

c

Definition. Sei M C M eine semi-riemannsche Hyperfliche,
seip € M. Seiv € N,M mit |v| = 1. Die lineare Abbildung
Sy : TyM — T, M, charakterisiert durch

(Su(&),n) =(II(&,n),v) furalle&,n € T,M,

heifst Weingarten-Abbildung.
LEMMA 4.4.2. S, ist selbstadjungiert.

Beweis klar, da 11 symmetrisch ist. O

Bemerkung. Es gilt S_,, = —5,. Ohne Festlegung von v ist die Weingarten-Abbildung also nur
bis auf das Vorzeichen bestimmt.

LEMMA 4.4.3. Sei M C M eine semi-riemannsche Hyperfliiche,
seip € M. Sei U C M eine offene Umgebung von p und sei v €
C*>° (U, NM) mit |v| = 1. Dann gilt

M
S, (&) = —Ver.
Beweis. Furallen € C(U,TM) gilt:
(Su(&),m) = (II(&mn),v) = (nor(Ven),v) = (Ven,v)
= O{nv)—(nVer) = —(Verm)
——
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Gauf-Gleichungen: Sei M C M eine semi-riemannsche Hyperfliche vom Signum e. Seien
&EnCeT,Mfurpe M.

R(&,n)¢ = R(& )¢ + {(Su(n), C) Su(&) = (Su(£),¢) Su(m)}-

Fiir eine nicht entartete Ebene ' C T, M gilt

K(E) — R(E) +e- <SV(€)7£> <SV(77)a77> — <SV2(§)577>2
(& €) (n,m) — (&m)

)

wobei &, 7 eine Basis von E bilden.

Pseudosphiren und pseudo-hyperbolische Riume

Betrachte jetzt M = R"+! mit g = — S0 do' @ da' + 37", dz’ @ dz' in kartesischen Koordinaten
2%, ..., 2" Dannist (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index k. Fiir k = 0 haben
wir also die euklidische Metrik vorliegen, fiir £ = 1 die Minkowski-Metrik.

(9:5) = -1 L

Das heif$t, dass alle g;; konstant sind. Alle Christoffel-Symbole verschwinden also in kartesischen
Koordinaten. Daher gilt fiir die Kriimmung;:

R=0, K =0, ric = 0 und scal = 0.

k—1 n n
Far f:R™™ 5 R, f(2°,...,2") = => (@) + ) (') =) eai(a)’ gilt:
1=0 i=k 1=0
o« Of 4 0
gradfl. = > 559 55
1,7=0 —,; 81
_ is of (z) 9
N — "oxt Y Ot

= Q;Ei'é‘ilﬂ %

=0

——
eT,R" = RH

Es gilt also grad f|,, = 0 genau dann, wenn = = 0.
Der einzige singuldre Punkt von f ist folglich x = 0 und 0 = f(0) ist der einzige singuldre Wert
von f.
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Ist ¢ # 0, so definiert M := f~!(c) eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Kodimension
1. Wir berechnen:

(gradf|,, gradf|;)

4 <z": z’
i=0
4 Z xizjgij

0 I~ , 0
8xi’zx8xi>

=0

4,5=0
= 4) &i(@’)
j=0
= 4f(z)
Fiir ¢ > 0 ist somit f~!(c) eine semi-riemannsche Hyperfldche vom Signum e = +1, fiir ¢ < 0 ist
/7 1(c) eine semi-riemannsche Hyperfliche vom Signum ¢ = —1.

Definition. Die semi-riemannsche Hyperfldche Sy (r) := f~!(r?), wobei r > 0, hei8t Pseudosphiire
vom Radius  und vom Index k, die semi-riemannsche Hyperfliche Hy_, (r) := f~!(—r?), wobei
r > 0, heifst pseudo-hyperbolischer Raum vom Index k — 1.

Beispiel. £k = 0,5 = geun, So (1) = S™(r) ist Beispiel. k= 1,5 = gmink-
die Standard-Sphére vom Radius r.

§"(r)

Definition. H" := {z € Hj(1)[2" > 0} zusammen mit der induzierten riemannschen Metrik gy,
heifst n-dimensionaler hyperbolischer Raum.

Definition. S{(r) heift deSitter-Raumzeit und Hf (r) heiflt Anti-deSitter-Raumzeit.

Bemerkung. S (r) ist diffeomorph zu R* x S"~* und H} (r) ist diffeomorph zu S* x R"~*.
Den Beweis dafiir findet man in [O’Neill, Seite 111].

Wir wollen nun die Kriimmung dieser Hyperflichen berechnen. Fiir M = f~!(c), wobei ¢ # 0,
gilt:
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(gradf|.,grad f|,) = 4f(x) =

L, Edslgadfl 1
v |c| o 2r T

1
= S, =—-id
T

= REn)C=0+3{{n0 &~ (&) n}und K(E) =0+

o

To| ™

= | RENC=(,0§— (€ n |und| K

= ric(§,n) = ZEZ (&, ei)ei,n)
= 2 Zsz 61,61 <§7ei> €i777>

. e(n—-1)
= ric = o) g
.
-1
= | scal= U
T

Bemerkung. Wir haben also fiir S} (r) bzw. H} (r) den Einstein-Tensor

8;32-49 — _3:_29

G =ric— gscal - g =359 — 1

Daraus folgt, dass S (r) bzw. Hj (r) Vakuumlosungen der Einstein’schen Feldgleichung mit kos-
mologischer Konstante A = 2 bzw. A = —3; sind.

Im Folgenden wollen wir die Geoditischen bestimmen. Sei dazu p € M, wobei M = S;/(r) oder
M =Hj}_,(r),sei& € T,M C T,R" ! = R""! mit ¢ # 0. Insbesondere gilt p # 0. Dann sind p und
¢, aufgefasst als Vektoren im R, linear unabhéngig, da ¢ € T,M und p € N, M. Sei E C R"*!
die Ebene, die von p und ¢ aufgespannt wird. Parametrisiere M N E proportional zur Bogenldnge.
Wir erhalten eine Kurve c: I — M.

Da (¢, ¢) konstant ist, folgt S-¢(t) L ¢(t) firralle ¢ € 1.
Andererseits verlduft ¢ auch in E, also ist ¢ auch tangential an E und es gilt ¥¢(t) € E, weil E
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eine totalgeodatische Untermannigfaltigkeit des R"** ist. Es folgt fiir alle ¢t € I:

Vet 11(¢,¢) = Té(t) € B
und damit ist Y¢(t) = aé(t) fiir ein a € R. Ist ¢ raum- oder zeitartig, so folgt aus Y-¢(t) L ¢(t)
schliefllich ¥-¢ = 0 und damit ist ¢ eine Geodétische in M. Ist ¢ dagegen lichtartig, so ist c eine

Gerade, denn der Lichtkegel im 2-dimensionalen Minkowski-Raum E besteht aus zwei Geraden.
Mit affiner Parametrisierung sind Geraden Geoditische in R"*! und damit auch in M.

4.5 Trigonometrie in Riumen konstanter Kriimmung

Diesen letzten Abschnitt von Kapitel 4 konnten wir aus Zeitgriinden in der Vorlesung leider nicht
behandeln. Da er sehr hiibsch ist, nehmen wir ihn trotzdem ins Skript auf.

Ziel. Untersuchung der Langen- und Winkelverhiltnisse in Dreiecken.

Notation. Der Modellraum M, ist definiert als
ne 1
S (W) , K> 0
Mr={ R" k=0

H' (), 5 <0

Dann ist M} eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit mit der konstanter Schnitt-
krimmung .

Bemerkung. Da zu je drei Punkten eine totalgeodéatische
zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von M existiert,
die diese Punkte enthilt, geniigt es den Fall n = 2 zu be-
trachten.

Definiere auf R? die Bilinearform
<$7y>,€ = zoyo + “(xlyl + $292)-
Setze dann M, := {z € R?| (x,x), = 1}. Setze

M. — M, , k>0
. {x € M,|2° >0}, k<0

Im Fall x # 0ist M, mit der durch 1 (-, ) induzierten Metrik
gegeben durch

2 —
M, _i S )’ k=1 1
y = —
Im Fall k = 0 induziert jede Bilinearform auf R® der Form A - 29" + 2'y! + 2%y? die euklidische
Metrik auf My mit A € R. Wir wéhlen A = 0 und schreiben im Fall x = 0 Folgendes:

Lz,y), =a'yt + 22y

LEMMA 4.5.1. Fiir alle k € R enthiilt die Isometriegruppe von M,, die Untergruppe

1 1
Gr :={elp=Am,, A€ GL3),(Ax, Ay),. = (z,y),., - (Az, Ay), = - (z,y), Y,y € R®, A(M,) =

M,.}.
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Bemerkung. Im Fall x # 0 sind die Bedingungen (Az, Ay), = (z,y), und £ (Az, Ay), = L (z,y),
nattirlich dquivalent und wir kénnten eine weglassen. Im Fall x = 0 brauchen wir sie aber beide.

Aus (Azx, Ay),. = (z,y), folgt bereits, dass A(M,) = M,. Im Fall x < 0 konnte A allerdings
die beiden Komponenten von M, vertauschen. Dies wird durch die Bedingung A(M,.) = M,
unterbunden. Im Fall £ > 0 kénnten wir sie weglassen.

Beweis des Lemmas. Sei A € G. Da ¢ = Alu,, Einschrankung der linearen Abbildung A ist, ist fiir
p € M, das Differential dp(p) : T,M, — Ti,(,)M, ebenfalls Einschrankung von A,

Hier werden die Tangentialrdume von M, als Untervektorrdume von R? aufgefasst. Da A die
Bilinearform 1 (.,-), erhalt, ist dy(p) fiir jedes p € M, eine lineare Isometrie und ¢ damit eine
Isometrie riemannscher Mannigfaltigkeiten. O

Bemerkung. Tatsdchlich gilt Isom(M,) = G, aber das werden wir nicht benttigen.

Fir k = 1ist G, = {4 € GL(3)|(Ax, Ay) = (z,y)Vz,y € R*} = O(3), die Gruppe der ortho-
gonalen Transformationen. Fiir k = —1 nennt man G,; die Gruppe der zeitorientierungserhaltenden
Lorentztransformationen .

Im Fall k = 0 gilt:

Gy = {AGGL(3)|<A$,Ay>0:(z,y>0,% (Az, Ay), :% z,Y) Yo VI, y € R3, AMy = Mo}
1 0 0
= { A= bl b b2 eR,BecO(2
b? B

Denn sei A € G. Dann gilt

2" = (A7) (Ay)" = (Aga® + Az’ + A32%)(Agy” + Ay" + A3y?)

Firz =y =ep: 1=(A))? = AJ=+1 A(M%l:MO AY=1.
= Firr =y =ep: 0=(A})? = A9=0.
Fiir r =y =ez: 0=(AY)? = AY=

Fiir 2,9 € R? gilt mitz = (0,2) " und y = (0,9)":

A 0 0 Y on
(&, 0)ge = § (@) = & (Az, Ay)y = & << Bi > ’ ( Bj >> = (82 Bl
0
= Esgilt B € O(2).
= AlsoGoc{A (2 g)‘beRQ,BeO@)}.

Die andere Inklusion ,, 0" ergibt sich einfach durch Nachrechnen. Daraus folgt also die Gleichheit.

Betrachten wir nun, wie G wirkt, wenn wir My mit R? identifizieren.
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(;5)

b B

R2 — M, — Mg — R?
t & bB &) "\ b+Bi t

Die Gruppe G wirkt also wie die euklidische Bewegungsgruppe.

Wie im letzten Abschnitt sieht man, dass die Geoditischen ,"
in M, als Punktmengen, genau die Mengen von der Form ," eo® 0
E %

M,NE

sind, wobei E C R3 ein zweidimensionaler Untervektor-
raum ist.

LEMMA 4.5.2. Die nach Bogenlinge parametrisierten Geodiitischen v : R — M, mit ~(0) = eg sind
gegeben durch

wobei ¢ € R fest ist.

Beweis. Die Kurve ~ verlduft in M,, denn

(1), (1) e = € (r)? + K (r)? sin(p)® + 53 cos(9)?) = e (r)? + ks (r)* =1

Da v(0) = ep € M, und v stetig ist, verlauft v in M,.. AuBerdem verlduft v in der Ebene E, die

aufgespannt wird durch eq und (0, sin(¢), cos(¢)) .

= ~verlduftin M, N E.

Es gilt zusétzlich noch, dass v nach Bogenldnge parametrisiert ist, denn

_’isﬂ( ) _'“555( )
= ()4 (), = %< cu(r)sin(p) |, [ ex(r)sin(ep) >
¢x(r) cos(ep) ¢ (1) cos(¢)
= 2 (K?s(r)? + K(cn(r)? sin(p)? + e (r)? cos(p)?)
= kse(r)’ +es(r)? = 1

Die verallgemeinerten Sinus- und Kosinusfunktionen erlauben es, viele Isometrien in G, explizit
hinzuschreiben.

Beispiel. Drehungen um die eg-Achse sind fiir alle x € R Isometrien,

1 0 0
0 cos(p) —sin(p) | € Gu
0 sin(p)  cos(y)
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fiir alle ¢ und alle x € R. Unter Benutzung von xs2 + ¢2 = 1 rechnet man leicht nach, dass

¢e(r) —rsg(r) 0O
S5, (7) ¢ (r) 0] Gk
0 0 1

fur alle r € R. Im Fall x = 1 ist dies eine Drehung um die e»-Achse, im Fall k = 0 ist dies die
Identitdt (also uninteressant), und im Fall kK = —1 nennt man solche Isometrien Lorentz-Boost .
Ahnlich sieht man auch, dass

ce(r) 0 kKsg(r)
L, := 0 1 0 € Gg.
S.(r) 0 —ce(r)

Diese Isometrie werden wir gleich benutzen und wir beobachten daher schon, dass

¢ (r)
Lyeg = 0 und
$,(7)
() (1) 0 Kse(r) ¢ (7)
L, 0 = 0 1 0 0
5,.(1) s.(r) 0 —cu(r) 5,.(1)
¢ (1) + K5, (1)? 1
= 0 = 0 = €
S5 (1)e () — ¢ (r)s,(r) 0

Somit vertauscht L, die Punkte ey und (¢, (r),0,5,(r)) .

Definition. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein geodiiti- C

sches Dreieck ist ein 6-Tupel (A, B, C,va,7vB,7c), wobei A,B,C € M

paarweise verschiedene Punkte und v4, yg und 7¢ geodétische VA
Segmente mit den Endpunkten B und C, C und A bzw. A und B
sind.

A, Bund C sind die Ecken, v4, vg und ¢ sind die Seiten des geodati- ole
schen Dreiecks. Der Winkel in der Ecke A ist definiert durch den Win- A
kel der Tangentialvektoren der Seiten im Punkt A.

Sei also (A, B, C,v4,7v8B,7c) ein geodidtisches Dreieck in M. Die Sei-
ten haben die Lingen a, b bzw. ¢ und die Winkel heifien «, 5 bzw. 7.
Dabei ist die Lange eines geodéatischen Segments ~ definiert als die
Léange des Parameterintervalls x die Norm von +, was ja konstant ist.
Eine allgemeine Definition von Lange einer differenzierbaren Kurve
in einer riemannschen Mannigfaltigkeit werden wir spater kennen-
lernen. Da die Isometriegruppe von M, transitiv wirkt, kann man o.
B. d. A. annehmen, dass
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Durch die Wirkung einer Isometrie der Form

1 0 0
0 cos(p) —sin(p)
0 sin(p) cos(y)
(Drehung um die eg-Achse) kann B in die eg-e2-Ebene gedreht wer-

den. Die Formel aus Lemma 4.5.2 fiir die Geodatische v mit ¢ = 0
und r = ¢ sagt uns dann

Lemma 4.5.2 fuir die Geodétische vp mit ¢ = o und r = b liefert

¢ (b)
C=| sx(b)sin(a) | .
5 (b) cos(a)

Die Isometrie L. vertauscht also die Punkte A und B, wir erhalten
ein neues geoditisches Dreieck.

Einerseits kann man L.C &hnlich wie C selbst berechnen und man erhdlt L.C =

( ] (a) )
s,(a)sin(B) |. Andererseits
s

x(a) cos(f)
( ¢(c) 0 kse(c) ) ( ¢ (D) )
L.C = 0 1 0 5,(b) sin(«)
s5.(c) 0 —cu(e) $,,(b) cos(a)

¢ (€)ck (b) + ks (c)s,(b) cos(a)
= 5,(b) sin(«)
$,(C)ek(b) — cx(c)sk(b) cos(a)

Daraus folgen die Gleichungen

(Seitenkosinussatz) ce(a) = cu(c)er(b) + ks (c)sy(b) cos(ar) 1)
5.(a)sin(B) = s,(b)sin(«a)
(Sinussatz) 5,”(@) = 5x(0) )

sin(«) sin(3)
se(a)cos(B) = sk(c)es(b) — cx(c)s,(b) cos(a) 3)

(3) mit den Rollen von B und C vertauscht liefert

s5.(a)cos(y) = 8.(b)cy(c) — cu(b)s,(c) cos(a) (4)



96 Kapitel 4. Untermannigfaltigkeiten

(3) - cos(a) — (2) - sin(«) liefert dann
s.(a) cos(B) cos(a) — s, (a)sin(B) sin(a) = sk(c)c
— 5,.(b) sin(a)?

«(b) cos(a) — ¢, (c)s,(b) cos(ar)?
)
= s,(a)(cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3)) W w(b)ci(c) — s, (a cos(v)
)
(

— 5,(b)cs(c) cos(a)? — 5, (b) sin(a)?
5, (b)ce(c)sin(a)? — s.(a) cos(y) — s, (b) sin(a)?
= sx(a)es(c)sin(a) sin(B) — s (a) cos(y)
— 5.(a) sin(a) sin(B)
¢ (c) sin(a) sin(B8) — cos(y)

—
—

= cos(a)cos(B)
= (Winkelkosinussatz)

cos(y) = ¢x(c)sin(a)sin(B) — cos(a) cos(B)

Wir haben bewiesen

SATZ 4.5.3. Sei € R. Fiir geodiitische Dreiecke in M,, mit den Seitenlingen a, b, c und den Winkeln «,
B, gilt

s5.(a) 5,.(D) s5.(c)

(1) Sinussatz. sin(a) = sin(B) = sin(7)
(@) = cu(d)cs(c) + rsk(b)sk(c) - cos(a),
(2) Seitenkosinussatz. (b)) = cxla)es(c) + rse(a)se(c) - cos(B),
cu(c) = cpla)e(b) + ks.(a)s.(b) - cos(y)
cos(a) = c¢x(a)sin(B)sin(y) — cos(B) cos(y),
(3) Winkelkosinussatz. cos(B) = ¢x(b)sin(a)sin(y) — cos(a) cos(v),
cos(y) = cxle)sin(a)sin(B) — cos(a) cos(B)

Nun zur Winkelsumme im Dreieck in der Modellfldche konstanter Kriimmung.

SATZ 4.5.4. Sei k € R. Fiir die Winkelsumme « + 3 + ~y eines geodiitischen Dreiecks in M,, mit den
Innenwinkeln 0 < «, 8,y < ™ und den Seitenlingen a, b, c gilt

> m, falls k>0
a+ B+ m, falls k=0

< m, falls k< 0

[ L /-
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Beweis. O.B. d. A. nehmen wir an, dass a > §. In diesem Beweis verwenden wir voriibergehend
die Notation “;” fur “<”,falls k > 0, fur “=", falls kK = 0, und fiir “>", falls k < 0. Wir haben also
in jedem Fall —x = 0.

1
N
< 2—\/’% sein. Im Fall £ < 0 haben wir keine Einschrénkung an die Seitenldngen. Verwenden wir also

Falls k > 0ist, so ist M; die Sphédre vom Radius —=. Daher miissen in diesem Fall die Seitenldngen
die Konvention ﬁ = 00, falls ¥ < 0. Dann gilt in jedem Fall

1

VIA

Cr

auf dem Intervall (0, 27”) Da sin auf (0, ) positiv ist, erhalten wir aus dem Winkelkosinussatz

K

cos(a) = c¢,(a)sin(B)sin(y) — cos(B) cos(y)
S sin(B)sin() — cos(8) cos()
= —cos(f+7)
= cos(m—(B+7))
cos(B + v —m).

Wegen 0 < 8,y <mist -7 <7 — (8+7) <.
1. Fall: m — (B +~) > 0.

Da cos auf [0, 7] streng monoton fallt, folgt dann aus cos(a) = cos(m—(8+7)), dass 71— (8+7) = o

und somit 7 ; a+ B + 7, was zu zeigen ist.
2. Fall: 7 — (B + ) <O0.

Falls k > 0 ist, erhalten wir nun direkt 7 < 8 + v < o + 8 + y, was zu zeigen ist. Sei also x < 0.
Dann folgt aus cos(a) > cos(f + v — 7), dass @ < 8+ v — 7. Wegen o >  und v < 7 impliziert
dies

a<a+T—T=aq,

Widerspruch. O

Bemerkung. Da die Innenwinkel < 7 sind, gilt fiir die Winkelsumme in einem geodétischen
Dreieck nattirlich immer o + 5 + v < 37. Man kann sich nun leicht iiberlegen, dass fiir M, mit
k > 0 die Winkelsumme geoditischer Dreiecke alle Werte aus (7, 37) annehmen kann. Fiir M,
mit k < 0 kommen alle Werte aus (0, 7) vor.

Zum Parallelenaxiom

Das Parallelenaxiom besagt: Zu jeder Geraden (Geoditischen) L und jedem Punkt p ¢ L existiert
hochstens eine Gerade (Geodétische) I’ mitp € L’ und LN L' = ).

Das Parallelenaxiom gilt in M, fiir x = 0 (und auch fiir x > 0, da sich auf der Sphéare zwei
Grofskreise immer schneiden und es daher tiberhaupt keine Paralle gibt), aber nicht fiir & < 0.
Andererseits erfiillt M_; alle anderen Axiome der euklidischen Geometrie. Daher kann das Par-
allelenaxiom nicht aus den anderen Axiomen der euklidischen Geometrie hergeleitet werden.
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Konstruktion einer Parallelen zu L: Verbinde p mit L
durch eine kiirzeste Geodétische V. Diese trifft L in
einem rechten Winkel. Verschiebe einen Tangential-
vektor an L liangs V parallel nach p. Sei L’ dann die
Geodétische durch p mit diesem Geschwindigkeits-
vektor. Da die Winkelsumme in M_; stets kleiner
als 7 ist, konnen sich L und L’ nicht schneiden.
Also ist L’ eine Parallele zu L durch p.

Die Parallele L’ kann ein anderes Lot V nicht eben-
falls in einem rechten Winkel schneiden, da sonst
ein Viereck mit vier rechten Winkeln entstiinde, das
sich in zwei Dreiecke zerlegen lieSe, von denen min-
destens eines eine Winkelsumme > 7 haben miisste.
Daher fiihrt ein anderes Lot V auf L zu einer von L’
verschiedenen Paralle L” von L.

L/

—

<

L//




Kapitel 5

Biindeltheorie

5.1 Die Lie-Klammer

PROPOSITION 5.1.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, seien & und n glatte Vektorfelder auf
M. Dann existiert genau ein glattes Vektorfeld ¢ auf M mit

9¢ = O¢ O — Oy =: [0, Oy
Beweis.

(@) Seip € M und setze § := [0¢, Oy]|,. Wir tiberpriifen, dass ¢ eine Derivation ist.

(i) Die Lokalitit ist klar, da 0¢ und 0, bereits lokal sind.
(i) Die Linearitéat ist klar, da 0¢ und 0, jeweils linear sind.

(iii) Zur Produktregel:

6(f-g9) = 0:0,(f g)—9m0(f9)
= a&(fang) + O¢ (ganf) - an(faﬁg) - 8n(98€f)
= (0cf)(0n9) + f(9c0ng) + (9eg)(Onf) + g(OcOy f)

— (09 f)(0eg) — f(9y0eg) — (8y9) (0 f) — 9(0y0¢ f)
f(6g) + (6f)g

Da ¢ eine Derivation ist, gibt es ein ((p) € T, M mit § = O ,).

(b) Um zu zeigen, dass das Vektorfeld p — ((p) glatt ist, leiten wir eine Formel in lokalen
Koordinaten her. Schreibe dazu

"9 i 0
=Y ¢~ undn= A
3 ;5 o und 7 ;n S



100 Kapitel 5. Biindeltheorie

wobei z!, ... 2™ lokale Koordinaten sind. Dann gilt fiir alle f:

k Of k0 of
. (gj I < 61:’“) L (5] O’ >)

of =

J

™= M-

_ ¢in w O%f Ll on* of 7771%3‘ o*f _ nkc’)ijﬁ
029 dxk oz Ok OxkdHxi Oxk OxJ
J,k=1 —_—
jund k
vertauschen
S (o008 of
_ OxJ Oxi ) Oxk
J,k=1
Diese Gleichung gilt fiir alle f und daher folgt
- on* o€
Ckzl(?@ a—)ﬂ M
Jk= %/_/

ist glatt innerhalb der
Kartenumgebung

Daraus folgt, dass ¢ auf ganz M glatt ist.

Wir schreiben ¢ =: [¢, 7] und nennen [, 7] die Lie-Klammer von & und 7.

Bemerkung. e Die Lie-Klammer ist auch fiir C*-Vektorfelder, k > 1, definiert. Allerdings ist
die Lie-Klammer selbst dann nur noch C*~!, wie man an der Gleichung (1) sieht.

o Die Lie-Klammer verschwindet fiir Koordinaten-Vektorfelder, es gilt fiir alle j, k = 1,...,n:

0 o
[a_ﬂ} =0

Dies ist eine Reformulierung des Satzes von Schwarz tiber die Vertauschbarkeit der zweiten
Ableitungen glatter Funktionen.

PROPOSITION 5.1.2. Die Lie-Klammer hat die folgenden Eigenschaften:

(i) R-Linearitit. Fiir alle a;, az € R und alle glatten Vektorfelder &1, &2, &, m1,m2 und n gilt

[a1&1 + a2be,m] = a1[é1,m] + az(éa, 7]
[§,a1m +agme] = ai[€,m] + az(€, ]

(ii) Schiefsymmetrie (oder Antisymmetrie). Fiir alle glatten Vektorfelder £ und n gilt
(iii) Jacobi-Identitat. Fiir alle glatten Vektorfelder &, n und ¢ gilt

(&, [0, <1 + [ [, €D1 + [C, 1€, m]] = 0.

Beweis. (i) und (ii) sind klar, (iii) ergibt sich durch Nachrechnen. O
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Mit Hilfe der Lie-Klammer ldsst sich die Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs auch
anders formulieren.

PROPOSITION 5.1.3. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei p € M. Eine Abbildung ¥V : T, M x
=, — T, M erfiille die Axiome (i) bis (iv) des Levi-Civita-Zusammenhangs aus Abschnitt 2.3. Dann ist V
genau dann torsionsfrei (Axiom (vi)), wenn fiir alle £, € X, gilt

Ve, = Vi, & = & nllp-
Beweis.

,~=": Fir die Koordinaten-Vektorfelder £ = %, n= a%k gilt

0 0 o 0
Vil oak Y atwle g {%W] Y
,~=": Schreibe fiir die glatten Vektorfelder £ und 7
€= &g, undn=3 15
7j=1 k=1
in lokalen Koordinaten z!,. .., 2™ Dann gilt
—_ — Aval k_Z ) _ k. J_—
Ven —Vy§ = Z &V o (77 axk) Z MV _e (E 895]')
J,k=1 7,k=1
= - 0 on* 0
— Ik 5 — i
j;l <§ " (V# 81:’“) +e I dxk
" 0 01 0
o kej i BN o N
S (vaij 83@’“) T ok axj)
s (o0 0
= Oxd OxI ) Oxk
e
= [&n]

Bemerkung. Auch der riemannsche Kriimmungstensor ldsst sich mit Hilfe der Lie-Klammer aus-
driicken:

R(&n) = Vi, —Vie
= (Vﬁvn - VVw) - (anf - an£>
= VeV —VyVe — V[E-,n]

ol
6 -— /
t/
“« oy . . . . . ~— /
Definition. Sei ¢ ein C*-Vektorfeld auf der differenzierbaren — .

Mannigfaltigkeit M, k > 1. Eine C'-Kurve ¢ : I — M heif3t Inte- — se——
gralkurve von &, falls ¢(t) = £(c(t)) furalle t € I.
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PROPOSITION 5.1.4. Sei ¢ ein CH-Vektorfeld auf M, sei p € M und ty € R. Dann existiert eine Inte-
gralkurve ¢ : I — M von & mit c(ty) = p. Diese Integralkurve ist im folgenden Sinne eindeutig: Sind
c1:Ih = M und cg : Iy — M zwei Integralkurven mit c1(to) = ca(to) = p, so ist c1(t) = co(t) fiir alle
teliNl.

Beweis. In lokalen Koordinaten z!,. .., 2" lautet die Bedingung Integralkurve zu sein folgender-
mafSen: Schreibe
“~ .0
- i 2
¢ ; S

Mit c* = z* o ¢ gilt dann

- 0
e(t) =Y (1) 52F
k=1
Dann ist ¢ genau dann eine Integralkurve von £, wenn

F(t) = ¥ (t), ..., c"(t)) furallek = 1,...,n.

c(t)

Dies ist ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Mit dem Satz von
Picard-Lindelof folgt die Existenz und Eindeutigkeit der Integralkurve (solange alles in einer Kar-
te bleibt, bei Kartenwechsel geht man analog zum Beweis von Proposition 2.5.1 vor). O

Bemerkung. Ist £ ein C*-Vektorfeld, so ist die Integralkurve eine C**!-Kurve.
Beispiel. (a) Setze M = {(x!,2?%) € R?|(2')? + (22)? < 1}. Schreibe

0 0

6(1:171;2)21;1@—1-;52@7 to = 0. \X/\\/

Start- maximaler Y\//‘L\E A Z/;'\ \/7
Kt | Integralkurve e <>

pun Definitions - n~]
(C(O)) o C( ) bereich —\ \/ \\//\

0,0 c(t) = (0,0 R ab

(0,3) | e(t) =(0,5¢") | (=00,In2) /

(b) Seiwieder M = {(z',2?) € R?|(2')? + (2?)? < 1}. Schreibe
0 0
1oy _ 20 10

E(ar,x%) = xax1+x 8$2’t0 0. Yx\
Start- Inteeralk maximaler / <L\\\\\[
punkt niegraticurve Definitions- / Z/{gg /
c(0) ¢ bereich \ \\;;/J/ /
(0.0) 1) = (0.0) K \\\ L
(0,3) | e(t) = L(sin(t), cos(t)) R \X;
(0,e) | c(t) = e(sin(¢), cos(t)) R

Man fasst die Integralkurven eines Vektorfeldes zum sogenannten Fluss zusammen.

Definition. Sei ¢ ein C*-Vektorfeld auf M, k > 1. Eine C*-
Abbildung ® : M xR — M heifst Fluss von &, falls fiir jedes
p € M die Kurve t — ®(p,t) die Integralkurve von ¢ mit

®(p,0) = pist. M
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Bemerkung. e Der Fluss des Vektorfelds ¢ existiert genau dann, wenn alle Integralkurven
von ¢ auf ganz R definiert sind.

e Man schreibt hdufig statt ®(p, ) auch ®;(p). Dann ist ® ein Fluss von £, wenn

£4(p) = E(B4(p)) und @ = id

PROPOSITION 5.1.5. Fliisse haben die Eigenschaft &, = ®; o O, fiirallet, s € R.

Beweis. Fixiere p € M und s € R. Setze c(t) := 4(P,(p)) und é(t) := ®445(p). Es gilt dann

M) = Taep) = E@@m) = &)
c(0) = Do(Ps(p)) = Pu(p)-
Also ist ¢ die Integralkurve des Vektorfelds ¢ mit dem Anfangswert ®(p). Andererseits gilt
o= Shl) = (@)1 = ),
A0) = Poss(p) = Ps(p)-
Deshalb ist ¢ ebenfalls eine Integralkurve von £ mit dem Anfangswert ®,(p). Aus der Eindeutig-
keit der Integralkurven (Proposition 5.1.4) folgt ¢ = ¢, also die Behauptung. O

KOROLLAR 5.1.6. Fiir jedes t € R ist die Abbildung ®, : M — M ein Diffeomorphismus mit
(@)t =d_,.

PROPOSITION 5.1.7. Hat das C*-Vektorfeld &, k > 1, kompakten Triiger (z. B. falls M kompakt), dann
besitzt das Vektorfeld genau einen Fluss.

Beweis. Fliisse sind stets eindeutig (wenn sie existieren), da die Integralkurven durch den An-
fangswert eindeutig festgelegt werden.

Zu zeigen ist also, dass die Integralkurven auf ganz R definiert sind. Sei K C M der Tréger von
& Furp e M — K ist (p) = 0 und somit ist ¢(t) = p die Integralkurve von { mit ¢(0) = p.

Da K kompakt ist, existiert ein € > 0, so dass alle Integralkurven, die in K starten, mindestens
auf (—e, €) definiert sind (weil die Definitionsintervalle der Integralkurven stetig vom Basispunkt
abhéngen).

= Alle Integralkurven ¢ von & mit ¢(to) € K sind mindestens auf (¢ — ¢, o + €) definiert.

Sei nun (a,b) der maximale Definitionsbereich einer Integralkurve ¢ von £ mit ¢(0) € K und
—o00 < a < b < oo. Wir nehmen an, es gelte b < oo (der Fall —oco < a geht analog). Sei ¢ die
Integralkurve von £ mit
&5 =clb—5).
N~~~ ——
=:to €K
Also ist ¢ mindestens auf (to — &,tg +¢) = (b— 25,0+ %)

erkldrt. Wegen der Eindeutigkeit der Integralkurven setzt
¢ die Integralkurve cnach (a, b+ §) fort. Das ist ein Wider- 7

spruch zur Maximalitdt von b. O
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Definition. Ein Vektorfeld ¢, das einen Fluss besitzt, heifst vollstindig.

Definition. Seien ¢, 7 zwei vollstindige C2-Vektorfelder
auf M, sei ®; der Fluss von &. Die Lie-Ableitung von 1 nach
& ist fur p € M definiert durch

€T, M
d| ———— . do_(n(®:(p))) — n(p)
= — dd_ [0 =1 .
Lenlp al,_, t((@e(p))) = lim :
ETq,t(p)I\/[

Bemerkung. Fiir die Lie-Ableitung einer Funktion f nach einem Vektorfeld ¢ setzen wir
Lefly= | F@))
ESlp - — dt o t\p
und sehen sofort L¢ f|, = O¢(,) f, da die Kurve t > ®;(p) den Tangentialvektor {(p) repréasentiert.

SATZ 5.1.8. Seien &,n zwei vollstindige C?-Vektorfelder auf M. Dann gilt
Len = (&)

Beweis. Seip € M, sei ferner f : M — R eine C*°-Funktion nahe p. Wir zeigen

aﬂ&n\pf = O¢(p)Onf — On(p)Oc f-

Die linke Seite berechnet sich wie folgt:

lim
t—0

Ocenyf = Oy, ao_cor@em) -t f

0, -0
‘m d<I>7t(77(<I>t(p)))f n(p)f

= 1
t—0 t
d
Y
at |, Jre- oo f
d
= u tzoan(d’t(p))(foq)t)

Sei ¥, der Fluss von 7. Setze G : offene Umgebung von (0,0,0) € R* — R mit
Glt,u,5) = F(@o(Uu(®:())))
und H : offene Umgebung von (0,0) € R? — R mit
H(t,u) := G(t,u, —t).

Dann gilt
o
ou

0

= 9 F(@_t(Vu(P:(p)) = Oy, (p)) (f © P—t),

(t,0)

(¢,0)
wobei benutzt wird, dass fiir g = f o ®_, und ¢ = @,(p) gilt

9
ou

g(\Ilu(Q) ) = a77(q)g-
u=0 S~

Tangentialvektor
dieser Kurve bei v = 0

istn(q)
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2

0°H
Daraus folgt, dass ’ = O(n)|, f- Andererseits gilt
(0,0)

otou
el _ o] oG
otou (0,0) ot|,_, Ou (t,0,—1)
= G — AS wobei
Otou|g g Isu (07070)’
oG 0
- = |  [(@(¥u(P:(p))))
ou (£,0,0) oul,—g
= 2 pw @)
- au o u t\D
= @) f
9°G 0
= — 19)
Itou ©0.0,0) ot o 77(<I>t(P))f
= Oe(p)Onf
2
Analog gilt = Oy (p)O¢ f. Daraus folgt dann die Behauptung. a
0s0u (0,0,0)

Bemerkung. Fiir die Definition und Diskussion der Lie-Ableitung L7 ist die Vollstandigkeit von
& und 7 nicht wirklich erforderlich. Es gentiigen ,lokale Fliisse”.

5.2 Vektorbiindel

Definition. Sei K = R oder C. Seien Ef und M differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine surjekti-
ve glatte Abbildung 7 : E — M heif3t reelles bzw. komplexes Vektorraumbiindel (auch Vektorbiindel)
vom Rang N, falls

(i) fiir alle p € M die Faser E, := 7~ 1(p) eine N-dimensionale K-Vektorraumstruktur trdgt
und

(ii) es eine offene Uberdeckung & von M und Diffeomorphismen
By Uy x KN = 771 (U,), Uy €U,

mit 7o &, = pr;; gibt, so dass fiir alle a,b € K und fiir alle v, w € KN

(I)Oé(pv av + bw) = a’q)a(pa ’U) + b(I)Oé(pv U})

gilt.

KN
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Bemerkung. Da @, ein Diffeomorphismus ist, ist {p} x KV 25 E, bijektiv und damit ein Vektor-
raumisomorphismus.

Definition. E heifst Totalraum, M heifst Basis und 7 heifdt die Projektionsabbildung. Die ®, heifien
lokale Trivialisierungen.

Beispiel. (1) Das triviale Vektorbiindel. E = M x KV mit 7 = pr,,. Globale Trivialisierung:
Uy =M, o, =id.

(2) Das Tangentialbiindel. E = T'M.Ist z,, : Uy, = V, C R" eine Karte von M, so setze

Us xRY = 77 (Us) = U,ep, ToM
9

n

(I)a : 7
— .
(p,v) ;:1 v o

p

(3) Das tautologische Geradenbiindel von KP". M = KP" = {1—dimensionaler Untervek-
torraum von K"*1}. Setze E := {(p,v) € KP" x K"™!|v € p} und 7 := pryp.|s. Es gilt
dann 7~ (p) = {p} x p.

Die lokalen Trivialisierungen ergeben sich wie folgt: L _
Sei a : K® — K"*! eine affin-lineare Einbettung mit a(K")
0 ¢ a(K™). Dannist U, := {L € KP"|L N a(K™) # 0}. “\
o . UaxK —= 77l (U,) \
“T (pe) e e (pna(K™) 0

Definition. Ein Vektorbiindel vom Rang 1 heifst auch Geradenbiindel.

Definition. Ein Untervektorbiindel eines Vektorbiindels E ist eine Untermannigfaltigkeit £ C E,
so dass |z : E — M ein Vektorbiindel ist. Insbesondere ist fiir alle p € M E, C E, ein Untervek-
torraum.

Beispiel. Das tautologische Geradenbiindel tiber KP" ist ein Untervektorbiindel des trivialen
Vektorbiindels tiber KP™ vom Rang n + 1.

Definition. Seien 7 : £ — M und 7# : E — M zwei K-Vektorbiindel. Ein Vektorbiindel-
Homomorphismus F tiber f besteht aus glatten Abbildungen F' : £ — Fund f : M — M, so
dass das Diagramm

E—Lr . f
MfM

kommutiert und fiir alle p € M ist F|g, : E, — Ef(p) ein Vektorraum-Homomorphismus.

Beispiel. (1) E =M x KN, E = M x KV, Seip: M — Mat(N x N,K) glatt, sei f : M — M
glatt. Dann ist
F:E—= E,F(p,v):= (f(p), ¢(p) - v)

ein Vektorbiindel-Homomorphismus.

@ Istf:M— M glatt, soist df : TM — TM ein Vektorbiindel-Homomorphismus tiber f.
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Definition. Sei 7 : E — M ein Vektorbiindel. Ein Schnitt in E ist eine Abbildung s : M — E, so
dass m o s =idy.

Beispiel. e Schnitte im Tangentialbiindel sind Vektorfelder.

e Schnitte im trivialen Biindel M x K¥ sind von der Form

s(p) = (p, (p));
wobei ¢ : M — K beliebig ist.

Definition. Ein Vektorbiindel-Homomorphismus F iiber f heif3t Vektorbiindel-Isomorphismus, falls
F und f Diffeomorphismen sind.

Zwei Vektorbiindel 7 : E — M und 7 : E — M heiflen isomorph, falls es einen Vektorbiindel-
Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Wir sagen, ein Vektorbiindel sei trivial, wenn es isomorph zum trivialen Vektorbiindel M x KV
ist.

Frage. Ist TM — M trivial?
Die Antwort hdngt von M ab.
Beispiel. T'S" ist trivial.

LEMMA 5.2.1. Ein Vektorbiindel 7 : E — M vom Rang N ist genau dann trivial, wenn es N glatte
Schnitte s1,. .., sy besitzt, so dass s1(p), ..., sn(p) eine Basis von E,, ist fiir allep € M.

Beweis.
=" Seim : E — M trivial. Sei ® : E — M x K" ein Vektorbiindel-Isomorphismus. Sei
e1,...,en eine Basis von K. Setze s;(p) := @1 (p, e;).
,<=": Seien si,...,sy iiberall eine Basis. Definiere ®~! : M x K¥ — E durch
N
O (p,v) == Zv] - s;(p).
j=1
O
Beispiel. e TS'ist trivial, denn

verschwindet nirgends und ist somit ein Basisfeld.

e Aus dem Igelkammungssatz folgt: Jedes glatte Vektorfeld auf S* hat mindestens eine Null-
stelle. Daraus folgt, dass 7'S” nicht trivial ist.
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Algebraische Konstruktionsverfahren fiir Vektorbiindel

Whitney-Summe zweier Vektorbiindel.

Seien; : By — M und 73 : E» — M Vektorbiindel. Setze E := ¢\, E1p® E2pund 7 : B — M,
so dass

m(Erp ® E2p) = {p}.
N————’
=E,
Bleibt noch auf E eine Topologie und eine differenzierbare Struktur so einzufiihren, dass 7 glatt
ist und dass es beziiglich der natiirlichen Vektorraumstruktur auf F, lokale Trivialisierungen gibt.

Seialso x : U — V C R" eine Karte von M. Nach eventueller Verkleinerung gibt es lokale
Trivialisierungen

¢ :UxK"™ — m YU) und
Oy : U xK™ — m HU).

Definiere ® : U x (K™ & K"2) — 7= 1(U) durch

q)(p,’U S ’U_)) = (I)l(pvv) S q)Q(pv ’LU) .
—_——  —

€E1, €Ezp

Rn+n1+nz , K =

Rn+2n1+2n27 K=C durCh

ff
Setze p : 71 (U) — V x (K™ @ K"2) " {

p(q) = (x % id)(27(q)).
Die Abbildung ¢ ist bijektiv. Man tiberpriift die Bedingungen aus Satz 1.4 an die Menge

z: U — V Karte von M,
A= o:mHU) =V x (K" @K")|® : Ux K" — m;~}(U) lokale Trivialisierun-
genvon E;, 1 =1,2

Aus Satz 1.1.3 und seinen Zusétzen folgt dann, dass I genau eine Topologie und eine differen-
zierbare Struktur trégt, so dass die 7~ (U) C F offen und die ¢ Karten sind. Damit sind dann die
®’s Diffeomorphismen, also lokale Trivialisierungen.

Man nennt F := E; @& E; die Whitney-Summe von E; und FEs.

Eq E?
{ {
Sl=M Ei®FE j5—gt
!
M

Analog erhélt man:
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(1) Tensorbiindel. B4 @ Ey = UpeM Eip® Egp.
(2) Duales Biindel. E* := ¢, Ep”.

() Auferes Produktbiindel. \* E := Upenr N E,.

(4) Quotientenbiindel. Sei E C E ein Untervektorbiindel. E/E := Upenr Ev/ E,.
Beispiel. o T*M := T M* heiSt das Kotangentialbiindel von M.

Ist x : U — V eine Karte von M, so bilden dz?|,,...,dz"|, fiir p € U eine Basis. Fiir die
lokalen Trivialisierungen gilt:

n
Zwidwi|p & (p,wiy...,wy) €U x R™.
i=1

° /\k T*M.Istxz : U — V eine Karte von M, soist firp € U
. k
dz' |, A Ada ], e NT*M, 1<iy<...<ip<n,
eine Basis. Schnitte in diesem Biindel heifSen k-Formen (oder Differentialformen vom Grad k).
e TM®.. @ TMRT"M®...0T M.

r mal s mal

Die Schnitte in diesem Biindel heifSen (r, s)-Tensorfelder.

| geometrisches Objekt | ist Schnitt in |
Vektorfeld TM
semi-riemannsche Metrik T*M @T*M
T"MT*MT*M @T*M
riemannscher Kriimmungstensor oder
TMT"MT"MeT*"M
Ricci-Kriimmung
ric "M@ T*M
Ric TM@T*M
Skalarkriimmung triviales Geradenbiindel

Einschrinkung und Pull-Back.

Sei X C M eine Untermannigfaltigkeit, sei 7 : £ — M ein Vek- m
E

torbiindel. Definiere

E|x := UEp:wfl(X)unde =7lg, =+ X. / Wl
peX //X
Die Abbildung 7x : E|x — X heifst Einschrinkung von E auf X. M

Beispiel. Sei M semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei X C M
semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit. Dann gilt:

TM|x =TX ® NX.
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Bemerkung. Das Normalenbiindel N X ldsst sich auch ohne semi-riemannsche Metrik definieren.
NX :=(TM|x)/TX.

Dabei ist NX dann aber kein Unterbiindel von T M| x.

Seien X, M differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei f : X — M eine glatte Abbildung. Sei 7 :
E — M ein Vektorbiindel. Setze

FE=J {p} x By

Y (e,
und 7 : f*F — X durch 7(p,v) := p. Dann heif$st 7 : f*E — X Pull-Backvon« : E — M.

Bemerkung. Die Einschrankung ist ein Spezialfall des Pull-Back, wobei f : X — M die Inklu-
sionsabbildung ist.

Die lokalen Trivialisierungen von f*E erhélt man wie folgt:

Sei U ¢ M offenund @ : U x KM — 7~1(U) lokale Trivialisierung von E. Sei U C X offen mit
Uc f~1(U). Setze

®:UxK™ — 7 YD)
o(p,v) = (p,2(f(p),v)).

Satz 1.1.3 liefert dann insbesondere auch die Topologie und die differenzierbare Struktur auf f*F,
so dass die ® die lokalen Trivialisierungen von f*E sind.

Beispiel. Die Schnitte in f*I'M — X sind genau die Vektorfelder ldngs f.

5.3 Metriken und Zusammenhinge auf Vektorbiindeln

Definition. Sei £ — M ein R-Vektorbiindel. Eine riemannsche Metrik auf E ist ein glatter Schnitt
g im Vektorbiindel E* ® E* — M, so dass fiir jedes p € M

g(p) € (B* ® E7), = B, ® E, = {Bilinearformen auf £, }

symmetrisch und positiv definit ist. Ein reelles Vektorbiindel mit einer riemannschen Metrik g
heifst riemannsches Vektorbiindel.

PROPOSITION 5.3.1. Jedes reelle Vektorbiindel besitzt riemannsche Metriken.
Beweis.

(a) Wir nehmen zunichst an, dass das Biindel E — M trivial ist. Sei ® : M x RV — E eine
globale Trivialisierung. Zu p € M und v,w € E, schreibe ®~!(v) = (p,z) und &~ !(w) =
(p,y), dabei sind z,y € RY. Zur Definition einer riemannschen Metrik verwenden wir das
euklidische Skalarprodukt und setzen:

g(p)(v,w) := (z,y).
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(b) Nun braucht £ — M nicht mehr trivial zu sein. Da das Biindel lokal trivial ist, existiert eine
offene Uberdeckung {U,} von M, so dass E|y, trivial ist.

Sei {¢q} eine untergeordnete Teilung der Eins, d. h. ¢, : M — Rist glatt mit 0 < ¢, <1,
Y0 Pa =1, fiirjedes p € M ist ¢, (p) # 0 nur fiir endlich viele o und supp(¢a) C Ua.

Aus (a) folgt dann, dass riemannsche Metriken g, auf E|y, existieren. Setze
9(0) = 2a(p) - ga(p)-

Beachte dabei, dass ¢, - go auf ganz M definiert ist (durch ,= 0“ auf M — U,) und glatt.
Aufierdem ist g(p) eine symmetrische Bilinearform auf E, und dariiber hinaus auch positiv
definit, denn es gilt

gp)(w,v) = > ¢alp) galp)(v,v) >0
= \>6_/%,_/
>0 >0  fiir gewisse a
fir v # 0. ]

Proposition 5.3.1 verallgemeinert den Satz 5.5.1 (dort war £ = T'M).

Bemerkung. Sind E, F' — M riemannsche Vektorbiindel, so erben E*, /\k E,E®F,FE®F und
E/F (wobei F C E Unterbiindel) kanonische riemannsche Metriken.

Seien V, W endlich dimensionale euklidische Vektorrdume mit den Orthonormalbasen v, ..., v,
bzw. wy, ..., w,,. Dann
.. X k V/W
tragt Vv N E Vew Vew (hier év cv)
euklidisches
V; @ ws,
Skalarprodukt | v},...,v5 | ViyAeeiAUy | VleeesUn eier, [”mfl]’ <o [on]
mit Ortho- duale Basis | 1<ii<...<ix<n | Wi,..., Wy - hier: w; = v;,
. 1<j<m j=1...,m
normalbasis
dim n (" n+m n-m n—m

Auf dem Pull-Back-Biindel f*FE eines riemannschen Vektorbiindels E erhalten wir die riemann-
sche Metrik durch

9" P (p) = g"(f(p)).
Notation. Ist £ — M ein K-Vektorbiindel iiber M, so schreibe
C*(M, E) := {C*-Schnitte in F},0 < k < cc.
Setze weiterhin C¥(E) := |J C*(U, Elv).

p2U
offen

Definition. Sei £ — M ein K-Vektorbiindel. Ein Zusammenhang im Punkt p € M ist eine Abbil-
dung V? : T, M x Cp°(E) — E) mit

(i) Lokalitdt. Fiir s € C*°(U, E|y), U C U offen mit p € U und ¢ € T, M gilt
V?(Sh}) = V?S.
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(ii) Linearitit im ersten Argument. Fiir s € C>(U, E|v), £1,62 € T,M und «, 8 € K gilt

P ) D
VQEIJrﬁ&s = aV&s + BV, s.

(iii) Additivitit im zweiten Argument. Flr sq,s2 € C°(U, E|y) und € € T,M gilt
Vi(s1+s2) = V{s1 + V{sa.
(iv) ProduktregelI. Fir s € C*°(U, E|y), { € T,M und f € C*(U,K) gilt
VEi(f-s)=0cf-s(p) + fp) Vs

Ein Zusammenhang auf E ist eine Abbildung p — V?, die jedem p € M einen Zusammenhang V7
im Punkt p zuordnet, so dass fiir alle ¢ € C°(U,TM|y) und alle s € C(U, E|y) die Schnitte
(p— Vg(p)s) € C>=(U, E|y) wieder glatt sind.

Definition. Sei & — M ein R-Vektorbiindel mit einer riemannschen Metrik g. Ein Zusammen-
hang V auf E heifst metrisch, falls ferner gilt

(v) Produktregel II. Fiir s1, 59 € C(U, E|y) gilt

Ocg(s1,52) = g(Vesy, s2) + g(s1, Vesa).
PROPOSITION 5.3.2. Sei E — M ein riemannsches Vektorbiindel. Dann existiert ein metrischer Zusam-
menhang auf E.

Beweis.

(a) Wir nehmen zunichst wieder an, dass das Biindel trivial ist. Gemifs Lemma 5.2.1 existieren
glatte Schnitte s1,...,sy € C®(M, E), so dass s1(p), . .., sn(p) eine Basis von E,, bilden fiir
alle p € M. Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert dann ey, ..., e, € C*°(M, E), die in jedem
Punkt eine Orthonormalbasis bilden. Definiere V durch

N N
Ve <Zl fiei> = Zl O fi - es.

Dann ist V ein metrischer Zusammenhang, denn

(i) Lokalitat: gilt offensichtlich.
(ii) Linearitdtim ersten Argument: klar, da 0. linear.
(iii) Additivitat im zweiten Argument: klar, da O (-) linear.
(iv) Produktregel I: folgt aus der Produktregel fiir O (-).
(v) Produktregel II: Sei s; = S | fiei, 50 = Z;VZI hje;. Dann gilt
=5, ;

N /—/H
Oey(s1,52) = 35(Zi,j:1fihj'9(€u€j))
aE (vazo fzhz)
= SN Ofi-hi+ N fidehi
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Andererseits gilt

g(V581,82) = Z 165f1 ezaZj'vzl hjej)

N
= Z £fz 7 961,6])
= Zagfi-m

=1

Analog berechnet man g(s1, Vesa) = S| f;9¢hi. Daraus folgt die Produktregel L.

(b) Seinun E nicht langer trivial. Sei {U, } eine offene Uberdeckung von M, so dass E|y,, trivial
ist.
@ Es existiert ein metrischer Zusammenhang *V auf E|y,, .

Sei {¢q} eine untergeordnete Teilung der Eins. Setze fiirp € M, { € T,M und s € C;°(E)
Vis = Z Pa(p) - “Vis.
Dieses V tut’s dann. 0

Bemerkung. V ist nicht eindeutig. Die Torsionsfreiheit, die den Levi-Civita-Zusammenhang auf
dem Tangentialbiindel zusammen mit den anderen Axiomen eindeutig festlegt, macht in dieser
Allgemeinheit keinen Sinn.

Bemerkung. Sind E, F — M reelle Vektorbiindel mit Zusamennhingen V¥ bzw. V', so erben
die Biindel E*, /\k E,E @ F und E ® F Zusammenhidnge durch

(@) Oe(w(s)) = (Vf*w)(s) +w(Vis) fir s € Cp°(E), w € CX(E*),§ € T,M; das heiflt, wir

definieren
(VgE w)(s) := O¢(w(s)) — w(VgEs).
(b) Fiir s;,,...,si, € C°(E),& € T,M definiere
Vé\kE(sil Ao Asi) = (VEsi) Asig Ao Asiy + 50 A (VEsi) Ao Asi,
ot s Asip A A (VEs,).
(c) Fiir s1,s9 € C;O(E),f € T, M setze
Vf®F(sl @ s9) := (VgEsl) & (V?sz).
(d) Fur sq,s9 € CgO(E),g € T, M setze

V€E®F(sl ® 89) := (V?sl) Q89 +51® (VgSQ).

Bemerkung. Sind V¥ und V¥ metrische Zusammenhinge, so auch die induzierten Zusam-
menhénge beziiglich der induzierten Metriken.

Bemerkung. Analog zu riemannschen Metriken auf reellen Vektorbiindlen erkldart man hermi-
tesche Metriken auf komplexen Vektorbiindeln. Sie existieren stets. Man spricht auch von metri-
schen Zusammenhingen auf einem hermitischen Vektorbiindel £ — M, falls gilt

O¢h(s1,s2) = h(Vest, s2(p)) + h(s1(p), Ves2)
fir s1,s0 € C®(U,E|y),p € Uund & € T,M. Solche metrischen Zusammenhénge existieren stets.
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Zusammenhinge in lokalen Koordinaten

Seiz : U — V C R” eine Karte in M. O. B. d. A. sei E|y — U trivial. Seien s1,..., sy glatte
Basisschnitte in F, definiert auf U. Schreibe fiiri = 1,...,nund a =1, ..., N Folgendes:

2

Dadurch sind glatte Funktionen Ffa : V. — K definiert. Sei heifSen Christoffel-Symbole von V
beziiglich z und s = (sq, . .., sn). Die Christoffel-Symbole legen V fest, denn fiir einen beliebigen
glatten Schnitt s, definiert auf U, und fiir £ € T, M mit p € U schreibe

N n a
s:;fasa, szgszaxi

und berechne Folgendes:

N
Vgs = VZ?:1 ¢i 337& (Z fa8a>

Bemerkung. Bisher hatten wir nur den Fall betrachtet, dass £ = T'M und V der Levi-Civita-
Zusammenhang ist.

Zuriickziehen von Zusammenhidngen

Sei E — M ein K-Vektorbtindel, sei f : X — M glatt. Druch F' : f*E — E, F(p,v) := v ist
ein Vektorbiindelhomomorphismus iiber f definiert, der auf jeder Faser ein Isomorphismus ist.
Insbesondere kommutiert das Diagramm

ffE—2 F
L
X M

PROPOSITION 5.3.3. Sei V ein Zusammenhang auf E. Dann existiert genau ein Zusammenhang VI
auf f*E, so dass fiir alle s € C>(U, E|v), fiiralle p € f~Y(U) und fiir alle ¢ € T, X gilt:

V{F(F T oso f) = F 7 (Vi 5)-

Dieser Zusammenhang heift zuriickgezogener Zusammenhang auf f*E.
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Beweis. Eindeutigkeit. Seiy : U — V eine Karte von M, seien sy, . .., sy glatte Basisschnitte von £
iiber U. Seien Ffa : V — K die zugehorigen Christoffel-Symbole. Sei 2 : U — W eine Karte von
X, wobei U ¢ f~!(U). Dann bilden 5, := F~! o s, o f Basisschnitte fiir f*E iiber f~*(U). Seien
I, : W — K die zugehérigen Christoffel-Symbole. Dann gilt

N
;fﬁau(p))éa(m = V08 = VI (F T esacf) = FNVEo (s
_ "L of _
= Vg, 3£i<p>6§i<f<p>>s°‘) = o P (V)
n afz ) N 5
= 5 F | DT (0))ss (£ ()
i=1 B=1
B i n afz( Fﬁ _
= e P)ia(y(f(2)))36 ()
B=1i=1
= Do.(2() = S0y LT u(f() )

Dadurch werden die Christoffel-Symbole I', von V/" ¥ durch diejenigen von V¥ festgelegt.

Existenz. Definiere die Christoffel-Symbole durch (2). Uberpriife, dass dadurch ein Zusammen-
hang V/" ¥ auf ganz f*F — x wohldefiniert ist. 0

Beispiel. e Im Fall, dass E = TM — M und V¥ der Levi-Civita-Zusammenhang ist, liefert
dies die kovariante Ableitung von Vektorfeldern lings Abbildungen.

e Fiir E —+ M und V¥ beliebig und fiir f : X — M konstant bilden fiir eine Basis v1, ... vy
von Ey(,) die Schnitte

sa(p) = (P va)
globale glatte Basisschnitte, das heift, dass f*F trivial ist. Fiir V/" ¥ erhalten wir I/, = 0

und daher
N N
VEE ) = 306"
a=1 a=1

5.4 Kriimmung von Vektorbiindeln

Definition. Sei E — M ein K-Vektorbiindel mit Zusammenhang V. Der Kriimmungstensor RV ist
fur&,n e C°(U,TM|y) und s € C=(U, E|y) definiert durch

RY(&,m)s = VeVys — VyVes — Vie 5.

LEMMA 5.4.1. Fiir p € U hiingt (RY (&€,7)s)(p) nur von £(p), n(p) und s(p) ab.
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Beweis. Schreibe & = 37" ¢, n = > 7 52% und s = Zgzl f¥sq. Unter Verwendung der
einsteinschen Summenkonvention gilt dann:

VeVys = Vf(niV%(f‘“Sa))
— VE (Ui (%Sa =+ fo‘Ffa55>)
, 3
(5 (%))
0 0 f8 ar;,
= ¢ {aZa (aj;z Hﬂfv)*” < o %‘fv 10 61:3)
+nz’ (aff + farﬁ ) ]ﬂ:| 5,

= VeVys =V, Ves = [(53% _ 85 ) (af +foT

oxI ox?
e arza aF’Y B8 Y B8 Y
&y <5$j T +Laljs + Ljal'is ]
= VeVys = Vi Ves = Vigys = &' f*R] jia
bei o= Ml e g
wobei R}, = £ 61:1 iat jg T Ljalip =

KOROLLAR 5.4.2. Der Kriimmungstensor RY ist ein glatter Schnitt in T*M @ T*M @ E* @ E.

PROPOSITION 5.4.3. Der Kriimmungstensor RY besitzt folgende Symmetrien:

(i) RV (&,n) =—RY(n,§).

(ii) Falls V metrisch ist beziiglich einer riemannschen oder hermiteschen Metrik g, so gilt:
g(Rv (57 77)517 52) = _9(817 Rv (57 77)82)
Beweis.

(i) klar.
(ii) Es gilt
0 = (9¢0y — 0y0¢ — O ) 9(s1, 52)
Vmetisch—"_ %= g(RY (€,7)s1,52) + g(s1, RY (€,1)s2) 0

KOROLLAR 5.4.4. RY ist ein glatter Schnitt im Vektorbiindel N> T*M © E* @ E.

PROPOSITION 5.4.5 (Bianchi-Identitét). Sei E — M ein K-Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V.
M trage eine semi-riemannsche Metrik und T M den Levi-Civita-Zusammenhang. Dann gilt fiir R = RY :

VeR(n, Q) + VyR((,E) + VeR(E,n) = 0.
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Beweis. Seip € M, seien £,n,( in T,M und sei e € E,. Setze
e zu einem glatten Schnitt s in eine Umgebung von p fort (das
geht, da E lokal trivial ist). Setze weiterhin &, und ¢ zu glatten
Vektorfeldern X,Y und Z auf eine Umgebung von p fort durch
Parallelverschiebung von £, 7 und ¢ langs der von p ausgehenden
Geoditischen. Dann gilt

V.X|,=V.Y|,=V.Z|, =0
und insbesondere
[X, Y”p = vXYlp - vYX|;D =0, [Y, ZH;D = [X, Z]lp =0.
Man berechnet nun

(VeR)(n,Q)e = Vx(R(Y, Z)s)l, = R(VxY, Z)|, = R(Y,VxZ)s|, — R(Y, Z)Vxslp
= (Vx(VyVZS*V2Vy8*V[yz]s))‘pr(Y,Z)VX,ﬂp

Daraus folgt dann

(VeR)(n,Q)e 4+ (Vo R)(¢,§)e + (Ve R)(E,m)e
= (Ve rV7s — VeV Vys — Vx Vv zs — RO, Z)Vx5
+ VeV Vxs — Ve Vzs — VyViz xjs — R v s
+ VeNxVys — VeV Vxs — VzVixys — R Y}VZS) }p
= (R([Y.Z],X)s+V|v,z1,x)5 + R([Z, X],Y)s +V(z.x),v]s + R(X, Y], Z)s +V|1x,v],25) |
———— N ————

p
=0 =0
R hiéngt in den Argumenten nur von den Argumenten an der Stelle p ab.
= Vivzxi+izxv+xylzsh = 0
=0 (Jacobi-Identitdt) O

Bemerkung. Diese Bianchi-Identitit hat nichts mit der ,ersten Bianchi-Identitdit” R(£,n)¢ +
R(n,¢)¢ + R(¢,&)n = 0 des Levi-Civita-Zusammenhangs aus Proposition 3.1.3 zu tun und wird
im Falle des Levi-Civita-Zusammenhangs auch ,zweite Bianchi-Identitdt” genannt.

Definition. Ein Zusammenhang V heifit flach, wenn fiir den zugehorigen Kriimmungstensor
RY =0 gilt.

Beispiel. e Jeder metrische Zusammenhang auf einem riemannschen Geradenbiindel ist
flach. Denn:

RY(¢,n) € End(FE,) ist schiefsymmetrisch = R (£,7) = 0.

1-dimensional

o Jedes triviale Vektorbiindel besitzt flache Zusammenhénge. Denn:

Wahle globale Basisschnitte s, ..., sy und definiere

Ve(Cas f50) = Yoy 9ef - sa-
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e Seinun V ein metrischer Zusammenhing auf einem hermiteschen Geradenbiindel &£ — M.
Fiir alle ¢, € T,M ist RV (£,7) € End(E,) = C schiefhermitesch, folglich ist RV (¢,7) € iR.

Daraus folgt dann, dass RY = i{F, wobei F eine reelle 2-Form ist.

Was besagt hier die Bianchi-Identitdt? Schreibe lokal

F= Y Fyda' Adal,

1<i<j<n

Setze Fy; := 0 und furi > j F;; :== —F};. Dann gilt

F = % Z Fljdl'l A\ dZCj.

ij=1

Man berechnet

dF = Y dF;Ada' Ada

1<i<j<n

" OF; , ,
= E E R NG N
L dak
1<i<j<n k=1

F F, F,
= Z (657—8M+6a’6)da@a/\da@ﬂ/\d$7

Oz~ OxP ox"
1Sa<B<yEn “Nemm N~ N~

—— —
j i<k<j i<j<k
v a B v a B v

;
8ij 8Fk1 8Fw
Z <6mi 0w T ok

k<i<
«a

) dz® A da? A d®

1<i<j<k<n
Schreibe 0; := % und V; := Vy,. Dann ergibt sich

(ViF)(05,0r) = 0i(F(8;,0k)) — F(Vi0;,0k) — F(9;, Vilk)
= (9iij — F(Viaj, 8k) + F(Viak, 8])
Die Bianchi-Identitdt besagt
0 = (VZ-F)(GJ», ak) + (VjF)(ak, 0;) + (VkF)(a“ aj)
= (9iij — F(Viaj, 8k) + F(Viak, 8])
+0jFki — F(V;0k,0;) + F(V,;0;, 0k)
+ 8kFij — F(Vkaz, aj) + F(Vkaj, 81)

= 0;Fjk + 0jFy; + Ok Fij + F ([0, 0;],0i) + F ([0, 0;],0;) + F( )
—— ——
=0 =0 =0

Das bedeutet, dass die Bianchi-Identitét d&quivalent ist zu dF' = 0. Das heifit also, dass RY =
iF', wobei F' eine geschlossene reelle 2-Form ist.
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e Sei nun insbesondere M der vierdimensionale Minkowski-Raum. Betrachte die Koordina-
ten 2 = ¢, 2! = 2, 22 = y und 2® = 2 beziiglich derer die Minkowski-Metrik die Gestalt

g = —dt? + da? + dy® + dz?

hat. Schreibe F' = —Fydt A dx — FEodt A dy — Esdt Adz + Bidy A dz + Badz A dx + Bsdx A dy.
Man berechnet nun
dFF = (0y;B1+ 9yBs + 0.B3)dx ANdy Ndz + (0,E2 — OyEs + 0,B1)dt A dy A dz

Setze nun E := (E1, Ea, E3) : M — R3 (elektrisches Feld) und B = (B1,Bs2,B3) : M — R3?
(magnetisches Feld). Dann ist die Bianchi-Identitdt dquivalent zu

0 = divB (3)
(Faradaysches Gesetz) 0 = 8,B + rot E 4)

Die Gleichung (3) bedeutet, dass keine magnetischen Quellen existieren.

Einschub iiber Orientierungen und den Hodge-+-Operator

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit nicht entarteter symmetrischer Bilinearform
g : V xV — R mit Index s. Dann trdgt A"V ein nicht entartete symmetrische Bilinearform
gN'V o APV x APV — R, die charakterisiert ist durch Folgendes:

Sei ey, ..., e, eine verallgemeinerte Orthonormalbasis von V, dann gilt g(e;, e;) = €;d;; mitg; =
+1. Dann bilden die e;, A ... Ae;,, i1 < --- < ip, eine verallgemeinerte Orthonormalbbasis von
APV, wobei gilt:

P
g/\ V(eil /\.../\eip,ejl /\.../\ejp):ti‘il "'Eip '5i1j1 ...5ipjp'

Analog hat V* eine nicht entartete symmetrische Bilinearform g"~ : V* x V* — R, charakterisiert

durch
v (6%-< 6*) = siéij.

g 17 7]

Definition. Trdgt V zusédtzlich eine Orientierung, so definiert man die Volumenform
w=eA...Ne, € \"V, wobei ey,...,e, eine positiv orientierte verallgemeinerte Orthonor-
malbasis ist.

Bemerkung. Die Volumenform w héingt nicht von der genauen Wahl der Orthonormalbasis ab.
Kehrt man die Orientierung auf V um, so wird w durch —w ersetzt. Auflerdem gilt

g/\" V(waw) = (71)5 )
wobei s der Index von g ist.

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Seien z : U — V und y : U — V zwei
Karten. Dann heiflen = und y orientierungsvertriglich, falls auf (U N U) gilt:

det D(yoxz™') > 0.

Einen C'*°-Atlas A nennt man orientiert, wenn je zwei Karten aus A orientierungsvertraglich sind.
Eine Orientierung von M ist ein maximaler orientierter C*°-Atlas von M. Eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit Orientierung nennen wir eine orientierte Mannigfaltigkeit.
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Bemerkung. Ist M eine orientierte Mannigfaltigkeit, so trégt jeder Tangentialraum 7, M (und
damit auch jeder Kotangentialraum 7}; M) eine Orientierung im Sinne der linearen Algebra:

Ist ndmlich z : U — V eine Karte aus dem orientierten Atlas, so ist 521 |,, . .., 52|, eine positiv
orientierte Basis von T, M (und dz',, ..., dz"™|, ist eine positiv orientierte Basis von T7: M).

PROPOSITION 5.4.6. Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:

(i) M ist orientierbar.

(ii) Das reelle Geradenbiindel \" T,y M ist trivial.
Beweis.

(ii) = (i): Sei \" T*M trivial. Dann existiert ein glatter Schnitt w € C°°(M,T*M) mit w(p) # 0
fir alle p € M. Sei A die differenzierbare Struktur von M. Setze

A, = {(J;U—>V)E.A w(%,...,%)>0aufU}.

Behauptung: A, ist ein orientierter Atlas von M. Denn:

(a) Esist zu zeigen, dass die Karten aus A,, ganz M iiberdecken.
Seip e M,sei (z: U — V) € Amitp € U. O. B. d. A. sei U (und damit auch V)

zusammenhangend.

Falls w(%,...,a%) > 0,s0ist (x : U — V) € A,. Falls nicht, so gilt

w(%, e a;in) < 0 auf ganz U (da w # 0 tiberall und U zusammenhingend). Setze
yl = 71‘17 y2 = :rzv ) yn =z"

w(a%l""vﬁ):w(fﬁv'”vaz_n)>0’

dasheift (y : U — V) € A,,.

(b) Es bleibt zu zeigen, dass je zwei Karten z : U — V und y : U — V aus A,, orientie-
rungserhaltend sind.

Auf z(U NT) gilt:

0 < w(aiyl,...,%)
Az oyt A(zin oy
= M(ZZ:l%%v'”vzzzl%%)
= detD(woy ) wlzh, . 55)
—_————

>0
= detD(zoy™) > 0

(i) = (ii): Wihle eine riemannsche Metrik g auf M. Fiir p € M sei w(p) € \" Ty M die Volumen-
form von T,y M, das heifst es gilt

g\ (w,w) = gN T M (w,w) = 1.
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Daraus folgt, dass w ein nirgends verschwindender Schnitt in A" 7* M ist.

Sei nun p € M. Wahle eine positiv orientierte Karte z : U — V um p. Dann bilden
dzt, ..., dz™ positiv orientierte, glatte Basisschnitte in 7* M, definiert auf M.

Die Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahren liefert eine positiv orientierte, glatte Or-
thonormalbasisschnitte ey, ..., e, in T*M, definiert auf U. Es gilt w = e; A ... A ey, also
ist w glatt auf U.

= Die Volumenform w ist ein nirgends verschwindender glatter Schnitt in \" 7* M.

= Das reelle Geradenbiindel \" T*M ist trivial. a

LEMMA 5.4.7. Sei V ein orientierter n-dimensionaler R-Vektorraum mit nicht entarteter symmetrischer
Bilinearform g. Sei p € {0,...,n}. Dann existiert genau ein Vektorraum-Isomorphismus * : \*V —

NPV, sodass fiir alle o, 3 € N\ V gilt:

a A (5B) = gN'V(a, B) .

Beweis. Eindeutigkeit. Seien *; und 3 zwei solche Vektorraum-Isomorphismen. Daraus folgt, dass
fiurallea, 3 € A"V gilt

aA((x1 —*2)B) = g/\pv(a,ﬁ) cw— g/\pv(a,ﬁ) -w=0.
Wenn fiireiny € A" ?V und alle « € A"V gilt: &« Ay = 0, so muss v = 0 sein. Denn: Schreibe
Y= 271617
1

wobei eq,...,e, eine verallgemeinerte Orthonormalbasis ist und tiber alle Multiindizes
I=(1<4 <---<ip <n)summiert wird. Dabei gilt

AT cRunde; =e;; A... Nej,.
Fixiere einen Multiindex I, und betrachte den komplementdren Multiindex I§. Fiir o = e e €
NV gilt
0 = aAvy
= egn) e
1

_ Io

= e Ner

= iyl%.}
Daraus folgt, dass y/0 = 0 fiir alle Multiindizes Iy, also v = 0. Daraus folgt, dass *; = 5.

Existenz. Seiey, . .., e, eine positiv orientierte verallgemeinerte Orthonormalbasis von V. Definie-
rex: A"V — A"?V durch

xe; = gN'Vier,er)-sign(I, 1) - esc.

Dabei wird (I, I¢) als Permutation von {1, ...,n} aufgefasst und sign(I, I) ist dann das Vorzei-
chen dieser Permutation. O
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Bemerkung. Bei Umkehr der Orientierung von V' wird * durch —x ersetzt.
Definition. Der Operator * : A*V — A" "V hei8t Hodge-x-Operator.
PROPOSITION 5.4.8. Der Hodge-+-Operator hat die folgenden Eigenschaften:

(i) *1 = wund xw = (—1)*.
(ii) Fiirao € NPV und g € N" PV gilt g\"V (a, ¥8) = (=1)PP=PIgN" " (xa, B).
(iii) Auf NPV gilt x* = (—1)rln— p>+s1d/\pv
Dabei ist s der Index der symmetrischen Bilinearform g auf V.

Beweis.

(i) Esgilt *x1= xey :g/\ov(l,l)sign(l - n)er.p, =w und
=1 =1

sw=xey .., =g\ V(w,w)sign(l --- n)egy = (=1)°.
= (-1)° =1

(iij) Man berechnet s2e;r = %(g\"V(er,er)sign(I, 1)e;c)
= g/\pv(ej,ef) -sign(I,IC) -g/\pv(ejc,e[c) -sign([c,l)ef

j\\_/jLY—/

——
_ (_1)5 _ (_l)p(n,fp)

(—1)P(n=p)tse;

(ii) Einerseits gilt a A 8 2 (—1)(n=PPtsq A 523
= (1)t gN" Vi, x3) - w
andererseits « A 3 = (—1)P("P)B A
(&) (=1)P(n=p) (—1)(n=P)P+s 3 A 420
= (=1)%P(n=p)tsy A" "V(8,xa) - w. -

Definition. Sei M eine orientierte semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei also
d: C®(M,NPT*M) — C™°(M, N\°T1T* M)
die duflere Ableitung von Differentialformen auf M. Dann heifst
§ = (=1)"PHFS s @ . (M, ANPTIT* M) — C°°(M, \PT* M)
die Koableitung.

Bemerkung. Zur Definition von d werden die semi-riemannsche Metrik und die Orientierung
nicht benotigt. Kehrt man die Orientierung um, so wird * durch —x* ersetzt, das heifst § bleibt
unverdndert. Also hdngt § von der Metrik ab, aber nicht von der Orientierung. Daher kann §
auch auf nicht orientierbaren Mannigfaltigkeiten definiert werden.

=0

Bemerkung. Esgilt: 6 = + % d * xdx S L 2 20,
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Weiter mit der Elektrodynamik
Sei M der vier-dimensionale Minkwowski-Raum, sei £ — M ein hermitesches Geradenbiindel
mit Zusammenhang V.

Dann gilt RV = iF,, wobei F eine reelle 2-Form ist. Die Bianchi-Identitét ist dquivalent zu dF = 0,
was wiederum dquivalent zur ersten und zweiten Maxwellgleichung ist (die Gleichungen (3) und

(4)).

Schreibe nun fiir §F =: J mit
J = —odt + jidx + jody + jzdz.

Man rechnet nun nach, dass 0 F = J dquivalent ist zu

(Gaufisches Gesetz) o = divE (5)
- OE
(Amperesches Gesetz) | = rotB — aa_t (6)

wobei |:= (j1, j2,j3) : M — R? als Stromdichte und o als Ladungsdichte bezeichnet wird.
Es gilt 6J = §6F = 0. Wegen ¢.J = % + divheifit dies

do | .. -
E-l—dlw

Sei s € C*°(U, E|v) ein lokaler Basisschnitt, das heif8st s # 0 auf ganz U C M. Fiir die zugehorigen
Christoffel-Symbole gilt dann

(Kontinuititsgleichung, Ladungserhaltung) 0 = (7)

Val(f-s) = (%+frgl>s
Valr = (Fesmh)s
Vel = (G
Vaolf-s) = (%+fr§l>s

Setze ¢ := —il'j, und A; :=iT'}, fiir j = 1,2, 3 sowie A= (A1, Ay, As).
Die Kriimmung ldsst sich aus den Christoffel-Symbolen berechnen.

al—‘llcl 8F} 1

R = dzi  onk T LirFn — TP
. (ork,  ard _
= E] = 7F0j - *'LRéjl = -1 ( 6.1']0 - 830031 y )= 15273
_ _94; 9y
o ot oz
. 0A
= F = vl grady ®)

Analog: B = rotd )
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Man nennt ¢ das skalare Potential und A das Vektorpotential. Beide hangen von der Wahl von s ab.
Ersetzt man s durch einen anderen lokalen Basisschnitt § = e~ - s, so erhidlt man

$-5 = —ilg -5 = —iVa3
= —iVa(e™-s) = —i (—i@ews—i—emfél-s)
ot ot
= ¢ = —%—Hp
ot
Analog A = A+gradu.

Physikalisch haben wir eine Eichtransformation durchgefiihrt. Hier waren das skalare und das
Vektorpotential komplexwertig, auch die Eichtransformation v ist eine Funktion u : U — C. Lésst
man fiir die Basisschnitte s nur noch solche zu, die konstante Lange 1 haben (man erinnere sich
daran, dass FE ein hermitesches Geradenbiindel ist), so werden die Potentiale und die Eichtransfor-
mationen reellwertig.

Fazit. Die Theorie der metrischen Zusammenhinge auf hermiteschen Geradenbiindeln iiber dem
vier-dimensionalen Minkowski-Raum ist ein nattirlicher mathematischer Rahmen fiir die Formu-
lierung der Elektrodynamik.

| Mathematik | Physik |
metrischer Zusammenhang V Viererpotiential (ff und )
Wahl eines Basisschnitts s Eichung
s~e.g=3 Eichtransformation
Kriimmung RY = iF elektromagnetisches Feld (E und B)

J Viererstromdichte (Jund o)

Bianchi-Identitdt dF" = 0 Maxwell-Gleichungen (3) und (4)

oF =J Maxwell-Gleichungen (5) und (6)
0J =0 Kontinuititsgleichung (7)

5.5 Existenz (semi-)riemannscher Metriken

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei U := {U,|a € A} eine offene
Uberdeckung von M. Eine Menge {o.|a € A} heifit zu U passende Teilung der Eins, falls alle
0o * M — R glatt sind, falls fiir o € A gilt suppon C Uy und 0 < g, < 1 auf M und falls fiir alle
p € M gilt po(p) # 0 nur fiir endlich viele o und

Z 0a(p) = 1.

a€cA

Faktum. Zu U auf M existiert stets eine Teilung der Eins.

SATZ 5.5.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine riemannsche Metrik auf M.

Beweis. Seild := {Uy|a € A} eine Uberdeckung von M durch Karten z,, : U, — V, C R". Setze
9o = T (geun1)- Dann ist g, eine riemannsche Metrik auf U, fiir alle o € A. Sei {gn|a € A} eine
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passende Teilung der Eins. Sei p € M. Setze

9l =Y al(p)galp-

acA

Dann héngt g glatt von p ab und g|, ist positiv definit, denn: Sei { € T, M mit £ # 0. Wegen
Y aca 0a(p) = 1 existiert ein ag € A, so dass gq, (p) > 0. Daher gilt

glp = Z Qa(p)galp(§a€)+9ao(p) ga0|P(€7§) >0
—_——— ——— —

aFao S >0 >0 >0

Bemerkung. Der Beweis benutzte, dass konvexe Kombinationen positiv-definiter symmetrischer
Bilinearformen wieder positiv-definit sind. Fiir allgemeine nichtentartete symmetrische Bilinear-
formen kann eine solche Konvexkombination entartet sein. Also funktioniert dieser Beweis nicht
fur allgemeine semi-riemannasche Metriken. Der Satz ist bereits fiir Lorentz-Metriken falsch.

Beispiel. Die Mannigfaltigkeit M = S? besitzt keine Lorentz-Metrik.

Falls doch, so konnte man in Koordinatensystemen U, lokal Abbildungen konstruieren, die jedem
Punkt p € U, einen eindimensionalen zeitartigen Untervektorraum L, (p) C 7},S? zuordnet, die
glatt glatt sind in p. Eine Teilung der Eins liefert eine glatte Abbildung, die jedem p € S? eine
zeitartige Gerade L(p) C T,S* zuordnet. Dann wire fiir alle p € S* T,8% = L(p) ® L(p)*. Daraus
wiirde folgen, dass die Eulerzahl x(S?) = 0 wire, sie ist aber 2.

Dagegen ist der 2-Torus 72 = R? /Z? mit der Metrik, die von der Minkowski-Metrik kommt, eine
Lorentz-Mannigfaltigkeit.
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Kapitel 6

Riemannsche Geometrie

6.1 Die riemannsche Abstandsfunktion

Generelle Voraussetzung. Sei M eine zusammenhingende riemannsche Mannigfaltigkeit, (-, )
bezeichne die riemannsche Metrik.

Definition. Seic: [a,b] — M eine stetige, stiickweise C'-Kurve. Dann heif3t

b
Il = / lé(t)] dt

die Linge von c.
Bemerkung. Die Linge einer Kurve ist invariant unter Parametertransformationen.

Ist ndmlich ¢ : [a,b] — [« f] eine Parametertransformation, so gilt

b
Llcoy] = /
= le(e®)] - lp(t)] dt

/\‘ a
B
Substitution v .

s=p(t)

d
—(Cogp)H dt

Definition. Seien p,q € M. Dann heif3t
d(p,q) = inf{L[c]|c: [a,b] — M stiickweise C!-Kurve mit c¢(a) = p, c(b) = ¢}

der riemannsche Abstand von p und q.

n
Bemerkung. Das Infimum braucht nicht angenommen zu werden. R 0

Beispiel. M = R" — {0} und p = —q. Es gilt d(p, ¢) = 2|p|, aber jede Kurvec¢ |gq

von p nach ¢ hat eine Lange L[c] > 2 |p|.
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SATZ 6.1.1 (Gaufi-Lemma). Seien p € M und £ € T,M. Die
Geodiitische y(t) = exp, (t§) sei auf [0, b] definiert. Dann ist exp,
auf einer offenen Umgebung von {t£|0 <t < b} C T,,M definiert
und es gilt

(i) dexp, |w(§) = 7(b).
(ii) Fiirn € TyeT,M = T, M gilt

(dexp, i (n),7(t)) = (n,€) -

Insbesondere gilt dexp,, [¢¢(n) L ¥(t), falls n L ¢

Beweis.
. d d .
(i) dexp, lie(€) = o exp, (t€ + 5€) om0 = T(t+ o0 = 3(1).

(ii) Wegen (i) genuigt es, den Fall L £ zu betrachten. Sei J das Jacobi-Feld langs v mit J(0) = 0
und ¥ .J(0) = 7. Nach Proposition 3.4.3 gilt dann

J(t)

dexpy, |t (1) = —— fiirt > 0.

Da sowohl J als auch ¥ J fiir ¢ = 0 auf 4 senkrecht stehen, gilt dies fiir alle ¢. Also gilt

J(t) .

(dex b 3(0)) = (F2.3(0) ) =0 = (1.6). -

Wir betrachten nun den Diffeomorphismus ® : T,M — {0} — (0,00) x S"™', wobei §"' C
T,M, gegeben durch t - y <~ (¢,y). Dann existiert ein r > 0, so dass B(0,7) C T, M unter exp,
diffeomorph auf eine Umgebung U von p in M abgebildet wird.

= (0,r)xS" ' 5 U—{p}, (t,y) — exp,, (ty) ist ein Diffeomorphismus.

Seiennun y?,. .., y" lokale Koordinaten auf einer offenen Menge U; C S"~!. Dann heiflen die Ko-
ordinaten, die durch den Diffeomorphismus exp,,(ty) — (t,4%,...,y") gegeben sind, geodiitische
Polarkoordinaten.

T,M

AN
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Das Gaufi-Lemma besagt, dass in solchen Koordinaten die riemannsche Metrik so aussieht:

KOROLLAR 6.1.2. Seir > 0, s0dass exp,, | 5o, €in Diffeomorphismus auf das Bild ist. Sei c : [a, b] — M
eine stiickweise C*-Kurve mit c¢(a) = p und ¢(b) ¢ exp,(B(0,r)). Dann gilt L[c] > r

Beweis. Sei 8 € (a,b) minimal, so dass ¢(3) € dexp,(B(0,7)) = expp(Snfl(r)). Sei« € [a, ) maxi-
mal, so dass c¢(a) = p. Nun ist sichergestellt, dass fiir 7 € («, 3) die Kurve ¢(7) in exp, (B(0,7))\{p}
verlauft.

Fiir 7 € (a, ] schreibe
or) = eprfl(C(T)) = (1) - y(7),
wobei t(7) := ||&(7)]| € (0,r]und y(7) := HC(T)H € 5" 1. Sei € das Einheitsvektorfeld auf 7), M \ {0},

das unter dem kanonischen Isomorphismus 7, T, M = T, M durch £(z) = Moy 8egeben ist. Mit

dem Diffeomorphismus exp,, transportieren wir dieses Vektorfeld auf exp,(B(0,7)) — {p}, d. h.
wir setzen

(a) 1= dexp, (é(exp, () -

Aus dem Gauf-Lemma, Teil (i), folgt, dass |£]| = 1. Aus Teil (ii) des Gaui-Lemmas erhalten wir
wegen

d . dt d

—i(r) =S () () L)

dr dr &~ dr
Y ——
=< LE(e(n)

dass

%ﬁﬁ%T\ /@MMcmwr
B
/ﬂdr
tla) = r—0 = r

SATZ 6.1.3. (M, d) ist ein metrischer Raum.
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Beweis.

(i) Offensichtlich gilt stets d(p,q) > 0. Es gilt d(p,p) = 0 fiir alle p € M, denn die konstante
Kurve hat Lange 0.

Sei umgekehrt d(p, q) = 0. Angenommen, es gelte p # ¢. Wahle » > 0 so, dass exp,, |p(o,r)
ein Diffeomorphismus ist und (nach eventueller Verkleinerung von r) ¢ ¢ exp,(B(0,7)).
Dann gilt nach Korollar 6.1.2, dass jede Kurve von p nach ¢ mindestens die Lange r hat, also
d(p,q) > r > 0. Das ist ein Widerspruch, also gilt p = q.

(ii) Esist klar, dass d(p, ¢) = d(g, p) (durchlaufe die verbindenden Kurven in umgekehrter Rich-
tung).
(iii) Zu zeigen bleibt noch d(p, ¢) < d(p,r) + d(r, q).

Sei dazu € > 0. Wahle eine stetige, stiickweise Cl-Kurve ¢; von p nach
rmit L[e;] < d(p,r) + € und eine stetige, stiickweise C!-Kurve ¢z von r

nach ¢ mit Llco] < d(r,q) + €. Setze ¢; und ¢y zu einer stetigen, stiick- 1 €2
weisen C!-Kurve ¢ von p nach ¢ zusammen. Dann gilt
d(p,q) < L[c] = L[e1] + Llea] < d(p,7) + e +d(r,q) +e. q
Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert die Behauptung. O p
Notation. Setze B(p,r) = {qe€ M]|d(p,q) <7},
B(p,r) = {qeMld(p,q) <r} und
S(p,r) = {q€Mld(p,q) =r}.

Definition. Fiir p € M heifst
injrad(p) := sup{r| exp, | p(o,r) : B(0,7) — exp,(B(0,r)) ist Diffeomorphismus}
der Injektivititsradius in p.

Beispiel. Der Injektivitdtsradius hdangt von p ab.

hier injrad grofs

hier injrad klein

Bemerkung. Fiir 0 < r < injrad(p) gilt exp,(B(0,7)) = B(p,r). Denn:

“

»C": Seiq = exp,(§) mit [{| < r. Dannist ¢t — exp,(t§), t € [0, 1], eine Kurve von p nach ¢ und

hat die Lange || < r. Alsoist d(g,p) < r,d.h. g € B(p,r).
2" Korollar 6.1.2

SATZ 6.1.4. Die Metrik d induziert die urspriingliche Topologie.

Beweis. Bezeichne fiir den Moment die beztiglich d offenen Teilmengen von M als ,d-offen”. Es
ist somit zu zeigen: d-offen = offen.
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(a) Behauptung: Jede d-offene Menge ist offen.

Sei U C M d-offen. Fiir jedes p € U existiert ein r(p) > 0, so dass B(p,r(p)) C U.O.B. d.
A.seir(p) < injrad(p). Dann ist B(p,r(p)) = exp,(B(0,7(p))) das diffeomorphe Bild einer
———

offen in T, M
offenen Teilmenge von T, M, also selbst offen.

= U= |J B(p,r(p)) ist die Vereinigung offener Teilmengen von M und somit offen.
peEM

(b) Behauptung: Jede offene Menge ist d-offen.

Der Beweis funktioniert dhnlich. O

KOROLLAR 6.1.5. Die Abbildung d : M x M — R ist stetig.

Bemerkung. Ist & € Isom(M), so gilt L[® o ¢] = L[c] und somit auch d(®(p), (q)) = d(p, ¢).

Erinnerung. Wir haben E[c] = 1 ff lé(t)|? dt die Energie von ¢ genannt.

PROPOSITION 6.1.6. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und sei ¢ : [a,b] — M eine stetige,
stiickweise C'-Kurve. Dann gilt

L[c]* <2(b—a)- Eld].

Gleichheit gilt genau dann, wenn c proportional zur Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir das L?-Skalarprodukt ergibt sich:

b 2 b b
L[c]2 = (/ ||é(t)||~1dt> §/ ||c(t)||2 dt~/ 12dt = 2E[c|(b — a).

Gleichheit gilt genau dann, wenn |¢| und 1 (als Funktion) linear abhingig sind, d. h. wenn |¢|
konstant ist, d. h. wenn ¢ proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist. 0

KOROLLAR 6.1.7. Eine Kurve c minimiert genau dann die Energie unter allen stetigen, stiickweisen C*-
Kurven, die p und q verbinden, wenn c die Linge minimiert und proportional zur Bogenlinge parametri-
siert ist.

Bemerkung. Energieminimierende Kurven sind nach Korollar 2.6.4 Geoddtische.

KOROLLAR 6.1.8. Jede kiirzeste Kurve von p nach q ist bis auf Parametrisierungen eine Geodiitische (ge-
nauer: jede Umparametrisiertung proportional zur Bogenliinge ist Geodiitische).

Vorsicht! Umgekehrt ist nicht jede Geodéatische Kiirzeste.
Beispiel. Die Grofkreise auf der S™.

Definition. Eine Geodaétische 7 : [a,b] — M mit L[y] = d(v(a), (b)) heifst minimal.
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6.2 Vollstindigkeit

Generelle Voraussetzung. Sei M eine zusammenhéngende riemannsche Mannigfaltigkeit.

Definition. Seip € M. Dann heifst M geoditisch vollstindig in p, falls exp,, auf ganz T),M definiert
ist, das heifit alle Geodétischen durch p sind auf ganz R definiert.

SATZ 6.2.1 (Hopf-Rinow). Sei M eine zusammenhiingende riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M.
Dann sind dquivalent:

(1) M ist geoditisch vollstindig in p.

(2) M ist geodiitisch vollstindig in allen ¢ € M.

(3) Die B(p,r) sind kompakt fiir alle r > 0.

(4) Die B(q,r) sind kompakt fiir alle r > 0 und alle ¢ € M.

(5) (M, d) ist ein vollstindiger metrischer Raum, das heif$t, alle d-Cauchy-Folgen konvergieren.
Jede dieser Bedingungen impliziert zusditzlich

(6) Jeder Punkt q ldsst sich mit p durch eine minimale Geodiitische verbinden.

Bemerkung. Die Aussage (6) ist schwicher als (1) bis (5). / Y
Beispiel. M = {z € R"| |z| < 1} mit der euklidischen Metrik erfiillt zwar (6), ‘\: J
aber nicht (1) bis (5). . o

Definition. Falls die Bedingungen (1) bis (5) aus Satz 27.1 gelten, nennt man M eine vollstindige
riemannsche Mannigfaltigkeit.

KOROLLAR 6.2.2. Jede kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit ist vollstindig.

Beweis von Korollar 6.2.2. Nach dem Satz von Hopf-Rinow gentigt es die Bedingung (3) nachzu-
weisen.

Es gilt also: B(p,r) C M ist eine abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raumes M und daher
selbst wieder kompakt. O

Beweis von Satz 6.2.1. 'Wir werden den Satz in fiinf Schritten beweisen. Die Struktur des Beweises
sieht dabei folgendermaflen aus:

trivial (e)

6) 2 2) 23 1) S ()
—_———

(Z\ A

0] % (3)
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(@ Sei v : (o,8) — M eine Geoditische mit maximalem Definitionsbereich. Ohne Ein-
schrankung nehmen wir an, dass vy nach der Bogenlidnge parametrisiert ist.

Wir nehmen an, es gelte 5 < oo (der Fall & > —oo ist analog). Dann gilt fiir eine Folge von
t; € (o, f) mit ¢; =X 3, dass

d(y(ti),v(t5)) < L] = 1t — 51
Folglich ist ((¢;))ien ist eine d-Cauchy-Folge.

1—00

Und da (M, d) vollstdndig ist, existiert ein ¢ € M mit y(t;) — q.

1. Zwischenbehauptung: Der Grenzwert ¢ hdangt nicht von der speziellen Wahl der Folge
(ti)iEN mit ti ijf ﬂ ab.
Beweis. Ist (t;);en eine weitere solche Folge mit ¢’ = lim;_, ¥(t}), so ist auch (¢} );cn eine
solche Folge, wobei
e
Gei=25+1

Die Folge ((t}))ien ist eine d-Cauchy-Folge mit den Haufungspunkten ¢ und ¢'. Es gilt also
q = ¢'. Das beweist die Zwischenbehauptung. O

Wir erhalten also eine stetige Fortsetzung ¥ : (o, 5] = M von 7 durch

5(t) = { vflt): i i(ga’ﬁ)

1. Zwischenbehauptung: Das Geschwindigkeitsfeld + besitzt ebenfalls eine stetige Fortsetzung
auf («, S].

Beweis. Sei dazu x : U — V eine Karte von M um ¢ mit z(¢q) = 0. Wahle r > 0 so, dass
B(0,r) C V. Da B(0, r) kompakt ist, existieren Konstanten C4, C2, Cy > 0 mit

o |k (y)| < O firalley € B(0,7).

o Jaf . < C2 szzl ol 525 (x7(y))| furallea= (a,...,a") € R"undy € B(0,r).

g

k
ark,
!

(y)’ < Oy fiiralley € B(0,r).

Schreibe 7* := z* o fiir t € (8 — ¢, 3), wobei ¢ > 0 so klein ist, dass y(t) € 2~ 1(B(0,r)),
sowie a” := 4*. Dann liefert die Geodéiten-Gleichung:

it = F* = =X TN ) A
= _sz'zll—‘?j(’yl,...,’yn)aiaj

n?-C1 - fal;

max

¢
&
=

A

N

= lal

max —

n201'”a’”12nax S n201.022 "7"92 = n201022 = CB
——
=1

= lalt) = alt) e = |7 ()t

ti.
< SN0 e 2| < Cslti =15
max
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(b)

(c)

Die a(t;) bilden eine Cauchy-Folge in R", das heifit, sie konvergieren gegen ein A € R"™.

Wie eben ist A unabhingig von der speziellen Wahl der Folge (¢;);en mit ¢; 2% 3. Also
erhalten wir eine stetige Fortsetzung von a durch

a(t) := { a(ii: i i(ﬁﬂiaﬂ)

Das Geschwindigkeitsfeld 7 setzt sich also stetig in ¢ = /8 fort. Die Fortsetzung 4 von - ist
CcL. O

Die Differentiation der Geodéaten-Gleichung liefert

" noork .
it = — Z <Z 3;; alala3+2Ffja’a3>

ij=1 \i=1

Daraus folgt:

3

lal masx

max < 1°Ct |afa +20%C1 a]
< TL3C4023 + 2n2010302

= 05

lal

max max

Ebenso wie oben bildet (a(t;));en eine d-Cauchy-Folge in R”. Die Fortsetzung ¥ ist sogar
eine C%-Kurve.

Sei also ¥ : (8 — 0,8 + ) — M die Losung der Geoditen-Gleichung mit 4(5) = (5)
und 5(8) = 7(B). Aus der Eindeutigkeit von Geoditischen folgt, dass 4 und 7 auf ihrem
gemeinsamen Definitionsbereich iibereinstimmen.

Wir erhalten also eine Fortsetzung von vy als Geodéte auf (o, 8+ 6). Dies ist ein Widerspruch
zur Maximalitdt von § und zeigt somit (a).

Seien alle abgeschlossenen Bille in M kompakt. Sei (p;);en eine Cauchy-Folge in M. Da alle
Cauchy-Folgen beschrénkt sind, existiert ein R > 0, so dass p; € B(p, R) fiir alle i € N.
Wegen der Kompaktheit von B(p, R) hat die Cauchy-Folge (p;);en einen Haufungspunkt
und konvergiert folglich.

Seien alle B(p, r) kompakt fiir aller > 0.Sei ¢ € M und sei R > 0.

Setze r := R + d(p, q). Dann gilt @
B(q.R) € B(p.7),

denn fiir » € B(q, R) gilt

d(z,p) < d(z,q) +d(q,p) < R+d(q,p) =

Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge B(p, r) ist der Ball B(q, R) selbst kom-
pakt.
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(d) Sei (p;)ien eine Folge in B(p, r). Es ist zu zeigen, dass (p;)ien eine
konvergente Teilfolge besitzt.

Nach (6) existieren minimale Geodétische v;, i € N, mit +;(0) = p
und ~;(¢;) = p; fiir geeignete t;, ¢ € N.

O. B. d. A. seien die ; nach Bogenldnge parametrisiert. Dann ist
t; = Llvi] = d(p,pi) <.

Die 4;(0) sind Einheitsvektoren in 7), M. Da S* (1) ¢ T, M kom-
pakt ist, gilt nach dem Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge

4(0) =¥ X € S"7 (1) c T, M.

Es gilt t; € [0, 7] kompakt. Nach nochmaligem Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert auch
i—00

t; — T €[0,7]. Setze q := exp,(T - X). Diese Definition ist wegen (1) moglich. Es gilt nun
lim p; = lim exp, (t; - %i(0)) = exp,( lim #;4;(0)) = exp,(TX) = q.
12— 00 71— 00 1—> 00

Dies beweist (d).

(e) Sei g € M. Wir wissen bereits, dass wir minimale Geoditische von p nach ¢ finden kénnen,
falls ¢ € B(p,injrad(p)).

Seien ¢y, stetige, stiickweise C L_Kurven von p nach
g mit L{cg] = d(p,q) + e mit g \, 0. Sei also
g ¢ B(p,injrad(p)) (sonst sind wir schon fertig).
Wihle 0 < ry < injrad(p). Dann ist

S(p,ro) = epr(Snfl(To))

kompakt. Sei ¢, der erste Schnittpunkt von ¢z mit S(p, 7). Nach dem Ubergang zu einer
geeigneten Teilfolge besitzt ¢;, eine Grenzwert ¢ € S(p, 7). Es gilt
d(p.q) < d(p,ar) + d(gk.q) < Llck] < d(p,q) + ek
k—.00 _ _
= d(p,q) < d(p,q) +d(q,q) < d(p,q)
= d(p,q) =d(p,q) +d(q,9)

Sei also vy die eindeutige minimale Geodaétische, die p mit ¢ verbindet, o. B. d. A. nach Bo-
genlidnge parametrisiert. Mit (1) kann man +y auf [0, d(p, g)] fortsetzen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass v : [0, d(p, ¢)] — M ist eine minimale Geodétische von p nach
q. Setze dazu

I:={t€|0,d(p,q)]|d(p,v(t)) = tund d(p,~(t)) + d(v(t),q) = d(p,q)}.

Wir haben gesehen, dass [0, 7] C I. Setze also ¢ := sup(I). Zu zeigen ist ¢, = d(p, q), denn
dann ist

d(v(to), q) = d(p,q) — d(v(to),p) = d(p,q) —to =0,
und daraus folgt dann v(¢9) = ¢ und + ist minimale Geodétsiche von p nach q.

Wir nehmen also an, dass ¢y < d(p, q). Setze ¢’ := v(to)

Wihle 0 < m < d(p,q) — to so, dass B(q',71) eine q’
normale Koordinatenumgebung ist. Wie oben existiert 5 A
w

e

dann ein ¢ € 9B(q’, ) mit

d(q',7)+d(7,q) = d(d,q)
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Sei nun ; eine minimale, nach Bogenlange parametrisierte Geodétische mit v (9) = ¢’ und
Y(to+71)=¢.

= dip,q) < d(p,¢')+d(d,q)
= d(p,q')+d(qd',q) —d(T,q)
= d(p,q) —d(¢',q) +d(¢',q) —d(T',q)
= d(p7 Q) - (qlv(I)
< dp,q)
= dp,q) = dp,¢)+dd,q)

= Die Kurve v/jo,4,] U 71l[to,t0+r,] ist Kiirzeste. Sie hat in ¢’ keinen Knick.

= Esgiltalsoto+r; € I. Das ist ein Widerspruch zur Definition von ¢y. Somit ist auch
(e) bewiesen. O

6.3 Die zweite Variation der Energie

Zur Erinnerung. Ist ¢, eine C?-Variation von ¢ : [a,b] — M mit Variations-
feld ¢, dann besagt die erste Variationformel (Satz 2.6.1) Folgendes:

L Blelsmo = — [1 (&, Ty dt+ (&) |5,

Ist ¢, stetig und nur sttickweise C 2, das heif3t, es existiert eine Un-
terteilung a = tg < t; < --- <ty = b, so dass (s,t) — cs(t) stetig
ist auf (—¢,¢) x [a,b] und C? auf (—¢,¢) x [t;—1,;], dann gilt

d%E[CsHs:o = % ;E[Cs [tio1,t:]]ls=0
N £
- 3 ( /ti1 <§,%é> dt + (&(t:), e(t;)) — <§(ti1),é(tj)>>
b N
= = [ {6 3] de (60,007 = (gla)ila)) + 3 (el ee0) - )

Frage. Falls c eine stetige und nur stiickweise C?-Kurve ist mit - E|c,]|,—o = 0 fiir alle stetigen,
stiickweisen C2-Variationen ¢, mit festen Endpunkten, muss dann ¢ eine Geoditische (und somit
insbesondere C'*°) sein?

Antwort. Ja. Denn betrachtet man zunichst nur solche Variationen
mit £(¢;) = O fir alle ¢ € {0,..., N}, so folgt wie im Beweis von
Korollar 2.6.4, dass %é = Oaufjedem [t;_1,¢;] fir¢=1,...,N.

= Die Kurve c ist stiickweise eine Geoditische.
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Wiirde nun fiir ein i € {1,...,N — 1} gelten, dass ¢(¢; ) # é(t]), so kann man ein n € T\ M

wiahlen mit
(n,e(ty) —etf)) > 0.

Setze nun 1 vermoge der Parallelverschiebung ldngs c fort. Wihle eine glatte Funktion ¢ : R — R
mit ¢(t;) = 1und ¢ = 0 auf R — (t;-1,ti+1)- Setze (1) := @(¢)n(t). Dann gilt £(a) = £(b) = 0 und

somit
0= (&(ta), é(t;7) = e(t)) = (mset;) — é(t)) > 0.
Das ist ein Widerspruch. Wir fassen zusammen:

SATZ 6.3.1. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : [a,b] — M eine stetige, stiickweise
C?-Kurve. Dann gilt fiir jede stetige, stiickweise C?-Variation cs von ¢ mit Variationsfeld &, dass

)_0/ab<g, >dt+ (€6

wobei a =ty < t1 < --- < ty = beine Unterteilung ist, fiir die sowohl c als auch cs auf den Intervallen
[ti—lati]/ i=1,...N, C? ist.

N— 1
i=1

d
— EJcs
75 Zles]

Die Kurve c ist genau dann eine Geodiitische, wenn fiir alle solchen Variationen mit festen Endpunkten
gilt:
d

EE[CS]

=0.
s=0

Um die Minima der Energie zu untersuchen, miissen wir die zweite Ableitung der Energie be-
trachten.

SATZ 6.3.2 (Zweite Variation der Energie). Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei ¢ :
[a,b] — M eine Geodiitische. Sei c, eine C3-Variation von ¢ mit Variationsfeld & und festen Endpunkten.

Dann gilt
b v v . .
o / (<af 55> — (R(& 06, g>) dt

Beweis. Im Beweis von Satz 2.6.1 haben wir bereits gezeigt, dass
d V Ocs Ocy
ool = / <8t 9s ot > at
JRALE
s—0 a 0s 0t 0s |,_,
[(g5o
o \0tOs Os
[ 2z
o | Ot \Os 0s
E
Os

FE[Cs]

. V V dcg
(e et L))
. b o by v>
Vdi+ | mE o at+ [ (e e ar
y > [ weags as | < Ve e

. V Ocs A\
s_O7c> - <£ ds 5—07£_tfc/> “
=0
b

= 0, da ¢, Variation mit festen Endpunkten ist.

a

O
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Definition. Sei M eine zusammenhédngende riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heif3t
diam(M) := sup{d(p, q) |p,q € M} € (0, 0]

der Durchmesser von M.

Beispiel. Sei M = S™ mit g = gsq. Dann ist diam(S") = 7.

Bemerkung. Ist M vollstindig, so gilt

diam(M) < oo < M ist kompakt.

Denn: ,<": M ist kompakt = M x M ist kompakt = d : M x M — R ist beschrdankt und nimmt
Maximum an.

=" Istdiam(M) =: R < oo, so gilt fiir beliebiges p € M, dass M = B(p, R). Also ist M
kompakt nach dem Satz von Hopf-Rinow. O

SATZ 6.3.3 (Bonnet-Myers). Sei M eine vollstindige und zusammenhingende riemannsche Mannig-
faltigkeit der Dimension n. Es gebe ein k > 0, so dass ric > k(n — 1)g, d.h. fiir alle £ € TM gilt:
ric(¢,€) > k(n — 1)g(&, &). Dann ist M kompakt und es ist:

diam(M) < %
Beispiel. (1) Sei M = 8" mit g = a? - ggq. Dann gilt
. 1 . n-1
diam(M) = ar, K = 5 fie=—3

1
= diam(M) = L mit s = — und ric = k(n — 1)g.
«

NG
(2) Seinun M = RP™ mit g = gsq. Da RP" lokal isometrisch zur S™ ist, gilt wie fiir die Sphére
ric = (n — 1)g. AuSerdem gilt diam(RP") = 7.
Hier gilt also diam(M) < =, wobei k= 1.
Beweis von Satz 6.3.3. Seien p,q € M mit p # q. Setze ¢ := d(p, ¢). Da M vollstindig ist, folgt mit

dem Satz von Hopf-Rinow, dass eine minimale, nach Bogenlinge parametrisierte Geodétische
v : [0,6] — M existiert mit v(0) = pund v(6) = q.

Seie € T,M mite L 4(0) und |e| = 1. Sei e(t) das langs -y paral-
lelverschobene Vektorfeld. Setze

&(t) :=sin (%t) -e(t).

Sei v;(t) eine Variation von « mit festen Endpunkten und Varia-
tionsfeld ¢, also zum Beispiel

75 (1) = expegy (s - £(2))-
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Da 7 eine minimale Geodaitische ist, folgt

d

d?
= _— o o — <
0 dSE[%Hé,O und 0 < e Elvs]|s=
5
= / < R(&, )%, 6))
0
0 7r 2T N\? N
= /0 <H— cos gt t)H —sin (Et) <R(e,’y)'y,e>) dt
5 /.2 2
7r T .
= /0 (5— gt 1—5111(51?) K(e,’y)) dt
Ist ey, ..., e,_1 eine Orthonormalbasis von §(0)*, so ergibt dies mit e = e; und Summation tiber
i
5 2 2 2
T T T
< T TN . (T .
0 < /0 ((n 1)52 cos (513) sin (513) ric(%, ) )dt
>(n—1)k-1
1 2 2 2
T T LT
< (n-— 1)/0 (6_2 cos (Et) — sin (Et) ~n> dt
172 — k62
= (-1 55—
= < 72— kb2
= < L
= s
T
i M) < —
= diam(M) < 7
Mit der Vollstandigkeit von M folgt dann auch die Kompaktheit. 0

Wir haben hier aus einer lokalen Voraussetzung eine globale Schlussfolgerung hergeleitet.

Allgemein gilt Folgendes

K>k = ric>2(n—1k-g = scal>n(n—1)k. 1)

Daher gilt der Satz von Bonnet-Myers insbesondere auch fiir Mannigfaltigkeiten mit X > « > 0.
Gentigt auch die Bedingung scal > n(n — 1)x?
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Dazu wollen wir ein Gegenbeispiel konstruieren. Seien M; und
M, riemannsche Mannigfaltigkeiten und trage M := M; x M,
die Produktmetrik

gm (&1 +&,m +m2) = gu, (E1,m) + 9, (E2,12)-
——

€Tp M1 @Tpy M2
=T(py.p) M

= RME&G +&m+m) =

( RMl(glanl) | 0 )
0 | RM (&)

.M ric* 0
= ric” = I
0 ric™?

11\/[ 11\/[1 1M2

= sca = scal™! + sca
Fur n > 3 ergibt sich mit M = 5"~ ! ¥ R, dass
scal = (n—1)(n—2)+0=(n—1)(n—2),

aber gleichzeitig ist diam(M) = oo. Also gilt der Satz von Bonnet-Myers nicht unter der
schwécheren Bedingung scal > n(n — 1)k fiir n > 3.

Fiir n = 2 gilt jedoch scal = 2K und die drei Bedinungen in (1) sind dquivalent.

6.4 Verallgemeinerte Abstandsfunktionen

Definition. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine glatte Funktion f : M — R heifst
verallgemeinerte Abstandsfunktion, falls |gradf| = 1.

Dabei ist grad,, f der Tangentialvektor in 7), M, gegeben durch

<gradp 1, g> = 0cf fiir alle € € T, M.
Isteq,...,ey, eine Orthonormalbasis von 1}, M, so gilt
gradpf = Z ae»bf - ei7
i=1
denn fir alle € gilt (377, Oe, f - €i,&) = D27 O, [ (€is§) = Osn (eseye, f = Ocf-
Definition. Ist f : M — R glatt, so heifst

Hess,f : T,M x T,M — R, Hess,f(§,n) = (Vegradf,n),

die Hessesche von f im Punkt p.

LEMMA 6.4.1. Die Bilinearform Hess,, f ist symmetrisch.
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Beweis. Setze £, € T, M zu glatten Vektorfeldern in einer Umgebung von p fort. Dann gilt

Hessf(¢,n) = (Vegradf,n)
= 0 (gradf,n) — (gradf, Ven)
= 0:0nf — Ovenf

= Hessf(¢,n) —Hessf(n,§) = 0¢0yf — Ovenf — 0n0cf + Ov,ef
= 8587,f78n8§f73[57n]f =0 U

LEMMA 6.4.2. Sei f : M — R eine verallgemeinerte Abstandsfunktion. Dann sind die Integralkurven
von grad f nach Bogenlinge parametrisierte Geoditische.

Beweis. Firalle{ € T,M gilt 0 = 0 (gradf,gradf)
2 (Vegradf, gradf)
= 2Hessf(&, gradf)
"="" 2Hessf(gradf,§)
= 2 <vgradfgradfa €>
Daraus folgt also Vgqrgradf = 0. Fiir eine Integralkurve c heifit das V¢ = 0, also ist ¢ Geodati-
sche. Dass ¢ nach Bogenlidnge parametrisiert ist, ist wegen |¢| = ||grad f| = 1 klar. |

LEMMA 6.4.3. Sei M eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit, sei K C M kompakt. Dann ist die
Funktion

f(@) = d(,2) = inf d(p.a)

dort auf M — K, wo sie glatt ist, eine verallgemeinerte Abstandsfunktion.

Beweis. Da K kompakt ist, nimmt fiir jedes « € M die Funktion K — R, p — d(p, z), ihr Minimum
an. Wir konnen also schreiben

flz) = gg,g d(p,x).

Sei nun x € M — K, wobei aulerdem f differenzierbar sei in x.
Sei p € K mit f(z) = d(p, ).

Da M vollstandig ist, existiert eine minimale, o. E. nach Bo-
genldnge parametrisierte Geoddtische v : [0, f(z)] — M mit

7(0) = pund y(f(z)) = .

Zwischenbehauptung: Fur alle t € [0, f(z)] ist f(v(¢)) = t.

Beweis. Es gilt f(7(t)) = d(K,~(t)) < d(p,v) < Llylp,g] = t.
Wiirde fiir ein ¢ € (0, f(x)) gelten, dass f((t)) < t, so wére

fl@) = dK,z) < d(K,~(t))+d(y(t),z)
< t+ L[l p )]
t+flx)—t = f(2)

Das ist ein Widerspruch, also gilt f(y(¢)) = t. Somit ist die Zwischenbehauptung bewiesen. [
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Daraus folgt dann unmittelbar, dass

d d
Ossanf = ZF(VOli=p@) = Ztli=s@) = 1

Also gilt auf jeden Fall ||grad, f| > 1.

Seinun ¢ € T, M mit |¢| = 1.Seic: (—¢,e) — M eine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve
mit ¢(0) = £. Es gilt

flels) = d(K,c(s)
<Al ) + d(r.o(s)
< f(@)+ Ll
= f(x)+s
= 1 x MA@ g L,

= 0f = (gradf§)

Daraus folgt also |gradf| < 1 und insgesamt ergibt sich dann |gradf| = 1 dort, wo f differen-
zierbar ist. Also ist f dort eine verallgemeinerte Abstandsfunktion. O

Die Niveaumengen N, := {z € M| f(z) = s}, s € R ei-
ner verallgemeinerten Abstansfunktion f sind glatte Hyper-
flaichen, da wegen gradf # 0 jeder Wert s € R regular ist.
Ferner ist v, := grad,_ f ein Einheitsnormalenvektor auf Ny,
im Punkt z. Die Weingarten-Abbildung lautet dann

Sw TNy — TINS, SI(E) = —Vgl/ = —Vggradf. Ty Ns
Die Eigenwerte k1, ...,K5n,—1 von S, heiflen die Hauptkriimmungen von N, in M im Punkt x.
Man erhilt fiir die zweite Fundamentalform
IIw :Tsz XT$N8_>N(NS); Ifz('fﬂ?) = <S$(§)a77>l/$
= <_v£l/a 77> Vg

= —(Vegradf,n) v,
= —Hess, f(£,7) - vs

Die Eigenwerte der Hesse-Matrix liefern uns also die Hauptkrimmungen.

SATZ 6.4.4 (Riccati-Gleichung). Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, sei f : M — R eine verall-
gemeinerte Abstandsfunktion, seien Ny = f~1(s), sei S die zugehorige Weingarten-Abbildung beziiglich
v = grad f. Dann gilt

VI/S = Rl/ + 525

wobei R, : TNy — T N gegeben ist durch R, (§) = R(&, v)v.

Beweis. Wir setzen § € T, N, in eine Umgebung von « zu einem glatten Schnitt { in TN, C TM
fort, dann gilt:

(Vu5)(€) = Vu(5()—S(Vu§) = —ViVer+Vy,ev

—(VézufljJrR(% v+ V@”) + Vv,ev

=0
(Lemma 6.4.2) =VuE=Ver

= REvy+Vvar = R(§)-Vser = R(§)+S5(5) O
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LEMMA 6.4.5. Ist V ein m-dimensionaler euklidischer Vektorraum und ist S : V. — V ein selbstadjun-
gierter Endomorphismus, so gilt
m - Spur(S?) > Spur(S)?

Gleichheit gilt genau dann, wenn ein A € R existiert mit S = X - idy.

Beweis. Sei (-,-) das induzierte Skalarprodukt auf End(V'), das heifit fiir eine Orthonormalbasis
€1,...,epvon V ist
<A7 B> = Z <A€i7 B€i>V .

i=1

Dann ist Spur(S) = (S,idy) und daraus folgt dann

Spur(S)? = (S,idy)’
Csu
< (S,8) - (idy,idy)
= <52, 1dv> -m
= m-Spur(S?)
Und Gleichheit gilt genau dann, wenn S und idy linear abhéngig sind. 0

KOROLLAR 6.4.6 (Riccati-Ungleichung fiir die mittlere Kriimmung). Die Voraussetzungen seien wie
in Satz 6.4.4. Sei H = —Spur(S) die mittlere Kriimmung von N,. Dann gilt

oyH > —Loric(v,v) + H?

und Gleichheit gilt genau dann, wenn ein X € R existiert mit S = X - idy..

Beweis. oH = —08,Spur(9)
= —LSpur(V,59)
—L-Spur(R, + S?)
—L(ric(v,v) + =15 Spur(S)?)
Lric(v,v) + H? O

n—1

v

Beispiel. M habe konstante Schnittkriimmung K = «. Dann gilt

= RV(E) = H{<V5V>€_<€7V>V}
—— ——
=1 =0
- k£
= R, = Ii-idTNS
= V.S = k- idTNS + 52

Wir suchen also Losungen der Differentialgleichung

=k +ul. 2)
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Fall 1:

r = 0. Die Gleichung (2) lautet also v’ = u?. Die Lésungen sind

1
u(r) = ———, wobei C' € R, sowie u(r) = 0.

r+C’
Beispiel. Sei M = R™ der euklidische Raum.

e Seip € M. Setze f(x) := d(p,x). Dann sind die Niveau-
mengen N, = S(p,r) die Sphiren vom Radius r und fiir
die Weingarten-Abbildung bzw. die mittlere Krimmung

gilt dann

1 1
S=—--id,H=—-.
r T

e Seinun K = {0} x R"~! (das geht auch, obwohl K nicht
kompakt ist). Dann ist f(z) = d(K,z) = 2!, wenn man
schreibt: z = (21,...,2"). In diesem Fall sind die Niveau-
mengen ein Paar von affinen Unterrdumen der Dimension

n — 1, genauer gesagt also
N, = {-r,r} x R*™ %

Fur die Weingarten-Abbildung gilt S = 0 und somit ist
auch die mittlere Kriimmung Null.

N

r

Fall 2: k = 1. Die Gleichung (2) lautet also v’ = 1 + u?. Die Lésungen sind

Fall 3:

u(r) = —cot(r +C) =tan(r +C+ %), 0<C <.

Beispiel. Sei M = S" C R""! Untermannigfaltigkeit des eukli-
dischen Raums. Setze f(z) := d(p,x) beziiglich der Standard-
metrik. Die Niveaumengen sind dann Sphéren der Dimension
n — 1. Dann gilt

S=—cot(r)id = H=—cot(r).

Bei r = 0 hat die mittlere Kriimmung (bzgl. S™!) also einen Pol
(gegen —oo, Ng = p), bei r = 7 ist sie Null (dort ist NV, eine
totalgeoddtische Hypersphidre) und fiir » — = hat sie einen

b

o>

-p
weiteren Pol (gegen 400, N = —p).
x = —1. Die Gleichung (2) lautet also v’ = —1 + u*. Die Lésungen sind
u(r) = —coth(r+C), C €R,
u(r) = tanh(r+C), C € R sowie

u(r) = =£1.

Beispiel. Sei nun M = H" der hyperbolische Raum. Sei p € M. Wieder setzen wir
f(z) := d(p, z). Dann sind die Niveaumengen N, = S(p,r) und fiir die Weingarten-

Abbildung gilt
S = —coth(r)id = H = —coth(r).
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Das bedeutet, dass fiir » = 0 ein Pol (gegen —oo) vorliegt und die mittlere Kriimmung
der Niveaumengen (bzgl. M) stets negativ ist und fiir r — oo gegen —1 geht (und

nicht gegen Null).
U U u(r)=—coth(r+C){ U
1k 4kt 2 +
o/ 4 ol 4 T u=1

AN e ST

4 L4 2 4 2 %1 1 2
w(r)=tanh(r+C)
/ u(r)=— coth(r+C)
Fall 1 Fall 2 Fall 3
(c=1,C=0, ) (C=1,C=0, ) (C=1,C=0, )

Analog wie in Abschnitt 4.5 (und unter Verwendung der Notationen von dort) definieren wir die
verallgemeinerte Kotangensfunktion durch

ct, = C—K
Sk
Dann 1st —ct,; die Riccati-Gleichung v/ = & + u? (2) mit einem Pol in 7 = 0.

Fur f(z) = d(p,z) in M7 sind die Niveaumengen N, = S(p,r) mit der Weingarten-Abbildung
S = —ct,(r)id und der mittleren Krimmung H = —ct,(r).

PROPOSITION 6.4.7 (Riccati-Vergleichssatz). Sei x € R, seien f, F : I — R C'-Funktionen mit

F'>k+F2und f' < r+ f2

Dann gilt
4 _ — JI (F(0+£(e) de
= ((F@) = fr))e ) >0
Beweis. (F = fle JELDY = (F' — e  JEHD) —(F — fle= JEXD(F 4 f)
= e*f(F+f)(F/_f/_F2+f2)
> e_f(F+f)(f€+F2—H—f2—F2+f2) - 0 O

KOROLLAR 6.4.8. Die Voraussetzungen seien wie in Proposition 6.4.7.

(a) Gilt zusitzlich fiir ein ry € I: f(r1)

< F(r1),soist f(r) < F(r) fiiraller > ry,
(b) Gilt zusdtzlich fiir ein vy € I: f(r1) > F(r1),soist f(r) > F(r) fiir aller < ry.

Beweis.

(a) Nach der Voraussetzung gilt also (F — f)e™ /(F+/) > 0inr = 7.
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= Die Funktion (F — f)e~/(F+/) ist nach Proposition 6.4.7 monoton wachsend.

= (F—f)e JTTD > o firalle r > 1.
>0

= F(r)— f(r) >0fuaraller > r.

(b) beweist man analog. O

KOROLLAR 6.4.9. Die Voraussetzungen seien wieder wie in Proposition 6.4.7. Schreibe I = (0, b).
(a) Gilt zusitzlich hn% f(r) = —oo,s0ist f(r) < —ct,(r) fiiralle r € (0,b*), wobei b* := min({b} U {
r—
positive Pole von ct,,}),

(b) Es gilt F'(r) > —ct.(r) fiiraller € I.
Beweis.

(@) Esist ct,; definiert auf (0,b*) und glatt und es gilt
—ct,) =k + ct,. 2.

Angenommen es existiert ein 71 € (0,b*) mit f(r1) > —ct.(r1). Dann existiert auch ein ¢, so
dass f(r1) > —cte(r1 + €). Setze F(r) := —ct,(r + ¢). Es gilt dann: f(r1) > F(r1).

Korollar 6.4.8(b) liefert: f(r) > F(r) fir alle < ;. Beim Grenziibergang r — 0 gilt:

—o00 = lim f(r) > lim F(r) = —ct.(g) > —0c0.
r—0 r—0

Die Annahme war also falsch und die Behauptung ist bewiesen.

(b) wird auf dhnliche Weise gezeigt. Angenommen, es gibt ein r; € I mit F(rq) < —ct.(r1).
Dann gilt fiir hinreichend kleines ¢ > 0, dass F(r1) < —ct.(r1 — €). Nun liefert Korollar
6.4.8(b) F(r) < —cty(r —¢) fur alle r < rq, solange F(r) und —ct.(r — €) definiert sind. Es
folgt

—00 < F(g) = lim F(r) < — lim ct,.(r — &) = —o0,

r—€& T—€

ein Widerspruch. O

Wir untersuchen nun die Beziehung zwischen der Riccati- und der Jacobifeld-Gleichung:

Sei f : M — R eine verallgemeinerte Abstandsfunktion und
seip € Ny, = f~(to). Seic: (—e,e) = Ny, glatt mit ¢(0) = p.
Wir setzen £ := ¢(0) € T,N;, und v := gradf.

Definieren wir v5(t) := exp.,)(t - v(c(s))), so liefert dies fiir
jedes s eine Geodatische ¢t — () und es gilt

75(0) = c(s) und 4,(0) = v(c(s)).
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Folglich ist die Kurve v, eine Integralkurve zu gradf.
Dann erklart J(t) := %fys (t)|s=0 ein Jacobi-Feld langs v und es gilt:

\Y Vo
s t0) = oo st
Vv o

— —s(t)| t=to
95 1 1Dl

= Y uels)lmo
= Vels=o = Vv
- S8 = —S((t)

Das liefert einen neuen Beweis der Riccati-Gleichung:

CRAT) = S = o (S()
= —(F5) D+ s
= —R(J) = =(Vu9)(J)+5(J)
= (V.S)(J) R,(J)+ S?(J)
= V.,S = R,+5?

da man das Jacobi-Feld im Punkt p beliebig vorgeben kann.

Wir betrachten nun speziell f(z) = d(p,z), wobei p € M. Sei v : [0,00) — M eine nach Bo-
genldnge parametrisierte Geodédtische. Zu € T, Ny, to > 0, sei J das oben konstruierte
Jacobi-Feld, das heif3t, es gilt

J(0) =0und J(tg) =¢.

Ein solches Jacobi-Feld existiert fiir alle { € T, () Vi, genau dann, wenn ¢, ein nicht zu 0 konju-
gierter Punkt langs  ist (Proposition 3.4.6).

Fazit. Ist v : [0,00) — M eine nach der Bogenldnge parametrisierte Geodétische und ist in (0, b)
kein zu Null konjugierter Punkt lings v enthalten, so besitzt die Riccati-Gleichung eine Losung
Sy auf (0,b) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir £ € Ao(to)* ist S, () = — 3 J (to), wobei J das Jacobi-Feld ist mit J(0) = 0 und J(tg) =
.

(ii) Ist f(z) = d(x,p) mit p = v(0) glatt in = ~(¢), dann ist S; die Weingarten-Abbildung der
Abstandssphire S(p, t) beziiglich der Normalen 5(t).

Die Losung S; kann durchaus in Punkten ¢ existieren, in denen die Abstandsfunktion f nicht glatt
ist, und in denen S; daher nicht als Weingarten-Abbildung von S(p, t) interpretiert werden kann.

Beispiel. Sei M = R? der zweidimensionale euklidische Raum und sei f(x) = d(0,z) = |z].
Dann ist f glatt auf M — {0}. Wahle eine nach der Bogenldnge parametrisierte Geodatische ~ :
[0,00) — M mit v(0) = 0. Dann ist die Losung der Riccati-Gleichung die Weingarten-Abbildung
der Abstandssphdre S(0, t):

L.
St = _gld"y(t)i .
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Ferner ist die Abbildung

o.M —

{(y", %y )GRBI( W24+ () =1}
(I)(.Z‘l,l‘Q) _ 1

( ),sin(z!), 2
eine lokale Isometrie. Deshalb ist 4 := ®o+ eine nach der Bogenldnge parametrisierte Geodétische
in M und

A

S, =dPoS; = dd!

16st die Riccati-Gleichung in M, aber S ist nicht mehr die Weingarten-Abbildung der Abstands-
sphédren von p = (1,0, 0) in M.

PROPOSITION 6.4.10. Sei M eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung
K > k fiirein k € R. Sei~y : [0,b) — M eine nach Bogenlinge parametrisierte Geoditische. Das Intervall
(0, b) enthalte keine zu 0 lings -y konjugierten Punkte. Setze v(0) =: p. Es seien A (t) < Aa(t) < ... <
An—1(t) die Hauptkriimmungen von S(p,t). Falls f(x) = d(p, z) glatt ist in (t), t € (0,b), so gilt

Ai(t) > —cto(t) fiiri=1,...,n—1

Beweis. Sei ¢ ein paralleles Einheitsfeld langs v mit £(0) L 4(0). Wir setzen:

F(t) := (Se(&()), (1)),
wobei S; die Weingarten-Abbildung der Abstandssphére S(p, t) ist. Dann gilt:

P = Gsconen = ((35)E0.0)

= ((Ry + SHEM),£(1)
= (Ryp(&(1).£(1)) + (Se(&(t)), Se(&(1))

— (AW D)0 £0)
o

SO0 L KGO.€0) +ISEOINE =k + ISiEO)

AuBerdem gilt F? = (S(¢),¢)? CéU 1S - 1€1?

=1

= F'(t) > k+F(t)>

Nun folgt aus dem Korollar 6.4.9(b), dass F(t) > —ct,(t), solange S und F' definiert sind, und
somit ist
Ai(t) = Mi(t) = inf  (S(£),§) > —ctu(t).
Loe——

lel=1 g

Bemerkung. Die asymptotische Beziehung
o 1,
St ~ - gldﬁ(o) €

bedeutet, dass die Abstandssphédren nahe ihres Ursprungspunktes ndaherungsweise dieselbe Geo-
metrie haben wie die Abstandssphéren des euklidischen Raumes.
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Bemerkung. Ist J ein nicht triviales Jacobi-Feld lings einer Geodétischen v : [0,b] — M mit
J(0) =0und J(b) = 0, so gilt

SUE) = -5
t/‘bJ jt/‘b
S(J(b)) —3J(b) #0, sonst J =0

Also hat S genau dann einen Pol in b, wenn b zu 0 langs v konjugiert ist.

KOROLLAR 6.4.11. Ist M eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit K > k > 0, so tritt lings jeder nach
Bogenlinge parametrisierten Geodiitischen «y : [0,1] — M ein zu 0 konjugierter Punkt auf, falls

1>
) . _ /Kcos(y/kt) T
Beweis. Es gilt —ct,.(t) = (Yl oo, fallst 7 NGE
Mit (S:(£(t)),&(t)) > —ct,(¢) und der letzten Bemerkung folgt dann die Behauptung. O

Bemerkung. Das letzte Korollar gilt auch fiir ric > x(n — 1)g.

Wir betrachten nun den Fall einer oberen Schnittkriimmungsschranke. Ist M eine zweidimen-
sionale riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — R eine verallgemeinerte Abstandsfunkti-
on, dann sind die V;, eindimensionale Untermannigfaltigkeiten. Sei v = gradf. Dann ist die
Weingarten-Abbildung S eine lineare Abbildung auf einem eindimensionale Vektorraum und
lasst sich also schreiben als

S = kg -id.

Dabei heif3t x4 die geodiitische Kriimmung von Ny,. Die Riccati-Gleichung besagt nun, dass

d K 2
_t Rg = + Kg
\ Gauf-Kriimmung

Gilt K < § € R und ist f die riemannsche Abstandsfunktion zum Punkt p, so setze fiir eine
Geoditische v : [0,b] — M mit v(0) = p:

W) = ryr(0) = b)) R

Es gilt also 1/(t) < § + h(t)?. Daraus folgt dann mit Korollar 6.4.9(a), dass
h(t) = rg(7(t)) < —cts(t).

Definition. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, sei
¢ : I — M eine glatte Kurve und v : I — M ein glattes Vektorfeld lings ¢ mit || = 1
und v L 4 tiberall. Dann heifit eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit der Form

F={exp,)(s-v(t) [t € I,s € (—¢,¢)}

eine Regelfliche in M.
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LEMMA 6.4.12. Fiir eine riemannsche Mannigfaltigkeit M, eine Regelfliche F' C M und p € F gilt:

K" (p) < KM(T,F).

Beweis. Die Geodatischen s — exp.(s - v(t)) in M sind auch Geodétische in F. Sie definieren
geodatische Variationen sowohl in M als auch in F. Dann ist

J(s) = 2 expyg s - v()

ein Jacobi-Feld in M sowie auch in F'. Es gilt

1 d? d /V
a5z ) = £<£“>
vM VM 2
- <(2E> JJ> H
2
- < RM(J,v)v HVM

—KM(T,E){|J)? |v|? = (J,v)? vy
(LW V™ = )"} + =

Ganz analog erhilt man

2 2

T O = KO W1 = )+ |

Es ist Yl—jJ die orthogonale Projektion von Vdf Jauf T,,F.
= [ < bl
M
= (KMTM) = K7 () (11 ol i o e
>0
= KF(p) < KM(T,F). O

LEMMA 6.4.13. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit K < § € R. Sei ~y : [0 ] = M eine nach
der Bogenlinge parametrisierte Geoditische und setze (0) =: p. Sei auflerdem | < 75+ Dann gilt fiir die

Hauptkriimmungen \;(r) der Abstandssphiren S(p, ), dass
Ai(r) < —ct5(r) (= Hauptkriimmung der Abstandssphiren S(p, r) in My).

Insbesondere gibt es keine zu 0 lings ~ konjugierte Punkte in (0,1), das heifit der erste konjugierte Punkt
tritt frithestens bei 75 auf.

Konvention. Falls § < 0, so definiert man % 1= 00.

KOROLLAR 6.4.14. Auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit M mit Schnittkriimmung K < 0 gibt es
keine konjugierten Punkte.
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Beweis von Lemma 6.4.13. Sei X € T,,)M mit X | 5(r) ein Eigenvektor von S, der Weingarten-
Abbildung von S(p, ), das heif$t, es gilt

Sp(X) = Ni(r) - X.

Waihle eine Kurve ¢ : I — M in S(p,r) mit ¢(0) = X. Sei F' die von v = gradf lings der Kurve c
erzeugte Regelfldche.

Fiir die geodétische Kriimmung der Parallelkurven von ¢ gilt dann

/ F 2
K < K" +k
g & Thy

KF<KM<s
= kK, < Jd+kg und
molt) R 2
Mit Korollar 6.4.9(a) folgt dann:x, < —cts. Aufierdem erhalten wir:
kg(r)- X = SF(X) = —VEv = tan(-V¥v)

= tan(SM (X)) = tan(\i(r) - X) = N(r)- X

da X € 4(r)*. Und damit folgt: \;(r) = ky(r) < —cts(r). 5

Bemerkung. Sei~y: I — M eine Geoddtische. Dann ist
Jap(t) = (a +1b) - 7(t)
ein Vektorfeld ldngs v und es gilt dv—tz Jab = 0. Andererseits erhalt man
Rs(Jap) = R((a +1b)7,%)7 = 0.
Daraus folgt, dass J, , eine Jacobi-Feld ist (allerdings ein ,uninteressantes™).

Sei nun J ein beliebiges Jacobi-Feld lings ~. Setze u(t) := (J(t),5(t)), dann gilt

%u(t) _ <%J(t),"y(t)> = —(RUJA)YA) = 0.
= u(t) =a+bt.

= Es gibt ein Vektorfeld .J; ldngs v, so dass J = J; + J, 5. Da sowohl J als auch J, ; Jacobi-
Felder sind, ist auch J; ein Jacobi-Feld, denn

(J1,%) = (J = Jap,F) = u(t) — (a+bt) = 0.

= Esgilt J; L 4 tiberall.
= {Jacobi-Felder lings v} = {J. 5 | a,b € R} & {Jacobi-Felder J ldngs v | (J, ) = 0}.

SATZ 6.4.15 (Erster Rauch’scher Vergleichssatz). Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit K >
k € R. Sei~y : [0,1] — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodiitische, so dass in (0,1) keine zu
0 konjugierten Punkte liegen. Sei J eine Jacobi-Feld lings v mit J(0) = 0 und J L 4 idiberall. Dann ist

S .
@ monoton fallend auf (0,1) und es gilt

0 < | 570 -0,
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Beweis. Sei f die riemannsche Abstandsfunktion beziiglich p := +(0). Aus J L 4 folgt, dass J
tangential an die Niveaufldchen von f ist. Solange also J # 0, ist  — |J(r)| differenzierbar.

2({X g J NI,J
Die Ableitung ist: 171" = (V(J,J)) = <dZJ J>> - <d1|£|J|| >

Somit gilt:
FJ.J)

TN e L
S, N 5,.2

Prop.
S S

Wir verwenden diese Monotonie und die Regel von 1'Hospital und erhalten:

Also ist HEL" monoton fallend.

i
V1 WO _ 10
S N0 S.(r) N0 s(r)

1i“<%‘] ||§E:§||>

Csu
< lim

N0

\%
dTJ( )

wobei E ein paralleles Feld ist. Es gilt | J(r)| = s.(r) - | E].
Andererseits ist || 32 J(0) | = e« (0) - E(0)[ = | E].

Daraus folgt, dass ‘J‘ konstant ist und dass in der schwachen Ungleichung Gleichheit gilt (das
heift insbesondere, dass der erste Rauch’sche Vergleichssatz nicht zu verbessern ist).

SATZ 6.4.16 (Zweiter Rauch’scher Vergleichssatz). Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Schnittkriimmung K < ¢, wobei 6 € R. Sei v : [0,1) — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte

Geodiitische mit | < Z=. Sei J ein Jacobi-Feld lings ~ mit J(0) = 0 und J L 4 iiberall. Dann ist ”5—‘2”
monoton wachsend auf [0, 1) und es gilt

=

01 | 370 5o
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Beweis. Wie im Beweis von Satz 6.4.16 berechnet man

(M) - SRl =

S5 S5 <J, J> -
——
AmaxS—cts tea

Also ist % monoton wachsend. Analog zum vorhergehenden Beweis ergibt sich daraus:

el . W@l [V
a0 =Moo —\dﬂ “))H'

O

Bemerkung. Ist V' ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und ist L : I — Aut(V),
r+— L(r), differenzierbar, wobei I ein Intervall ist, so gilt

d d

—det L(r) = —L(r)o L(r)~" ) - det L(r).

= det L(r) = Spur <dr (r) o L(r) > det L(r)
Sei mun M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, seien p € M und § € T, M mit |{| = 1. Betrachte
dexp, langs r — 1 - . Setze L(r) := (r - dexp,, |,¢)|¢1, dann ist

L(r)(n) = r - dexp, [r¢(n) = J(r),

wobei J das Jacobi-Feld langs (t) = exp, (t£) ist mit J(0) = 0 und %J (0) = n (nach der Proposi-
tion 3.4.3).

= L)) = ) = S, (1) = S, (L))
v -1
= Sr = —%L(r) o L(r)
= H, = ﬁSpur(Sr) = _n%spur(d_vrlj(r) ° L(r)*l) _ _ﬁ (iiii((?))/

Andererseits folgen mit Korollar 6.4.6 und Korollar 6.4.8 im Fall, dassric > x(n — 1)g:
H, > —ct,(r).
Somit ist
(Indet L(r)) = —(n—1) - H, < (n — 1) - ¢t (r) = (n — 1) - (Ins,)" = (Ins?~ 1),

woraus folgt:

det L'
n—1
0> (Indet L) — (Ins; )" = (F> :
det L

n—1
K

Also ist

monoton fallend (bis zum ersten konjugierten Punkt). Wir fassen zusammen:

PROPOSITION 6.4.17. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric > r(n — 1)g fiir ein k € R. Seien
p € M,§ e TpMmit |{] =1und(r) = exp,(r§). Dann gilt, solange r nicht lings ~ zu 0 konjugiert
ist, dass

det(dexp,, |r¢)

g (r) /"

monoton fallend ist.
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6.5 Der Satz von Cartan-Hadamard

Definition. Seien M und M zusammenhingende, differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine sur-
jektive, differenzierbare Abbildung ¢ : M — M heiSt Uberlagerung von M {iber M, falls fiir alle
p € M eine offene Umgebung U von p in M existiert, so dass

o (U) =|JUa, Ua C M offen,

und ¢y, : Uy — U ist ein Diffeomorphismus.

Beispiel. Das rechte Beispiel ist eine Verallgemeinerung des linken.

e Seien M =S' und M = R. e Seien M = T™ = R"/Z" der n-dimensionale Torus und
Dann ist p(t) = > eine M = R". Dann ist p(z) = [z] die Aquivalenzklasse von
Uberlagerung. x eine Uberlagerung.

Bemerkung. Uberlagerungen sind lokale Diffeomorphismen, das heifst dy ist stets invertierbar.
Aber es gibt durchaus lokale Diffeomorphismen, die keine Uberlagerungen sind.

Beispiel. Seien M =S', M = R und o(t) = 7"

Sei U eine Umgebung von p = 1. Dann ist ¢(U;) eine echte Teilmenge von U, also kann ¢|,, :
Ui — U kein Diffeomorphismus und somit auch ¢ keine Uberlagerung sein.

Definition. Sind M und M zusammenhéngende riemannsche Mannigfaltigkeiten, so heifit eine
Uberlagerung ¢ : M — M eine riemannsche Uberlagerung, falls sie zusitzlich eine lokale Isometrie
ist.

LEMMA 6.5.1. Sind M und M vollstiindige, zusammenhingende, riemannsche Mannigfaltigkeiten, so ist

jede surjektive lokale Isometrie p : M — M eine riemannsche Uberlagerung.

Beweis. Ubung. O

SATZ 6.5.2 (Cartan-Hadamard). Sei M eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
kriimmung K <0, seip € M. Dann ist exp,, : T,M — M eine Uberlagerungsabbildung.

Insbesondere muss die Mannigfaltigkeit M, wenn sie einfach zusammenhingend ist, diffeomorph zu R™
sein.

Bemerkung. Daraus folgt, dass die Sphiren S”, n > 2, keine riemannschen Metriken mit K < 0

tragen.

Beweis von Satz 6.5.2. M vollstindig
K <0

exp, ist auf ganz T),M definiert.

Es gibt keine konjugierten Punkte.

exp,, ist ein lokaler Diffeomorphismus.

g := exp, g definiert eine riemannsche Metrik auf
T,M.Dannist exp, : (T, M, g) — (M, g) eine lokale
Isometrie.

=
=
=
=

Es bleibt zu zeigen, dass (T,M, g) vollstandig ist.
Die Geraden durch 0 in 7;, M werden unter exp,, auf Geodétische in M abgebildet.
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= Die Geraden durch 0 sind Geodétische in (T, M, §), da exp eine lokale Isometrie ist. (Die
Geodatischen, die nicht durch den Nullpunkt gehen, sind im Allgemeinen keine Gera-
den.)

= (T, M, g) ist geodatisch vollstandig in 0.
= Nach dem Satz von Hopf-Rinow folgt, dass (7, M, §) vollstandig ist.
= Nach Lemma 6.5.1 ist also exp,, : T,M — M eine Uberlagerungsabbildung. O

6.6 Der Schnittort

Sei im Folgenden M immer eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit.

Definition. Fiirp € M setze S,M :={{ € T,M | |{]| =1}.
Dann heifSt SM = |J S, M das Einheitstangentialbiindel.

peEM

Definition. Setze fiir { € S,M
c(§) = sup{t > 0| d(p, exp, (t&)) = t} € (0,00].
Bemerkung. e Ist ¢(§) < oo, soist d(p, exp,(c(§)§)) = c(§)-

e Ist d(p, exp,(to€)) = to, so ist auch d(p, exp,,(t§)) = t fr alle ¢ € [0, to].

e Fiirt € (0,¢(§)) ist y(s) := exp,(s{) die eindeutige kiirzeste, nach der Bogenlange parame-
trisierte Geodé&tische von p nach v(t).
Denn gibe es eine weitere Kiirzeste 7 von p nach v(t), so wére auch U~/ .(¢)) eine kiirzeste
Geoditische von p nach v(c(&)).
Da aber Kiirzeste glatt sein miissen, gilt 4(t) = 4(t) und somit folgt wegen der Eindeutigkeit
von Geodéatischen 4 = ~.

e Von p nach v(c(§)) kann es durchaus mehrere minimale Geoditische geben.

Beispiel. - Sei M =S".Dannist ¢(§) = r fir - Sei M = RP". Dann gibt es genau
jedes ¢ € T'M. Hier gibt es also zwei Kiirzeste von p € M nach
zu jedem p € M unendlich viele ~v(e(€)).

Kiirzeste von p nach y(c(§)).

— Sei M = R?/Z? der flache 2-Torus.

Hier hangt ¢(€) auch wirklich von £ € T M ab und es gibt vier bzw. zwei Kiirzeste von
pnach ¢(y(§))-



156 Kapitel 6. Riemannsche Geometrie

Frage. Wie kénnen Geoditische aufhoren Kiirzeste zu sein?

1. Moglichkeit Es gibt mehrere kiirzeste Verbindungen.

2. Moglichkeit c(§) ist konjugiert zu 0 langs .

Das folgende Lemma besagt, dass die zweite Moglichkeit tatsdchlich eine ist, d. h. Geodétische
sind nach dem ersten konjugierten Punkt nicht mehr minimal.

LEMMA 6.6.1. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, sei -y : [0,b] — M Geodiitische. Ist to € (0,b)
konjugiert zu 0 lings -y, so ist - nicht Kiirzeste von ~(0) nach ~(b).

Beweisskizze. Wiahle eine Jacobi-Feld J ldngs v mit J(0) = 0 und J(¢o) = 0, aber J # 0.

Modifiziere J kurz vor ¢y zu einem glatten Vektorfeld £ langs v, so dass £ linear ist von ¢ bis b.
Sei v, eine Variation von « mit Variationsfeld £. Die zweite Variationsformel liefert nun, dass

d2
EE[CS] |s:0 < 0

= Fir hinreichend kleine s gilt E[v;] < E[y].

=~ ist nicht minimal. O
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Beispiel. e M = S" mit der Standardmetrik g.

e M = S". Sei 7y ein GroShalbkreis von p € M nach —p. Wihle ein glattes f : S" — R mit
f=1laufyund f > 1 auf S™ — ~. Betrachte nun die riemannsche Metrik § := f - gsq.

Damit ist v jetzt die eindeutige Kiirzeste von p nach —p. Verlange zusitzlich, dass die ersten
und zweiten partiellen Ableitungen von f langs v verschwinden.

= Rz =R, , lings~.

Istd
= Die Jacobi-Felder beziiglich gsq und § sind dieselben.
= istauch fiir § der erste konjugierte Punkt zu 0 langs

LEMMA 6.6.2. Es gibt keine weiteren Moglichkeiten fiir eine Geoditische aufzuhoren minimierend zu sein.
Beweis. Sei c(§) nicht zu 0 konjugiert langs ~.

= dexp, |¢(¢).¢ ist invertierbar.
= Es existiert eine offene Umgebung U von ¢(£){ in T;,M, so dass exp, [y : U — exp,(U)
ein Diffeomorphismus ist.
Sei {t;},en eine Folge mit t; \, ¢(&) fiir j — oo. Wiahle weiterhin ¢; € S,M, j € N, so dass
7;(t) = exp, (t{;) Kiirzeste von p nach ~(t;) ist.
Wegen v # v; gilt t;¢; ¢ U (da exp,, v injektiv ist). Wahle eine konvergente Teilfolge {; — 7 €
S, M.

= Esgiltc(§)-n = lim (¢;¢;) ¢ U. Insbesondere gilt § # 1 und exp,,(c(§) -§) = exp,,(c(§) - n)-
Jj—o0o

= Sowohl 7[[g c(¢) also auch t +— exp,(t - n), t € [0,c(£)] sind beide Kiirzeste von p nach
~(e(€)) und echt verschieden. O

Bemerkung. Beide Moglichkeiten sind symmetrisch in p und ~(c(§)). Daraus folgt, dass ¢(§) =
e(=3(e(€)))-

Man kann nun zeigen, dass fiir ein vollstindiges M die Abbildung ¢ : SM — (0, o0] stetig ist. Fuir
den Beweis siehe zum Beispiel [Sakai, Prop. 4.1].

Falls M nicht vollstdndig ist, so ist dies im Allgemeinen nicht richtig.

Beispiel. M = R? — {p}.

Definition. Sei M eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Dann heifst

C" = {c(§) - €| € € S, M} der tangentiale Schnittort in p und

Cp := exp,(C;*") nennt man den Schnittort in p.
Beispiel. e Sei M =S". Dannist C;** = 7 - S,M und C, = {—p} fiiralle p € M.

e Sei M = RP". Dannist Ct*" = Z - S,M und C, = S(p, Z) ~ RP"" fiir alle p € M.
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Bemerkung. e Esgiltexp,({t§|§ € S,M,t €[0,c(§)]}) = M, denn
,C": ist klar.

»O": Seiq € M. Sei~y eine minimale Geodétische von p nach ¢. Schreibe () = exp, ()
mit einem § € S, M.

= c(§) >d(p,q) 0

e Die Menge D™ := {r{|& € S,M,0 < r < ¢(&)} ist sternformig beztiglich 0, homdomorph
zum offenen Ball und exp,, [pn : D)™ — M — C, ist ein Diffeomorphismus. Begriindung:

(1) Esgilt exp, (D) NCp = 0.
(2) Da es keine konjugierten Punkte gibt in D", ist exp,, [ptn ein lokaler Diffeomorphis-
mus.

o Esgiltinjrad(p) < ¢(¢) < diam(M) fir alle { € S, M und injrad(p) = gn%h}w c(§).
€5,

o Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

(i) M ist kompakt.
(ii) Fur alle ¢ € SM gilt ¢(§) < oo.
(iii) Es existiert ein p € M, so dass ¢(¢) < oo fiiralle £ € S, M.

Denn: (i)=(ii): Firalle { € SM gilt ¢(§) < diam(M) < oo, da M kompakt ist.
(ii)=(iii): Dies ist trivial.

(iii)=(i): Firr:= (Jnax c(§) gilt D> € B(0,7), also M = B(p,r) kompakt. O
€Sp

SATZ 6.6.3. Sei M eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist injrad : M — (0, oo] stetig.

Beweis. Seip € M und sei {pi }ren eine Folge in M mit py oo p.

(a) Wir zeigen injrad(p) < likm inf injrad(py) =: 0.
—00

Es existieren ein £ € S,M mit injrad(p) = c¢(§) und eine Folge {&}reny in SM mit
&k € Sp, M und injrad(py) = (&) fir alle £ € N. Wihle eine Teilfolge von { }ren, so dass
limy o ¢(§x) = 6. Wihle eine weitere Teilfolge von {¢; }ren, so dass & oo neSpM.
XL injrad(p) < () = lim c(&) = 0.
—00
(b) Nun wollen wir zeigen, dass injrad(p) > lim sup injrad(py,).
k— o0

Es existiert eine £ € S, M mit injrad(p) = ¢(§). Wahle eine Folge {7 } ke, so dass n, € Sp, M
fiir alle k € N, mit 7, "% ¢ Dann gilt

limsupinjrad(pr) < limsupe(ng) = c¢(§) = injrad(p).
k— o0 k—o00
Stetigkeit

von c

Daraus folgt dann, dass injrad stetig ist. O
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KOROLLAR 6.6.4. Sei M kompakt. Dann ist injrad (M) := in]& injrad(p) > 0.
pe

Beispiel. Es gibt nichtkompakte Mannigfaltigkeiten mit injrad (M) = 0.

Bemerkung. o Fir Dy(r) = D N B.(0) = {§ € T,M[|{] < min{c(),r}} ist
exp,, : Dp(r) — By (p) —C, ein Diffeomorphismus und exp,, : Df*n N B,.(0) — B,.(p) surjektiv.

e C, ist fiir jedes p € M eine Nullmenge in M (denn C;*" ist eine Nullmenge in 7},M und exp,
ist glatt).

e Die riemannschen Normalkoordinaten beschreiben M bis auf eine Nullmenge (ndmlich bis
auf Cp).

Beispiel.

Definition. Eine Geodétische v : [a, b] — M hei3t geoditische Schleife mit Basispunkt p, falls v(a) =
~(b) = p. Gilt zusétzlich 4(a) = 4(b), so heifit -y eine geschlossene Geoditische.

Bemerkung. Eine geschlossene Geoddtische 7 : [a, b] — M kann eindeutig zu einer Geodétischen
7 : R — M mit

Ft+(a—b)) = A() furallet € Rund
A(t) = (@) furallet € [a,b
fortgesetzt werden (periodische Geoditische), geodétische Schleifen im Allgemeinen nicht.

PROPOSITION 6.6.5. Sei M eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Sei weiterhin
q € Cp, so dass

d(p,q) = d(p,Cy)-
Ist q lings keiner minimalen Geodiitischen zu p konjugiert, so fiigen sich zwei minimale Geodiitische von
p nach q zu einer geoditischen Schleife mit Basispunkt p zusammen.

Beweis. Es gibt mindestens zwei Geodétische 71,72 : [0,d(p, q)] — M, die nach der Bogenldnge
parametrisiert sind, von p nach g. Es ist zu zeigen, dass dann 41 (d(p, q)) = —42(d(p, ¢)). Ange-
nommen, dass dies nicht der Fall sei. Dann existiert ein £ € T, M mit

<§a'y1(d(p7 q))) <0und <§W2(d(p,q))> < 0.

Sei @ : (—&,e) = M eine differenzierbare Kurve mit «(0) = ¢ und &(0) = £. Dann existieren
geoditische Variationen ; s von v; und vz s von 7, mit

1,5(0) = 7(0) 72,5(0) = 72(0)
e dpg) = als) T mdpg) = als)

Wegen der ersten Variationsformel existiert ein 6 € (0, ¢), so dass

Lines < Lm] = d(pCy)=injrad(p) und
Lly2s] < L] = dpCpy) = injrad(p)

Folglich sind die Geoditischen 7, 5 und 72 s minimal von p nach «(d), was ein Widerspruch zur
Annahme ist. 0
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Folgerung. In dieser Situation gibt es genau zwei Geodétische von p nach q.

Beweis. Sei y; eine minimale Geodétische. Jede weitere Geodétische +2 von p nach ¢ erfiillt dann

Yo (d(p, q)) = —Y1(d(p, q))-

Daraus folgt, dass v, eindeutig ist. O

Bemerkung. e Lisst man in Proposition 31.5 die Voraussetzung ,,q ist lings keiner minimalen
Geoditischen zu p konjugiert” fallen, so wird die Aussage falsch.

Beispiel. S" C R+,
o Gilt zuétzlich zu den Voraussetzungen in Proposition 31.5, dass

d(p,q) = injrad(M) = inf d(p',Cp),
p'eEM

so schliefien sich zwei verschiedene minimale zu einer geschlossenen Geodétischen.
Begriindung: Vertausche die Rollen von p und gq.
Beispiel.

SATZ 6.6.6 (Klingenbergs Lemma). Sei M eine kompakte, zusammenhingende riemannsche Mannigfal-

tigkeit, sei 6 > 0. Es gelte K < §. Dann ist

injrad (M) > min {% @} |

wobei [(M) = inf{ L[] | v ist eine nicht konstante, geschlossene Geodiitische}.

Beweis. Da M kompakt ist, kann man ein ¢ € SM wahlen, wobei p der Fufspunkt von ¢ sei, so
dass q := exp,(c(§) - §) mit ¢ € C, und

d(p,q) = d(p,Cp) = inf d(p’,Cpy) = injrad(M).
p'eM

Fall 1: Es gilt injrad(M) > 75~ Dann ist die Aussage bereits wahr.

Fall 2: Es gilt d(p, ¢) = injrad(M) < %.

= Der Punkt g ist nicht konjugiert zu p lings jeder minimalen Geodétischen.

= Zwei verschiedene minimale Geoditische fiigen sich zu einer geschlossenen
Geodétischen zusammen. Daraus ergibt sich (fiir jede minimale Geodétische
~ von p nach q)

(M) <L[y]=2-d(p,q) =2 - injrad(M). O
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6.7 Integration auf riemannschen Mannigfaltigkeiten

Erinnerung an die Transformationsformel. Seien €2;, 2y C R" offen, sei ¢ : ; — {25 ein Diffeo-
morphismus. Dann gilt

[ (oo 1aet Dot aa= [ f)a.
Q1 Qo

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, seien f : M — R und A C M Teilmen-
ge. Dann heifst

Amessbar < Y(ANU) C R™ist messbar fiir alle Koordinaten (U, 4, V),
A Nullmenge < (ANU) C R™ist Nullmenge fiir alle Koordinaten (U, ¢, V') und
f messbar < fot~!:V — R ist messbar fiir alle Koordinaten (U, v, V).

Bemerkung. (1) Alle Eigenschaften aus der Integrationstheorie bleiben erhalten, zum Beispiel

(a) Abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind wieder Nullmengen.
(b) Kompakte Mengen sind messbar.
(c) Stetige Funktionen sind messbar.

(2) Es geniigt die Definition fiir eine Uberdeckung von M durch Karten zu tiberpriifen.

Das Ziel ist es nun eine sinnvolle Definition zu finden fiir

/ fdvol € RU{£o0}.
M

1. Schritt: Sei (U, v, V') eine Karte von M, sei f messbar mit f > 0 und suppf C U. Setze

7Mfdvol ::/V(fod)*l)(y).\/mdny’

wobei g/ (y) := (dy L (y)es, " (y)e; ).
2. Schritt: Unabhiingigkeit von der Karte. Seien (U1, 1, V1) und (Us, ¢, V2) zwei Karten von M.
Sei f messbar mit f > 0 und suppf C U; N Us.

= thgoy !
= (97) = (DT - (/1) - (Dp™1)
= detg;? = det gzbjl - (det(D¢))~2 und somit

det(g{?) = \/det g/t - | det(De)| !

Daraus ergibt sich dann
Ve -1 P2 n
| ravol = [ (7ova™) - Jaettal )

M v

I¥ / (f on™1) 0 s 0t~ (x) - 1/det(?? (()) - | det Dp(a)| d"
1% N——

=

= /V(foz/Jfl)(x) det(gfjl(x))d”x = " ’fdvol.

M
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3. Schritt: Seinun f : M — R messbar mit suppf C M und f > 0. Sei A = {(Ug, ¥, Vi) } ein
Atlas von M und sei x}, eine passende Teilung der Eins. Setze dann

Pk
/ fdvol := Z / fxk dvol € [0,00].
M % M~~~

Trager
in U, k

Dies ist unabhéngig von der Wahl von .A und von der Wahl der x. Zum Nachpriifen nutze
zweiten Schritt.

4. Schritt: Seinun f messbar. Dann heifst f integrierbar auf M, falls

Iy

/max{f(x),()}dvol < oo und
M

I_

/max{—f(x),o}dvol < .
M

Wir setzen in diesem Fall dann

/fdvol = I, —-1I_ € R
M

Definition. Fiir ein messbares A C M heif3st
vol(4) ::/ Xxa dvol € [0, o]
M
das Volumen von A in M.

Sei M eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit, sei f : M — R integrierbar. Sei p € M.
Man kann nun | 1 J dvol in Normalkoordinaten berechnen:

/fdvol = / fdvol = /(foexpp)~|detdexpp|d"z.
M M=c

tan
DP

C, ist

Nullmenge Transformeltions-

Insbesondere gilt fiir ein messbares A C M, dass

vol(A) = / ) |det dexp,, |d"z.
expy,  (A)NDien

Erinnerung. Seien x € R und n > 2. Der Modellraum M}, ist gegeben durch

(Snv %gstd); k>0
MZ = (R"l, geukl); k=0
(H", L guyp), 5< 0

Bemerkung. Der Modellraum M, ist eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit mit X = .
Wir wollen nun die Volumina von Béllen in M} betrachten.
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Wegen der Gleichheit ,=" fiir H in der Ricatti-Ungleichung erhalten wir

n—1
5. (r
det(dexp, |rz) = %

Wir setzen V.7 (r) := vol(B(p,r) C M) und berechnen in Normalkoordinaten fiir r < %:

Vir) = /B( )|detdexpp|m|dnz
0,r
0
T,M?

" n—1
= /TH/ |detdexpp|9w|0"_1dgdvols (z)
0

k

+1
" 2m 2
1 . k
= Wwp_ 5.(0)"" " dp, wobei :=vol(S") =
nt | sn(e)™ doy wobe wy = vol(s") = s

SATZ 6.7.1 (Bishop-Gromov). Sei M eine wvollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit mit
ric > k(n — 1)g. Sei p € M. Dann ist

monoton fallend in r und es gilt vol(B(p,r)) < V,™(r).
Beispiel. Sei M der Zylinder. Dann gilt
vol(B(p,r))

= vol(B(0,r) N D" C T,M)
N———
Dy(r)

< vol(B(0,r) CR™).

Beweis von Satz 6.7.1. Seien 0 < r < R. Sei & € S,M fest. Setze v’ := min{r,¢(§)} und R’ :=
min{ R, ¢(¢)}. Dann gilt

R/
/ |detdexpp |g£|g"*1 do
T

’

R/
/0 |detdexpp |g£|g"*1 do

r = 1+ r’
/0 |detdexpp |95|g"_1 do /0 | det dexp, |95|Q"_1 do
R
/ |det dexp, |p¢|0™ " do (1) &) <r:r =R =c(§),
< 14 22 ,denn ¢ (2) c§)>R: r=1r,R=R,
/ | det d exp,, loclo™ do @B)r<c@ <R r=rR=c)<R
0
/\ | det dexp,, [re|r™ ™
R |detdexp, |pe| - 0" " B < o ,dap>r
/ 5 (gp)ng—l s.(0)" " do sx(r)
= 1 r i Prop. 6.4.17
/T | det dexp, [p¢|- 0" (" d e .
= sk (0 0 detd el
0 s, (0)" 1 >| © epr| elr ,dao<r

\—//— SK(T)n_l
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= volBER) = [ |detdesp, ||
Dyn(R)
min{R,c(§) 1 Sn,—l
/nfl/ | det dexp,, |o¢[0™ ™" dodvol (€)
0

n min{r,c(§) 1
Vi(R) / . / |det dexp, |,¢|o" ! dodvol® ()
Jo

IN

Ve (r)
_ ViR
AR
vol(B(p, R)) _ vol(B(p,r))
Va@®) T V)
VOl(B(p,r))i .
V() st monoton fallend in 7.

In Normalkoordinaten berechnen wir nun:

gij(x) = ;5 + O(|z|2) und somit 4/det(g;;) =1+ O(|x|2)

= vol(B(p,r)) = /B(O ) mdnx — TnVOI(BRn (0,1)) + O(TnJrQ),

Ebenso erhélt man (mit M} anstelle von M), dass
Vo (r) = r"vol(BF"(0,1)) + O(r"+?).

K

Daraus folgt also M [

Ve (r) '
SATZ 6.7.2. Sei M eine vollstindige, n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit mit K < ¢, 6 € R.
Sei p € M. Dann ist fiir 0 < r < min{injrad(p), \/ig}

vol(B(p,r))
Vi(r)

monoton wachsend in r und vol(B(p,r)) > Vi*(r).

—_

|

Beweis. Mit den Notationen aus Proposition 6.4.17 gilt fiir eine nach der Bogenldnge parametri-
sierte Geodétische v mit v(0) = p, £ := 4(0):

L(r) :== (r- dexp,, I

= S, = —%L(r) oL(r)~!

= (Indet L(r)) = —(n—1)H,
> (n—1)cts(r) (mit K < § und Lemma 6.4.13)
= (1n55n_1)

det L

5671—1

.

ist monoton wachsend bis zum ersten konjugierten Punkt, insbesondere bis zu Z=.

Ahnlich wie im Beweis von Satz 6.7.1 (einfacher wegen r < injrad(p)) folgt dann die Aussage. O
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Beispiel. Die Voraussetzung r < injrad(p) ist erforderlich. Betrachte etwa M = R?/Z (Zylinder).
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6.8 Anwendungen auf die Fundamentalgruppe

Sei M stets eine zusammenhingende, differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei p € M.

Definition. Eine Schleife durch p ist eine stetige, stiickweise glatte Kurve ¢ : [0,1] — M mit
c(0) = ¢(1) = p.
Eine Homotopie zwischen zwei Schleifen ¢; und c; ist eine stetige, stiickweise glatte Abbildung
H :[0,1] x [0,1] — M mit

(i) H(0,) = e (t),

(i) H(1,t) = c2(t) und

(iii) H(s,0) = H(s,1) = p.

Falls es zu zwei Schleifen ¢; und c¢; eine solche Homotopie gibt, so heiffen ¢; und ¢y homotop.

Beispiel. (1) Seien M = R", p = 0. Zu einer Schleife ¢ setze H(s,t) := s-¢(t). Also ist c homotop
zur konstanten Schleife ¢y = 0.

(2) Sei M der Zylinder. Dann ist ¢ nicht homotop zur konstanten Schleife.

Bemerkung. ,homotop” zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Schleifen durch
p-

Setze 1 (M;p) := {Schleifen durch p} /Homotopie.

Wir erkldren eine Gruppenmultiplikation * auf 71 (M;p) durch [ei1] * [c2] = [c3], wobei

Die Wohldefiniertheit ist leicht nachzurechnen. Weiterhin ist (71 (3/; p), *) eine Gruppe mit neu-
tralem Element [p]. Das zu [c] inverse Element ist [¢], wobei ¢(t) := ¢(1 — t).

Definition. Die Gruppe (m1(M;p), *) heillt Fundamentalgruppe von M mit Basispunkt p.

Ist p € M ein weiterer Punkt, so sind 7 (M; p) und 71 (M;p’) isomorph. Der Gruppenisomor-
phismus lautet

m(Mip) — m(M;p')
[c] = [ hxexq]
wobei 7 eine stetige, stiickweise glatte Kurve von p’ nach p ist.

Definition. Die Mannigfaltigkeit heifSt einfach-zusammenhingend, falls die Fundamentalgruppe
trivial ist, das heifst 1 (M) = {[p]}.

Beispiel. M = R" oder M =S" fiirn > 2.
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Definition. Eine Uberlagerung ¢ : M — M heif3t universell, falls M einfach-zusammenhangend
ist.

Beispiel. (1) ¢ :R™ —» T" =R"/Z".
2) ¢:S" - RP",n>2.

Eigenschaften:

(1) Existenz. Zu jeder zusammenhingenden Mannigfaltigkeit M existiert eine universelle Uber-
lagerung ¢ : M — M.

(2) Universalitit. Ist 1 : M — M eine weitere Uberlagerung, so existiert eine Uberlagerung
X : M — M, so dass das folgenden Diagramm kommutiert:

=

T

(3) Eindeutigkeit. Sind ¢ : M, — M und ©a : M, — M zwei universelle Uberlagerungen, SO
existiert ein Diffeomorphismus ¢ : M; — M», so dass das folgende Diagramm kommutiert:

} " }

My Mo
DN

M

(4) Fir g € M gilt #o7(q) = #m1 (M).

SATZ 6.8.1 (Zusatz zum Satz von Bonnet-Myers). Sei M eine vollstindige riemannsche Mannigfaltig-
keit der Dimension n > 2. Sei ric > k(n — 1)g, & > 0. Dann ist w1 (M) endlich.

Bemerkung. Insbesondere kann 7™ keine Metrik mit ric > k(n — 1)g, k > 0 besitzen.

Beweis. Sei ¢ : M — M eine universelle Uberlagerung. Dann ist § := ¢*g eine riemannsche
Metrik auf M, die ¢ zu einer riemannschen Uberlagerung macht. Weiterhin ist (M, §) vollstandig
und ric; > s(n — 1)§. Der Satz von Bonnet-Myers, angewandt auf (M, §), liefert dann, dass M
kompakt ist. Fiir beliebiges ¢ € M ist dann

#m1 (M) = #¢0 " (q) < o0,

denn 1 (q) ist diskret und M kompakt. ]

Definition. Sei 7 eine Gruppe. Eine Teilmenge I' C 7 heifst Erzeugendensystem, falls jedes v € 7

SiCh SChreiben lésst in der Form
) 7711.721."'.7]\[1

mity; eNfarj=1,...,N.

Beispiel. 7 = (2", +).T :={(1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} ist ein Erzeugendensystem von 7.
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Definition. Eine Gruppe 7 heifit endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem I' C 7
gibt.

Man kann nun zeigen, dass 71 (M) fiir kompakte zusammenhingende Mannigfaltigkeiten M stets
endlich erzeugt ist. Fiir nicht kompakte Mannigfaltigkeiten ist dies im Allgemeinen falsch.

Beispiel. Die Kurven ci, ¢, c3, ... konnen nicht durch eine endliche Teilmenge I' C (M) er-
zeugt werden.

Sei nun (M, g) eine kompakte, zusammenhingende riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei p € M.
Sei o : M — M die universelle Uberlagerung. Setze dabei § := ¢*g (da M kompakt ist, also
insbesondere vollstandig, ist damit auch (M, §) vollstindig). Wéhle p € ¢~ !(p). Betrachte nun
die Abbildung x : »~(p) — 1 (M;p), die folgendermafen definiert ist: Zu ' € p~'(p) wihle
eine kiirzeste Geoditische 7 : [0,1] — M von j nach §'. Dann ist 7 := ¢ o 7 eine Schleife in M an
p. Setze nun
X(@) = [y]-

Dann ist y wohldefiniert (da M einfach-zusammenhéngend ist und somit alle Kurven von p nach
P homotop sind) und bijektiv, denn:

Surjektivitit. Sei v eine geodatische Schleife
mit Basispunkt p. Betrachte die Geoditische
7 in M mit 7(0) = pund 5 = (dp)~*(7(0)).
Dann wird 4 unter ¢ auf die Geoddtische ~
abgebildet, da sie die gleichen Anfangswer-
te haben. Aulerdem endet 4 in einem p’ €

v~ (p)-

Injektivitiit. Betrachte zwei Geodatische in M
von pnach p' bzw. p” # . Angenommen, de-
ren Bilder unter ¢ wéaren homotop. Dann gibt
es eine Homotopie, die man nach M liften
kann. Dort bleibt aber aus Stetigkeitsgriinden
der Endpunkt konstant. Also sind ihre Bilder
unter ¢ nicht homotop.

Insbesondere ist #m1 (M;p) = #¢~!(p). Daraus folgt insbesondere, dass ;1 (M; p) nur abzdhlbar
viele Elemente hat, da ¢ ~!(p) diskret ist.

Der Dirichlet-Fundamentalbereich

Zu p € ¢~ 1(p) setze
Fy = {GeM|d(p,q) <d@. )V € (p)—{p}} und

Fp = {GeM[d(p,q) <di, Vi € (p) - {}}.

Dann gilt ¢(F;) = M und cp|; : ZS“,;—> M —C, ist eine Isometrie. Auerdem gilt, dass |J Fj=
? pEP~1(p)

M und dass die }?‘ﬁ paarweise disjunkt sind.
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Behauptung (1). F; C B(p,diam(M)).

Beweis. Sei § € Fjp. Setze ¢ := ¢(g). Verbinde ¢ mit p durch eine kiirzeste Geodétische
v : 0,1 = M mit v(0) = ¢ und (1) = q. Betrachte nun die Geodatische ¥ : [0,1] — M
mit 7(0) = Gund p oy = 7. Dannist 5(1) =: p' € ¢~ (p) und es gilt

d(p,q) < d(p',q) < L[] = LIy] = d(p, q) < diam(M). o
SetZe nunl := {’}/ & 7T1(M,p) | d(}rﬁ7 inl('Y)) S 1}
Behauptung (2). #I' < occ.

Beweis. Sei § € FX71(V),’)/ € TI'. Wihle Q1 € Fﬁ und G2 € FX—I(,Y), so dass d(dl,QQ) =
d(Fg, Fy~1(y)). Dann gilt

d(p.q) < d(g,q)+d(@, ) +d(g,x (7)) +d(x'(7),9)
< diam(M) + 1 + diam(M) + diam(M)
= 3diam(M) +1
= U FX—I(,Y) C B(ﬁ, 3d1am(M) + 1)
yel’
= vol(U Fy-i(qy) = vol(B(p,3diam(M) + 1))
~yer
—_— o
= 2er VOl(Fy-1(4))
= #I'-vol(M —C,)
= #v-vol(M)
vol(B(p, 3diam(M) + 1))
<
= #I' < vol(M) < o o
Setzenun Iy, := {vi, - ... i, |7, € ,m < k}.

Behauptung (3). |J I'y = m1(M;p). Insbesondere ist I" ein Erzeugendensystem von 71 (M p).
kEN

Beweis. Wir wissen bereits, dass B(p,1) C |J ~er Fx-1(»)- Induktion nach & (durch Anwen-
dung der Dreiecksungleichung) liefert

UkGN B(ﬁ’ k) = M = U'y€7r1(M;p) FX71(7)
N————
C UkeN Uwerk FX*I(W) = U’YEUkQN I FX*I(V)
= UpenTe = m(M;p). O
Wir haben also gezeigt:

PROPOSITION 6.8.2. Fiir kompakte zusammenhiingende differenzierbare Mannigfaltigkeiten ist w1 (M)
endlich erzeugt.

Seinun 7 eine Gruppe und seiI' C 7 ein endliches Erzeugendensystem. Betrachte die Wachstums-
funktion
Nr:N— N, NF(IC) = #Fk,

wobei I'y, := {fyid . wilhij el',m < k}.
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Bemerkung. SindI' = {v1,...,ynv} und I" = {v{,...,vy } zwei endliche Erzeugendensysteme
von , so schreibe 7/} = v - 'Vil(j) und setze N” := max{N(1),..., N(N')}.

= Jedes Wort in IV, das sich in k& Elementen aus IV schreiben lisst, lisst sich in hochstens
k - N” Elementen aus I" schreiben.
= Np(k) < Np(N" - k).

Definition. Sei 7 eine Gruppe mit endlichem Erzeugendensystem I'. Dann hat 7 polynomiales
Wachstum, falls es ein reelles Polynom P gibt mit

Nr(k) < P(k) fur alle k € N.
Die Gruppe 7 hat exponentielles Wachstum, falls es C1,Co > 0 und C3 € R gibt, so dass
Nr(k) > C1e®2* 4 Cs fir alle k € N.

Bemerkung. Diese beiden Eigenschaften schliefien sich gegenseitig aus und sie sind unabhéngig
von der Wahl von I" (wegen der vorhergehenden Bemerkung).

Beispiel. Ist 7 abelsch mit endlichem Erzeugendensystem I' = {v1,...,vn}, so gilt

Tr= {7 i [, €Dom < kp = {97 o9 [ faa| + - + fan| < K}
= Ny(k) = #T% < 2k + 1N
= = hat polynomiales Wachstum.

SATZ 6.8.3 (Milnor). Sei M eine kompakte, zusammenhingende riemannsche Mannigfaltigkeit mit K <
0. Dann hat 71 (M) exponentielles Wachstum.

KOROLLAR 6.8.4. Insbesondere ist dann 7y (M) nicht abelsch.

Beweis von Satz 6.8.3. Sei I' das vorhin konstruierte Erzeugendensystem von i (M;p), wobei
p € M. Dann gilt

B(p,k) < U Fy1¢y

vEl

= vol(B(p, k) < vol( U Fy-1(y))

vEl

= vol( U Fy-1(y)
RISV

= Yvol( U Fyigy)

RISINA YELK
= #I'y-vol(M)

vol(B(p, k))

Nr(k) = ' = ————=—=

= r(k) #Lk vol(M)
M ist kompakt

= Esexistiertein § < 0,so dass K < 6.

= Fiir M gilt ebenfalls K < § < 0.
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= vol(B(p,k)) < vol(Buy(k)) = V'(k)
Satz 6.7.2 und nach Cartan-Hadamard ist injrad(M) = oo
Vi (k) 1 Mo
Nr(k > 6 — e n—1 d
- o(k) =z vol(M) Vol(M)w 1/0 55 (o) de
Wn—1 1 /k . —1 . .
= — sinh(y/|0]0)" " do wiéchst exponentiell. O
ol 75, S/ p

SATZ 6.8.5 (Milnor). Sei M eine kompakte zusammenhingende riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric >
0. Dann hat (M) polynomielles Wachstum.

KOROLLAR 6.8.6. Eine kompakte zusammenhingende differenzierbare Mannigfaltigkeit kann nicht zwei
Metriken g, und g besitzen, so dass K4, < 0 und ricg, > 0.

Beweis von Satz 6.8.5. Wir haben bereits gesehen, dass

U FX’I(W) C B(ﬁ, 3d1am(M) + 1)
yel’

Induktion nach k& liefert dann

U F-1(y C B(p,diam(M) + k(2diam(M) + 1))

YET K

= vol( U Fy 1)) < vol(B(p,diam(M)+ k(2diam(M) + 1))

vel
— Y vol(Fy-iy) = #T%-vol(M)
vel
= Nr(k) = #Ty
vol(B(p, diam(M) + k(2diam(M) + 1)))
- vol(M)

. w (diam(M) + k(2diam(M) + 1))

\ vol(M)
Satz von Bishop-Gromov
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