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KAPITEL 1

Grundlagen

1. Logische Zeichen

Sind A und B Aussagen, so konnen auf folgende Weise neue Aussagen gebildet werden:

ANB A und B

AV B A oder B

-A nicht A

A= B  Aus A folgt B

A< B A genau dann, wenn B

Ist A wahr, so ist =.A falsch und umgekehrt. Die Wahrheitswerte (w = wahr und f = falsch)
der anderen Aussagen ergeben sich aus den Wahrheitswerten von A und B geméf der fol-
genden Tabellen:

/\‘Wf \/‘W f :>‘W f <:>‘W f
w|w f wW|w w w|w f w|w o
f|f f f|lw f W W f | w

Die logischen Zeichen A und V nennt man Junktoren. Eine Aussage der Form A = B be-
zeichnet man als Implikation, und man sagt: A impliziert B. Gilt A < B, so sagt man, die
beiden Aussagen 4 und B sind dquivalent oder gleichwertig.

Ist A eine Menge und A(x) eine fiir alle Elemente x von A definierte Aussage, dann bedeutet:

Ve e A: Ax) Fiir alle Elemente = der Menge A gilt die Aussage A(x).
dr e A: A(x) Es gibt ein Element x der Menge A, fiir das die Aussage A(z) gilt.

Dabei heiBen V Allquantor und 3 Existenzquantor. Vo € A : A(z) und 3z € A : A(x) sind
selbst auch wieder Aussagen.



Fiir die Negation von Aussagen gelten die folgenden Regeln:

Negationen von Aussagen:

—(AAB) & -AV B, VreA: Alz) & v e A: -Ax),
—(AVB) & -AN-B, —dr e A: A(z) & Ve e A: -Ax).

Beispiel.
1. Die Aussage ,,3 ist kleiner als 6” ist wahr.

2. Die Aussage ,,Jede gerade natiirliche Zahl grofler als 2 ist Summe von zwei Primzah-
len” ist wahr oder falsch. Allerdings ist bis heute nicht bekannt, welcher der beiden
Wahrheitswerte zutrifft.

3. Die Aussagen ,,p ist ein Primteiler von 6” und ,,p = 2V p = 3” sind dquivalent.
4. Ist Q die Menge der rationalen Zahlen, so ist die Aussage
VeeQIreQ:r+r=q

wahr, denn sie besagt, dal jede rationale Zahl durch 2 teilbar ist. Falsch dagegen ist
die Aussage

Ve QdreQ:r-r=q,
denn sie besagt, dafl jede rationale Zahl ein Quadrat ist. Wahr ist daher die Negation

dJqeQVreQ:r-r#q,

die besagt, daB es eine rationale Zahl gibt, die kein Quadrat in Q ist. Um dieses
zu zeigen, braucht lediglich eine rationale Zahl angegeben zu werden, die in Q kein
Quadrat ist, zum Beispiel 2.

Beweismethoden im Zusammenhang mit logischer Aquivalenz:

1. Der Widerspruchsbeweis beruht auf der Tatsache, dafl 4 = B und —(A A =B) dquivalent
sind (das kann z.B. leicht mit Hilfe der oben angegebenen Tabellen iiberpriift werden). Statt
A = B zu beweisen zeigt man, dal A A —B falsch ist. Es wird also A A =B zum Widerspruch
gefiihrt.

2. Die Kontraposition beruht auf der Tatsache, daf§l A = B und —-B = —.A dquivalent sind
(auch das kann z.B. leicht mit Hilfe der oben angegebenen Tabellen iiberpriift werden). Statt
A = B zu beweisen zeigt man, dal =B = —.A wahr ist.

Beispiele hierzu werden in den folgenden Abschnitten behandelt.



2. Mengen

Ist M eine Menge und x ein Element von M, so schreibt man x € M, anderenfalls x ¢ M.
Beispiele fiir Mengen sind:

0 die leere Menge,

N = {1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen,
Z die Menge der ganzen Zahlen,

Q die Menge der rationalen Zahlen,

R die Menge der reellen Zahlen,

C die Menge der komplexen Zahlen.

Die leere Menge ist dadurch charakterisiert, dafl sie keine Elemente hat. Eine Menge A heifit
Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element von A auch Element von M ist. Man schreibt
dann A C M :

ACM&sVre A:x e M.

Gilt A C M und A # M, so heiit A echte Teilmenge von M, geschrieben: A C M. Fiir jede
Menge M gilt M C M und ) C M.

Ist fiir alle Elemente x aus M die Aussage A(z) definiert, so ist
A:={re M|A(z)}

eine Teilmenge von M, und jedes x aus M ist genau dann in A, wenn A(x) wahr ist.

Beispiel. A = {n € N | n ist ein Quadrat und n < 10} = {1,4,9}.

Definition 2.1 Sind A und B Teilmengen der Menge M, so heiflen

AUB:={zx e M | x € AV x € B} Vereinigung,
ANB:={x e M | x € AANx € B} Durchschnitt und
A\B:={zxe M | x € ANz & B} Differenz von A und B.
CA:= M\ A heifst Komplement von A.

Satz 2.2 Sind A und B Teilmengen der Menge M, so gilt

i) C(AUB) = CANCB.
i) C(ANB) = CAUCB.

Beweis. i) Fiir jedes x aus M gilt:
r€CANCB<«<=recCANzeCB<= ¢ ANx ¢ B <=
“(r € AVeeB) <= ~(r€ AUB) <=z € C(AUDB).

Fiir jedes x € M folgt somit  €e CANCB <=z € C(AUB), dh. CANCB =C(AU B).

ii) beweist man analog,.



Definition 2.3 [ sei eine Indexmenge und fiir jedes i € I sei A; eine Teilmenge der Menge
M. Dann heiflen

UAi={xeM|Jiel:xecA} Vereinigung und

icl

NAi={xeM|Viel:xeA} Durchschnitt

iel
der A;,i € 1.

Beispiel.
Sei I =Nsowie A;={z€Q|0<z<i}undB;={recQ|0<z<1}

Dann gilt (| A; =0 und ) B; = {0}.
ieN ieN

A, B seien Mengen und a € A,b € B. Dann heiit (a,b) geordnetes Paar. Sind a,a’ € A und
b, € B, so definiert man

(a,b) = (V)= a=d ANb=1,
Ax B:={(a,b)la € A, b€ B}.
A x B ist eine Menge und heifit Produktmenge von A und B. Entsprechend definiert man
Al X ... XAn:{(al,...7CLn)|CL1 EAI,...,an GATL}

als Produkt der Mengen Ay, ..., A,. Die Elemente (ay,...,a,) von A; X ... x A, heiflen n-
Tupel .
AV = Ax ... xA={(a1,...,a,) | a1,...,a, € A}.

Definition 2.4 Ist A eine Menge, so heifit die Menge aller Teilmengen von A die Potenz-
menge von A, geschrieben: p(A).

Beispiel.
1. A=0. p(A) = {0}.
2. A={a}. p(A) ={0,{a}}.
3. A={a,b}. p(A) = {0, {a}, {b},{a, b}}.
4. A=Aa,b,c}. p(A) ={0,{a}, {b}, {c}, {a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}.
Definition 2.5 Ist A eine Menge, so bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente von A. Hat A
unendlich viele Elemente, so schreibt man |A| = oo.
Satz 2.6 Ist A eine endliche Menge mit n Elementen, so hat p(A) genau 2™ Elemente:

Al =n = |p(A)] = 2".



Bevor wir Satz 2.6 durch vollstdndige Induktion beweisen, soll diese Beweismethode kurz
vorgestellt werden.

Beweis durch vollstdndige Induktion

Ist A(n) fir alle n € Z, n > ng eine Aussage, so ist A(n) fir alle n € Z, n > ny wahr, wenn
folgendes gilt:

(i) A(no) (Induktionsanfang).
(ii) Vn > ng : (A(n) = A(n + 1)) (Induktionsschlu8).

Beispiel.
An):14+2+4+ ... +n=3n(n+1),neN.
Behauptung: Fiir alle n € N gilt A(n).
Induktionsanfang: A(1) : 1=1-1-(1+1).
InduktionsschluB: 1 +2+...+n+n+1=1in(n+1)+n+1=1(n+1)(n+1+1).
T A(n)
Beweis von Satz 2.6: A(n): |A| =n=|p(A)] =2",n € Ny:=NU{0}.
Induktionsanfang: A(0).
Al =0=>A=0= p(A) ={0} = |p(A)|=1=2°
Induktionsschlufl: A(n) = A(n + 1).
|Al =n+1, etwa A ={ay,a9,...,an, apy1}. Definiere A" :={aq,...,a,}, also |[A| =n.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt |p(A’)| = 2", etwa @(A") = {My, Ma, ..., Mon}.
Die M; sind genau die Teilmengen von A, die a,,; nicht enthalten. Es folgt

O(A) = { My, My, ..., Mon, My U{ans1}, Mo U{ani1}, ..., Mon U{ans1}},

d.h. |p(A)| =227 = 20+,

3. Abbildungen

Sind A und B Mengen, so heifit eine Vorschrift f, die jedem a aus A genau ein b aus B
zuordnet, eine Abbildung oder Funktion von A nach B, geschrieben

f:A— B.
Wird a aus A das Element b aus B zugeordnet, so schreibt man
ar—0b  oder f(a) =0.

A heifit Definitionsbereich von f, und B heifit Bildbereich von f.
Zwei Funktionen f : A — B, f': A — B’ heiflen gleich, wenn A = A’, B = B’ und
f(a) = f'(a) fir alle a € A gilt.



10

Beispiel.

1. f:Z—Z,x+—1+2 ¢:7Z— N,o+— 1+2% Da f und g verschiedene Bildbereiche
haben, sind f und ¢ verschieden.

2. [ Z— L,z (1—(=1)).

gerade

falls ungerade.

g:Z—>Z,xt—>{(1)

f und ¢ sind gleich.
Definition 3.1 Ist f : A — B eine Abbildung, so heifst
f(A):={be BlFa€ A: f(a) =b}

das Bild von f, und f heifst surjektiv, wenn f(A) = B, d.h., wenn es zu jedem b € B ein
a € A mit f(a) =0 gibt.

Beispiel.

f:R— R, z+— 2% Dann ist f(R) = R{ := {z € Rjz > 0} das Bild von f, und f ist
nicht surjektiv. Hier wurde die Eigenschaft von R benutzt, dal ein a € R genau dann ein
Quadrat in R ist, wenn a > 0.

g: R — R, z+— 23 Dann ist g(R) = R das Bild von g, d.h., g ist surjektiv. Fiir die
Berechnung von g(R) wurde ausgenutzt, dafl jede Gleichung 2* = a mit @ € R in R 16sbar
ist.

Definition 3.2 Ist f : A — B eine Abbildung, so heifit [ injektiv, wenn fir alle a,a’ € A
qgilt:

Beispiel.

f:R — R,z + 22 ist nicht injektiv, da f(1) = f(—1), aber 1 # —1.

g: R — R,z 23 ist injektiv:

Zunichst gilt fiir allea € R : a® = 1 = a = 1, denn es gilt ¢® < 0 falls ¢ < 0 und
I1>a>a?>afalls0<a<1sowiel <a<a?<adfalls1 < a.

Wir zeigen nun, dafl g injektiv ist:

Gilt 2° = y3 und = = 0, dann folgt 2°> = 0, also y*> =0 und y = 0 = z.

Gilt 2° = y3 und z # 0, dann folgt 1 = (%)3, also £ =1,d.h. z =y.

Fiir den Nachweis der Injektivitdt von g wurden wesentlich die Ordnungseigenschaften von
R ausgenutzt.

Definition 3.3 Ist f : A — B eine Abbildung, so heifst f bijektiv, wenn f injektiv und
surjektiv ist.

Zum Beispiel ist g : R — R,z —— 2 bijektiv.
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Die Hintereinanderschaltung (Komposition) von Abbildungen.

Sind
f:A— B und ¢g: B—C

Abbildungen, so definiert man
gof:A— Ciar— g(f(a)).

g o f heiBt Komposition von g und f, und g o f ist auch definiert, wenn f(A) nur im Defin-
tionsbereich von g enthalten ist.

Beispiel.

f:7Z — Ny, z+— 22
g:Ng— Z,n+— 2n—9,

gof 1l — T z+—s 22209,
fog:Ny — Nyg,n+—— 4n? — 36n + 81.
Im allgemeinen gilt go f # fog.

Satz 3.4 Sind f: A— B,g: B — C Abbildungen, so gilt

i) f,q surjektiv = g o f surjektiv.

i1) f, g injektiv = g o f injektiv.

iii) f, g bijektiv => g o f bijektiv.

Beweis. i) Zu jedem ¢ € C gibt es b € B mit g(b) = ¢, da g surJektw Zubgibt esa € A
mit f(a) = b, da f surjektiv. Also (go f)(a) = g(f(a ) g(b )

i) Gilt (g o f)(a) = (g0 f)(a’), so folgt g(f(a)) = g(f(d')) u ( ) = f(d'), da g injektiv
ist. Da f injektiv ist, folgt a = d'.

iii) folgt aus i) und ii).

Satz 3.5 f: A — B ist bijektiv <= FEs gibt g: B — A mit go f =idy und f o g =idp.

Bemerkung. Fiir jede Menge C' ist id¢ : C — C, ¢ — ¢ die identische Abbildung von C.

Beweis " =": Da f surjektiv ist, existiert zu jedem b € B ein a € A mit f(a) = b, und da
f injektiv ist, ist a eindeutig bestimmt. g : B — A sei nun die Funktion, die jedem b = f(a)
genau dieses a zuordnet.

(g o f)(a) = a folgt sofort nach Definition von g, d.h. go f = ida.

Jedes b € B lafit sich in der Form b = f(a) schreiben, also (f o ¢)(b) = (f o g)(f(a)) =
f(g(f(a)) = f(a) = b, dh. fog=idp.

" <" Fiir jedes b € B gilt b = idg(b) = f(g(b)) € f(A), d.h. f ist surjektiv.

Fir a,a’ € A gilt: f(a) = f(d') = g(f(a)) = g(f(d’)) = a=d, d.h. f ist injektiv.
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4. Aufgaben

A 4.1 Zeigen Sie, dal die Aussagen A = B und =(A A =B) bzw. A = B und -8B = - A
fiir beliebige Aussagen A, B dquivalent sind. Erlautern Sie dieses Ergebnis.

A 4.2 Formalisieren Sie die folgende Aussage: Ist das Produkt zweier rationaler Zahlen ne-
gativ, so ist genau einer dieser Faktoren negativ.

A 4.3 Formalisieren Sie folgende Aussage: Zu beliebigen reellen Zahlen a und b existiert eine
natirliche Zahl n, so daf$ b kleiner ist als na. Begriinden Sie, dafl die Aussage falsch ist, und
bilden Sie ihre Negation.

A 4.4 Sind A und B Mengen, so definiert man AAB := (A\ B)U (B \ A). Zeigen Sie, daf§
fiir beliebige Teilmengen A, B und C' einer Menge M gilt: AA(BAC) = (AAB)AC.

A 4.5 Im folgenden sind A und B Teilmengen der Menge M mit A C B. Zeigen Sie, dafl
fir jede Teilmenge X von M gilt: X = (X N (M \ A))U (X NB).

A 4.6 Esseien f: A— Bund g: B — C zwei Abbildungen. Zeigen Sie:
(a) Wenn ¢ injektiv ist und g o f : A — C surjektiv, dann ist f surjektiv.
(b) Wenn f surjektiv ist und g o f injektiv, dann ist g injektiv.

A 4.7 Gegeben sind die Mengen N und M sowie die Abbildung f : N — M. Zeigen Sie,
daB fiir beliebige Mengen A, B C N gilt:

(a) f(AUB) = f(A) U f(B).

(b) f(ANB) C f(A)N f(B).

(c) Ist f injektiv, so gilt in (b) das Gleichheitszeichen.

A 4.8 (a) Zeigen Sie 2n+ 1 < 2" fiir alle n € N;n > 3.

(b) Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt n* < 2"? Benutzen Sie vollstéindige Induktion.

A 4.9 Beweisen oder widerlegen Sie (benutzen Sie gegebenenfalls vollstéindige Induktion):

(a) Fiir alle natiirlichen Zahlen n,n > 3 gilt (n+ 1)! < n".
(b) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

1_‘_2_{_%_'_.”_‘_ n :5n2—9n+5
2 3 4 n+1 n(n +1)
(c) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt
12 N 22 N 32 R n? :n(n+1)‘
1.3 3.5 5.7 2n—1)2n+1) 202n+1)

A 4.10 Fir n € Ny definiert man n! rekursiv durch 0! := 1 und (n+ 1)! :=n!- (n+ 1).
Zeigen Sie, daf fiir alle a,b € R und alle n € Z,n > 0 gilt

(a+b)" = Z <Z) ab b,
k=0

—%mﬁnmmmkezogkgn

wobel (Z) =W



KAPITEL 2

Gruppen, Ringe, Koérper

1. Gruppen

Ist A eine Menge, so heifit eine Abbildung
AxA— A, (a,d)—aod

Verkniipfung auf A. Eine Verkniipfung heif3t...

.. assoziativ, wenn fiir alle a,b,c € A gilt:

ao(boc)=(aob)oec.
... kommutativ, wenn fiir alle a,b € A gilt:
aob="boa.

Beispiel.

1. A = R. Die Addition und Multiplikation sind assoziative und kommutative Ver-
kniipfungen auf R. Die Subtraktion aob = a —b ist weder assoziativ noch kommutativ:

00(001)=0—(0—1)=1#—-1=(0—-0)—1=(000)o1.
1o0=1-0=1#-1=0—1=001.

2. Ist M eine Menge und A die Menge der Abbildungen f : M — M, so ist die Komposi-
tion eine Verkniipfung auf A. Die Komposition ist sogar eine assoziative Verkniipfung,
denn fiir f,g,h: M — M gilt:

fo(goh): M — M,m— f(g(h(m))).
(fog)oh: M — M,m— f(g(h(m))).

Bemerkung. Grundsétzlich sind Ausdriicke der Form a; o ay o ... o a, nicht definiert, da

stets nur zwei Elemente miteinander verkniipft werden koénnen, z.B.:

(a1 0 ag) o (ago(asoas))...

Es gilt jedoch
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Satz 1.1 Bei einer assoziativen Verkniipfung ist die Verkniipfung von n Elementen unter
Beibehaltung der Reihenfolge unabhdngig von der Klammerung.

Beweis. Fiir jedes n € N ist A(n) die Aussage: Jedes Produkt der Elemente ay, ..., a, ist
unter Beibehaltung der Reihenfolge gleich dem Ausdruck

(...((a;0ag)oas)...)oap.

A(l) :a; = ay.

A(2) 1 ay 0as = ay o as.

A(3) : (a3 0az) oaz = (a; 0oaz) oaz Aajo (agoas) = (ay oay) o as.

n>3:5ei P=(ay...a;)o (k1 -.-any1) die Verkniipfung von n+ 1 Elementen. Gilt k£ = n,
so folgt nach Induktionsvoraussetzung:

P=(...((a1oaz)0az)...)oans-

Gilt k < n, so folgt nach Induktionsvoraussetzung:

P={(ay...ar)o ((ags1-.-an) 0 api1)
= ((a1...ar) o (Agg1-.-Gp)) © Anya
=(...((ag0az)o0as)...)oans1.

O

Bemerkung. Bei einer assoziativen Verkniipfung konnen die Klammern weggelassen werden.

Definition 1.2 Ist A eine Menge mit einer Verkniipfung "o”, so heifst e € A neutrales
Element oder Einselement , wenn eoa = aoe = a fir alle a € A gilt.

Bemerkung. Gibt es ein neutrales Element e, so ist es eindeutig bestimmt: Ist ¢’ auch ein
neutrales Element, so gilt ¢/ = ¢’ oe = e.

Beispiel.

1. A= Q. Dann ist 0 das neutrale Element der Addition und 1 das neutrale Element der
Multiplikation.

2. Ist M eine Menge und A die Menge der Abbildungen f : M — M, so ist
idy M — M,m+—m

das neutrale Element beziiglich der Komposition, denn fiir alle f € A und m € M gilt
(f oidar)(m) = [f(idyu(m)) = f(m) und (idy o f)(m) = idu(f(m)) = f(m), dh.
foidy =idyo f = f.

Bemerkung. Eine Menge A # () mit einer assoziativen Verkniipfung heifit Halbgruppe. Eine
Halbgruppe mit Einselement heifit Monoid.

Definition 1.3 FEs sei A eine Menge mit einer Verkniipfung "o” und einem neutralen Ele-

ment e. Ista € A, so heifit b € A inverses Element oder Inverses von a, wenn aob = boa = e
gilt. Existiert zu a ein Inverses, so heifst a invertierbar.
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Beispiel. Beziiglich der Addition hat Z das neutrale Element 0, und jedes a € Z ist in-
vertierbar. Beziiglich der Multiplikation ist 1 das neutrale Element, und nur 1 und —1 sind
invertierbar.

Satz 1.4 Ist A eine Menge mit einer assoziativen Verknipfung "o" und einem neutralen

FElement e, so gibt es zu jedem invertierbaren a € A genau einb € A mitaob =e (boa =e).

Beweis. Ist a’ ein Inverses von a, so gilt b=cob= (a'oca)ob=a"o(aob) =d oe =d.
Die zweite Behauptung folgt entsprechend.
O

Bemerkung. Das unter den Voraussetzungen von Satz 1.4 eindeutig bestimmte Inverse von
a wird mit a~! bezeichnet.

Definition 1.5 Ist G eine Menge und "o" eine Verkniipfung auf G, so heifst G Gruppe
(beziiglich "o" ), wenn gilt:

i) "o ist assoziativ.

it) Es existiert ein neutrales Element e € G.

iii) Jedes g € G ist invertierbar.

Ist weiterhin "o” kommutativ, so heifst G abelsche Gruppe.

Beispiel.
1. Z ist beziiglich "4" eine abelsche Gruppe.

2. R ist beziiglich ”-" keine Gruppe, denn 0 ist nicht invertierbar. R* := R\ {0} ist
beziiglich ”-" eine abelsche Gruppe.

Satz 1.6 Ist M eine Menge mit einer assoziativen Verknipfung "o"” und einem neutralen

Element e, so ist die Menge G der invertierbaren Elemente von M beziiglich"o" eine Gruppe.

Beweis. 0) Zunichst zeigen wir: Va,b € G : aob € G. Sind a,b aus G, so folgt a1, 071 € M.

Wegen
& (aob)o(btoa')=ao(boboat=aocecoa!=ao0at=e

und (b'oa No(aob)=blo(a oa)ob=b"toecob=blob=c¢

ist @ o b invertierbar in M, also aob € G.

i)ao(boc)=(aob)oc gilt sogar fiir alle a,b,c € M.

ii) Wegen e oe = e gilt e € G, und e ist damit das neutrale Element von G.

iii) Fiir alle a € G gilt aoa™ =a ' oa =e. Also ist a=! in M invertierbar, d.h. a™! € G,
und o~ ! ist das Inverse von a.

Bemerkung. Fiir invertierbare a,b wurde sogar (a™')™! = a sowie (aob)™! =b'oa™!
gezeigt.
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Beispiel. M sei eine nichtleere Menge und
Abb(M) = {fIf : M — M}

die Menge aller Abbildungen f : M — M. Die Komposition ist eine Verkniipfung auf
Abb(M), die assoziativ ist, und idy; : M — M, m — m ist das neutrale Element. Wegen
Satz 1.6 ist die Menge der invertierbaren Abbildungen f : M — M bezgl. der Komposition
eine Gruppe, die mit Sy bezeichnet wird. Gemé$ Definition ist f € Abb(M) genau dann
aus Syg, wenn es ein g : M — M mit fog=1idy und go f =idy, gibt. Wegen Satz 3.5 aus
Kapitel 1 folgt somit

Sm = {f|f: M — M bijektiv }.

Sm heifit symmetrische Gruppe von M. Ist speziell M = {1,...,n}, so schreibt man S,
statt Syr. Die Elemente von Syt heiflen Permutationen.

Darstellung von Permutationen. Fiir 7 € S, also 7 : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv,
verwendet man auch die Bezeichnung

B 1 2 3 ... n
"l r) 7@ 73) ... x(n) )
. 1 2 3 .
Ist zum Beispiel n = 3 und 7 = ( 5 1 9 ), so gilt (1) = 3,7(2) = 1,7(3) = 2 und

(123
“\23 1)

Da es genau n! Moglichkeiten gibt, die Zahlen 1,2,...,n anzuordnen, folgt unter Benut-
zung obiger Darstellung

Satz 1.7 Fir allen € N gilt |S,| = n!.

Definition 1.8 FEine Permutation m € Sy, heifit Zykel der Ldnge r, wenn es paarweise
verschiedene ky, ..., k. aus {1,...,n} gibt, so daf$ w(k1) = ko, m(ka) = ks,...,n(k.) = k1
und w(k) =k firk # ki,i=1,...,r gilt.

Bemerkung.
1. Zykeln der Lange 2 heiflen Transpositionen.

2. Ist 7 ein Zykel wie in Definition 1.8, so schreibt man 7 = (kjks ... k,), und es gilt dann
= (kag c. krk’l) = <k3k4 .. krklkg) = ...

(1234567 4
" 3251764 v
gilt 7(1) = 3,7(3) = 5,7(5) = 7,m(7) = 4,7(4) = 1 und 7(2) = 2,7(6) = 6. Also folgt
m = (13574). Kein Zykel dagegen ist

(3

Beispiel. Fiir

S D

A~ w
— o~
N Ot
N———

(G200 \V}
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Bemerkung.

1. Die Identitdt von {1,...,n} (also das neutrale Element von S,) wird auch mit (1)
bezeichnet.

2. Jede Permutation 148t sich als Produkt von (elementfremden) Zykeln schreiben,

Z.B.(é S g):<165)o(23)o(4).

Definition 1.9 Fir m aus S, heifit

sgnm 1= H —W(Z?L, : WO)
j<i J
Signum von .

Bemerkung.

1. Es gilt stets sgnm € {1, —1}, da im Z#hler und Nenner bis auf das Vorzeichen und die
Reihenfolge dieselben Faktoren vorkommen.

2. Gilt a # b, dann folgt sgn(ab) = —1.
Sei dazu 0.B.d.A. a =1 und b = 2, also 7 = (12). Dann folgt

sgn(12) = H (1) = 7(5) _ m(2) — m(1) _ H (i) — w(1) w(i) — w(2) B

LL 2—1 L i1 i—2
7<t 31

1-2
= ——=—1

2—1

Satz 1.10 Fiir alle 7,0 € Sy, gilt:
sgn(m o o) = sgnw - sgno.

Beweis.

= SgNT - Sgno.

sen(roa) = [[F20t) =T 00l) _ pprlel) —rol) ppol) — o)

P i— ] o o) =a() i

Anwendung von Satz 1.10
Ist m € S, ein Zykel, etwa m = (a; ... ax), so folgt m = (ajax) o (a1ax—1) 0. ..o (aras) o (aras),
und wegen Satz 1.10 gilt dann

sgn(ay ... ag) = (—1)F.
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Da jede Permutation Produkt von Zykeln ist, ist damit jede Permutation m Produkt von
Transpositionen:

mT=T0...07,, 7; Transposition.

Satz 1.10 liefert sgnm = (—1)".

7 heifit gerade <= sgnm = 1.
7 heifit ungerade <= sgnm = —1.

7 ist also genau dann gerade, wenn bei jeder Darstellung von 7 als Produkt von Transposi-
tionen die Anzahl der Transpositionen gerade ist.

Beispiel. m = (12387) o (6537). Dann folgt sgnm = (—1)*" = —1. Somit ist 7 ungerade.
Zum Beispiel gilt 7 = (17) o (18) o (13) o (12) o (67) o (63) o (65).

Bemerkung. Zur Vereinfachung wird im folgenden das Verkniipfungssymbol o zwischen den
Permutationen weggelassen.

2. Ringe und Korper

Definition 2.1 Ist R eine Menge mit den Verkniipfungen "+" und "-", so heifit R Ring

(beziiglich "+" und """ ), wenn gilt:

i) R ist beziiglich "4+" eine abelsche Gruppe.

ir) """ ist assoziativ.

iii) Es gelten die Distributivgesetze, d.h., fir alle a,b,c € R gilt
a-(b+c)=(a-b)+(a-c), (a+b)-c=(a-c)+ (b-c).

Ist weiterhin """ kommutativ, so heif$t R kommutativer Ring .

Hat ein Ring R ein neutrales Element bezgl. der Multiplikation, so heiffit R Ring mit Fins,

und dann heiffit weiterhin a € R invertierbar oder Einheit, wenn a bezgl. "-" invertierbar ist.

Bemerkung.

1. Punktrechnung geht vor Strichrechnung, d.h., um Produkte werden keine Klammern
gesetzt.

2. Das neutrale Element eines Ringes beziiglich “+” wird mit 0 bezeichnet.

3. Ist R ein Ring mit Eins, so wird das neutrale Element der Multiplikation mit 1 be-
zeichnet. In diesem Falle ist E(R) = {a € R | a Einheit in R} eine Gruppe beziiglich
der Multiplikation, die Einheitengruppe von R genannt wird (vgl. Satz 1.6). Fiir je-
des a € E(R) ist a~! das Inverse von a beziiglich der Multiplikation. Zum Beispiel

ist Z beziiglich der gewohnlichen Addition und Multiplikation ein Ring mit Eins und
E(Z)={1,-1}.
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4. Fiir alle a aus R bezeichnet —a das Inverse von a beziiglich ”"+”. Fiir alle a,b aus R
definiert man weiterhin a — b := a + ().

5. Fiir alle a, b, c aus R gilt:
a-0=0-a=0; a-(=b)=(—a)-b=—(a-b); (—a)-(=b)=a-b;

a-(b—c)=a-b—a-c; (a—b)-c=a-c—b-c.

Definition 2.2 Ist K ein kommutativer Ring mit Eins, so heiffit K Korper, wenn 1 # 0 und
jedes a # 0 eine Einheit ist.

Beispiel. Beziiglich der gewohnlichen Addition und Multiplikation sind Z, Q, R und C kom-
mutative Ringe mit Eins. Q, R und C sind sogar Kérper, Z aber nicht.

Im folgenden werden weitere Beispiele fiir Ringe und Korper vorgestellt, die sich von den
bisher angegebenen Beispielen in vieler Hinsicht wesentlich unterscheiden.

Die Ringe Z,,n € N

Sind @ und b ganze Zahlen, so schreibt man a | b, wenn b von a geteilt wird, wenn es also
eine ganze Zahl k mit b = k - a gibt. Fiir a,b € Z definiert man nun

a~b = n|(a—0>0).

"~ ist eine Aquivalenzrelation:

a~a,dan|(a—a).
a~b=n|(a—b)=n|(b—a)=b~a.
a~bANb~c=n|(a—bAn|(b—c)=n|(a—b+b—c)=>n|(a—c)=a~c

Fiir die Aquivalenzklasse @, in der a ist, gilt somit
a={beZ|a~bl={a+k-n|keZ}.

Offenbar sind 0,1, ..., n — 1 samtliche ”Restklassen modulo n”. Die Menge aller Aquivalenz-
klassen bezeichnet man mit 7Z,,, also

Z, ={0,1,...,n—1}.
a ~ b kann man auch so formulieren: ¢ und b lassen bei Division durch n denselben Rest.

Auf der Menge Z,, 143t sich nun folgendermaflen eine Addition und eine Multiplikation er-
kléaren:

Addition in Z,, : @+ b =a+
Multiplikation in Z,: a - b =

.
a-b.

Da die Verkniipfungen der Restklassen offenbar mit den jeweiligen Repréasentanten zusam-
menhédngen, muf} gezeigt werden, dafi sie von den Reprisentanten unabhéngig sind (Wohl-
definiertheit):

Gilt @=a und b =¥, so folgt a ~ a’ und b~ ¥/, also n | (a —a’) und n | (b —b'). Damit ist
n ein Teiler von a +b— (' + ), dh.a+b~d +V unda+b=a + 0.




20

Weiterhin folgt n | (a —a’)b aus n | (a —a') sowie n | (b—b")a’ aus n | (b—1¥'). Daraus ergibt
sich schlieBllich n | (ab — a'b’), also ab ~ a'b'.

Man rechnet leicht nach, da8 Z,, ein kommutativer Ring mit dem Einselement 1 ist.

Satz 2.3 Z, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Sei zunichst n = p eine Primzahl und @ € Z,,a # 0. Zu zeigen ist, daf @ eine
Einheit in Z, ist. Wegen @ # 0 ist p kein Teiler von a. Da p eine Primzahl ist, sind a und p
teilerfremd, und es existieren x,y € Z mit ax +py =1, alsoa-T = 1.
Wegen 1 # 0 ist schlieBlich gezeigt, daBl Z, ein Kérper ist.
Sei nun andererseits n keine Primzahl. Gilt n = 1, so folgt 0 = 1, und Z,, ist kein Kérper.
Sei daher im folgenden n > 1. Dann gibt es a,b € Nmit n = a-bund 1 < a,b < n, also
a,b#0und @-b=0 ¢ E(Z,). Folglich ist @ oder b keine Einheit und Z, kein Korper.

O

Satz 2.4 In einem Korper K gilt folgende Alternative:

i)1+...+1+#0 fir allen € N. i) 1+...+1=0 fir genau eine Primzahl p.

n—mal p—mal

Beweis. Wir nehmen an, daf i) nicht gilt, und zeigen, dafi dann ii) gilt.
Gilt i) nicht, so existiert ein n € Nmit 1 + ...+ 1 = 0. Wihle n € N mit dieser Eigenschaft
—_——

n—mal
minimal. Wir zeigen, dafl n eine Primzahl ist. Sei n = a - b mit a,b € Nund 1 < a,b < n.

Dann folgt
(1+...+1)-1+...+1)=0.

N J/

\
(

TV TV
a—mal b—mal

Da K ein Korper ist, mufl der erste Faktor oder der zweite Faktor 0 sein, im Widerspruch
zu l < a,b < n und der Minimalitdt von n.

Wir definieren p := n. Sei nun ¢ ebenfalls eine Primzahl mit (1 + ...+ 1) = 0. Dann folgt
—_——

g—mal

q > p wegen der Minimalitdt von p, und es gibt a € N;b € N, 0 < b < p mit g =a-p+b.

A+ +1)-0+... +D+(1+...+1)=0.

v\ / N /
~~ N~ ~~

a—mal p—mal b—mal

Es folgt 14+ ...+ 1 = 0 und der Minimalitét b=0. Also gilt ¢ = a-
s folgt 1+ ...+ und wegen der Minimalitdat von p sogar so gilt ¢ = a - p,

b—mal

d.h. ¢ = p, da ¢ prim.



21

Ist nun K ein Korper, fiir den die Aussage i) aus Satz 2.4 gilt, so definiert man y(K) = 0.
Gilt dagegen Aussage ii) aus Satz 2.4, so definiert man y(K) = p. Man nennt x(K) die
Charakteristik von K. So gilt zum Beispiel

X(Q) = x(R) = x(C) = 0 und x(Z,) = p.
Beispiel. Firn =7gilt 1+1+1+1+1+1+1=0undzB.4+3=7=0, also 4 = —§
Diese Gleichung erhiilt man auch wegen 4 = {4+ k-7 | k € Z} ={-3+k-T|keZ}=—
Beziiglich der Multiplikation ist z.B. 3-5 =15 =1, also 3 = = 5.

3. Aufgaben

A 3.1 Priifen Sie, ob folgende Verkniipfungen o auf R assoziativ bzw. kommutativ sind:

(a) aob:= ab? (b) aob:=a+b+ ab (c)aob:=b
(d) aob:= (a+b)? (e)aob:=a+b—1.

A 3.2 Wieviele Verkniipfungen gibt es auf einer n-elementigen Menge? Wieviele davon sind
kommutativ?

A 3.3 Stellen Sie die Permutation

f_123456789
\2 95 6 8 41 3 7

durch Zykeln dar. Berechnen Sie fog,go f und f~'og mit g = (143)(29) € Sg sowie sgnf.

A 3.4 Zeigen Sie, daf} sich jede Permutation ¢ € S, bis auf die Reihenfolge eindeutig als
Produkt von elementfremden Zykeln schreiben 148t.

A 3.5 Essei L =Q x Q. Zeigen Sie, dafl L beziiglich der Verkniipfungen
(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d), (a,b)-(c,d) = (ac,bc+ ad)

kein Korper ist. Welches Axiom ist verletzt?

A 3.6 Essei L =Q x Q. Zeigen Sie, dafl L beziiglich der Verkniipfungen
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d), (a,b)-(c,d) = (ac+ 2bd, bc + ad)

ein Korper ist. (Hinweis: Benutzen Sie, daff in Q kein Element z mit 22 = 2 existiert.)

A 3.7 Berechnen Sie das multiplikative Inverse von 13 in Zgo.

A 3.8 Berechnen Sie die Einheitengruppe von Zs.



KAPITEL 3

Vektorraume

1. Grundlagen

Definition 1.1 Sei (V,+) eine abelsche Gruppe und K ein Korper. V' heifit K -Vektorraum,
wenn es eine Abbildung
KxV —YV, (kv)—k-v
gibt, so daf fiir alle k,l € K; v,w €V qilt:
i)(k-)-v="Fk-(l-v).
i) (k+1)-v=k-v+1l-v.
i) k-(v+w)=k-v+k-w.
w)1l-v=wu.

Bemerkung.

1. Die Addition in V' und die Addition in K werden mit “+" bezeichnet. Entsprechendes
gilt fiir die Multiplikation und ”-”. Oft schreibt man kv statt k-v fiir k € K und v € V.

2. Die Elemente eines Vektorraumes heien Vektoren. Ubliche Notationen fiir Vektoren
sind ¢ und v.

3. Das neutrale Element in (V,+) heifit Nullvektor und wird mit O bezeichnet.

4. K heiit Skalarenkorper, die Elemente von K heiflen Skalare.

5. V heift reeller (komplexer) Vektorraum, falls K =R (K = C).
Beispiel. In den folgenden Beispielen ist K ein Korper mit der Addition "4” und der
Multiplikation ”-".

1. Der Koérper K selbst ist ein K-Vektorraum beziiglich der Verkniipfungen in K.
R und C sind Q-Vektorraume mit der iiblichen Addition und Multiplikation.
C ist ein reeller Vektorraum.
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2. Die Menge V = K" = K x K x ... x K der n-Tupel ist beziiglich der Verkniipfung

T (K k) (L) = (R R+ )
eine abelsche Gruppe. Wird die Multiplikation mit Skalaren definiert durch
Ik (ke k) = (kR k- Ky,
dann ist V' ein K-Vektorraum.

3. Sei [a,b] C R ein Intervall und F :={f | f : [a,b] — R}.
Fir f,g € F, k € R definiert man

fH+g:la,b)] — R, = — f(z)+g(xr) und
k-f:la,) — R, z —k-f(z).

Beziiglich dieser Verkniipfungen ist F ein reeller Vektorraum.

Einfache Eigenschaften. Ist V' ein K-Vektorraum, dann gilt fiir alle v € V  k € K:
1.0-v=0.
2.k-O0=0.
3. k-v=0 = (k=0 V v=20,).
4. (1) -v=—v.

Definition 1.2 Ist V' ein K-Vektorraum und U C V| dann heifst U Unterraum von V,
wenn U beziiglich der fiir V' definierten Addition und Multiplikation ein K -Vektorraum ist,
geschrieben U C| V.

Satz 1.3 Sei V' ein K-Vektorraum und U C V. Genau dann ist U ein Unterraum von V,
wenn gilt

i) U#0D .
i) YuyveU : u+vel.
iii) Vvu e UVk € K @ k-u e U.

Beweis. ” =": Ergibt sich direkt aus Definition 1.2.

" <": Zunichst wird gezeigt, dafl aus i) - iii) folgt, dal (U, +) eine abelsche Gruppe ist.
Die Assoziativitat und Kommutativitat von "+" gelten, da (V, +) eine abelsche Gruppe ist.
Mit iii) gilt (—1)-u = —u € U fiir alle u € U. Mit u sind also auch —u und u+(—u) = O € U,
das heiit, U besitzt ein neutrales Element und jedes v € U ist invertierbar. Da U mit iii)
abgeschlossen ist beziiglich der Skalarenmultiplikation und die restlichen Axiome sich direkt

von V' auf U iibertragen, folgt die Behauptung.
O
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Beispiel.

1. Jeder K-Vektorraum V hat die trivialen Unterrdume {O} und V. Man nennt {O}
auch den Nullraum von V. Fiir jedes v € V ist weiterhin K -v:={k-v | k € K} ein
Unterraum von V', denn

)lveK-v = K-v#0.
i) k-v,lrveK-v = k-v+l-v=(k+I)-veK- .
i) ke K, l-veK-v = k-(l-v)=(k-1)-veK-v.

Mit dieser Bezeichnung gilt {O} = K - O.

2. Fir n € Ny sei C"([a,b]) :={f : [a,0] — R | f ist n-mal stetig differenzierbar}.
Dann gilt
([t <l .. €] C(a,b]) <] O, € .

3. Sei Pol([a,b]) die Menge aller Polynomabbildungen f : [a,b] — R, das heifit, jedes
f € Pol([a, b]) 148t sich in der Form

f(l‘) :an'rn"i_an—lxn_l+‘-.+(I1I+(l0, a; ER, n € Ny
darstellen. Dann gilt

Pol([a,8]) <l ... <l C"([a,b]) <l ... <] C%(a,b]) I F.

Korollar 1.4 Sei V' ein K-Vektorraum, I eine Indexmenge und U; C|V fir alle i € I.
Dann gilt auch (,.; U; C| V.

icl
Beweis. Es wird gezeigt, dafl sich die Eigenschaften i)-iii) aus Satz 1.3 von den einzelnen
Unterrdumen U; auf deren Schnittmenge iibertragen.

Da fiir alle 7 € I die Mengen U; Unterrdume von V sind, ist O € U, fiir alle ¢ € I und damit
auch O € (,.; U; # 0. Die Eigenschaft i) ist damit erfiillt.

Seien nun u,v € (;; Ui, also u,v € U, fiir alle i € I. Dann gilt k-« € U; und v +v € U, fiir
alle k € K und alle ¢ € I, also auch k- u, u+v € (,.; U;. Die Eigenschaften ii) und iii) sind
also auch erfiillt.

O

Definition 1.5 Ist V' ein K-Vektorraum sowie n € N, vy, ..., v, € V und ky,...,k, € K,
dann heifst kv, + ... + k,v, Linearkombination der Vektoren vy, ...,v,. Ist M C V nicht
leer, so heifst v € V' Linearkombination von M, wenn v eine Linearkombination endlich
vieler vy, ..., v, € M ist.

Korollar 1.6 Sei V' ein K-Vektorraum, M C V und M # (. Dann ist die Menge aller
Linearkombinationen von M ein Unterraum von V, der M umfafst.
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Beispiel.

1. Sei K ein Kérper und V = K?2. Ist M = {(1,0),(0,1)}, so 148t sich jedes v € V als
Linearkombination von M darstellen:

v = (v1,v2) =v1-(1,0) +vg - (0,1).

2. Sei V' = Pol([a, b]) wie in Beispiel 3 nach Satz 1.3 definiert. Fiir ¢ € Ny bezeichne
pi : [a,b] = R, x> 2

das Monom i-ten Grades, z.B. pg : [a,b] = R, z+ 1 und p; : [a,b] = R, z — =z.
Ist M :={po,p1,...} ={pi | i € No}, dann gilt:
Jedes Polynom f € Pol([a, b]) ist eine Linearkombination von M, denn

f(ZU) = anxn + Clnfll’nil +...+ax+ ag
laB3t sich darstellen in der Form

f = ApPn + Qpn—1Pp—1 + ... + a1p1 + aopPo-

Definition 1.7 V' sei ein K-Vektorraum und M C V. Dann bezeichnet [M]| den Durch-
schnitt aller Unterrdume von V', die M enthalten.

Bemerkung.
1. Mit Korollar 1.4 gilt [M] C| V.
2. Ist speziell M = {wy,...,v,}, dann schreibt man auch [vy, ..., v,] statt [M].

3. [M] ist der kleinste Unterraum von V', der M umfaft, z.B. [)] = {O}.

Satz 1.8 V sei ein K-Vektorraum, M C V und M # 0. Dann ist [M] die Menge aller
Linearkombinationen von M.

Beweis. " O": [M] enthélt nach Definition 1.7 jede Linearkombination von M.
" C": Die Menge aller Linearkombinationen von M ist ein Unterraum von V', der M umfafit,
und [M] ist der kleinste Unterraum mit dieser Eigenschaft (Bemerkung 3 vor Satz 1.8).

|

Definition 1.9 Sei V ein K-Vektorraum und M C V.

i) V' wird von M erzeugt (aufgespannt) <=V = [M].
M heifit dann Erzeugendensystem von V.
it) V' heifit endlich erzeugt <=V hat ein endliches Erzeugendensystem.
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Beispiel. Sei V' = K™ und seien n Vektoren aus V' gegeben durch
er :=(1,0,...,0), e2 :=(0,1,0,...,0),..., €, :=(0,...,0,1).

Dann wird V von M := {ey,...,e,} erzeugt, denn ein beliebiger Vektor v € V 148t sich
darstellen in der Form

v=1(ay,...,a,) = (a1,0,...,0)4+(0,a2,0,...,0)+...+(0,...,0,a,)
= a1e1 + ...+ aye,,

also als Linearkombination von M. Mit Satz 1.8 folgt damit V' C [M] und wegen [M] C V
gilt V' = [M]. Da M endlich ist, ist V' endlich erzeugt.

Definition 1.10 Se: V' ein K-Vektorraum und seien Uy, ..., U, Unterrdume von V. Dann
heifst Uy + ...+ Uy :={us + ... +u, |u; € U;, i = 1,...,n} Summenraum von Uy, ..., U,.

Bemerkung.
1. Uy+...+U, ¢V

Beispiel. V sei ein K-Vektorraum und {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem von V. Dann
gilt
V = {k1v1+...—|—knvn ’ k; GK,izl,...,n}

= {u+...tu, |y, € K-v,i=1,...,n}
= K-vyy+...+K-u,.
Ist konkret V' = K™ und sind eq,...,e, wie im Beispiel zu Definition 1.9, dann ist

K'=K-eg+ ...+ K -e,. Jedes v € K" lafit sich sogar eindeutig als Linearkombinati-
on von eq,...,e, schreiben. Insbesondere gilt

O:k1€1+...+kn€n:(kl,...,kn) — ]ﬁ::kn:()

Definition 1.11 Se: V ein K-Vektorraum und v, ... ,v, € V. Die Vektoren vy,...,v, hei-
fen linear unabhdngig, wenn gilt:

Vkl,...,kneKi(O:kl’l)l—l—...—'—knvn — Kk ::anO)
Anderenfalls heiflen vy, ..., v, linear abhdngig.
Beispiel. Sei V = R?,

1. Wir betrachten die Vektoren v; = (2,1,0), vo = (0,1,3), v3 = (0,0,2). Um die
Bedingung fiir lineare Unabhéngigkeit zu iiberpriifen, schreiben wir den Nullvektor als
Linearkombination dieser drei Vektoren.

O - (0,0,0) - kl . (2,1,0) +k2 . (O,1,3) +k3 . (0,0,2> - (2k1,k1 +k2,3]€2—|—2k3)

Es folgt
2ky = k1 + ko = 3ka +2k3 =0,

also k1 = ko = k3 = 0. Damit ist gezeigt, dafl vy, v9 und w3 linear unabhéngig sind.
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2. Die Vektoren v; = (1,1,2), vy = (2,3,—1), v3 = (—1,—2,3) sind linear abhéngig,
denn
(-1)-vy+ve+vy=(-142-1,-14+3-2,-2-1+3)=0,

das heif3t, der Nullvektor 148t sich nichttrivial als Linearkombination von v, vy und vs
darstellen.

Definition 1.12 Se: V' ein K-Vektorraum und M C V. Dann heifit M linear unabhdingig,
wenn je endlich viele verschiedene Vektoren aus M linear unabhdngig sind. Anderenfalls
heifst M linear abhdngig.

Beispiel.
1. 0 ist linear unabhingig.

2. Sei K = Q und V = R; wir betrachten also den Vektorraum R iiber dem Korper Q.
Behauptung: M = {1,7,7%,...} = {n" | i € Ny} ist linear unabhiingig.
Seien n € N, ky,....k, € Q,11,...,1, € Ng, so da

k‘nﬁin+...+k’17fi1:0, 1 < ...<l1lp.

Da 7 transzendent ist, folgt k, = ... = k; = 0. M ist also linear unabhéngig.

Bemerkung.

1. Sind vq,...,v, € V,s0 heift O = ky-v1+...+k, - v, triviale Darstellung von O durch
V1, ...,U, genau dann, wenn k; = ... = k, = 0. Mit dieser Bezeichnung gilt also:
vy, ...,v, sind genau dann linear unabhéngig, wenn sich O durch vy, ..., v, nur trivial
darstellen 1a83t.

2. Sind die Vektoren vy,...,v, € V linear unabhéngig, so gilt v; # O fir : = 1,...,n,
denn wére z.B. v; = O, dann wére durch

O'U1+...+O'UZ',1+1‘Ui+0‘?]i+1—|—...+0"l]n:O
eine nichttriviale Darstellung von O gegeben.

3. Sind vy, ..., v, linear unabhéngig, so sind sie auch verschieden.

Satz 1.13 SeiV ein K-Vektorraum, M CV und M # (). Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

i) M ist linear unabhingig.
ii) Jedes v € [M)] lafst sich eindeutig als Linearkombination von M schreiben.

iii) Fir allev e M gilt v ¢ [M \ {v}].
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Beweis. i)=-ii): Wir beweisen die Behauptung durch Kontraposition. Sei v € [M] und die
Darstellung von v als Linearkombination von M nicht eindeutig. Dann gibt es k1, ..., k, € K
und [y, ...,l, € K, mit k; # [; fiir mindestens ein i € {1,...,n}, so dafl

v=k -vn+...+k,cv,=l-v1+...+1,-v,.
Dabei sind vy, ...,v, € M verschieden. Es ergibt sich
O:(kl—ll)U1++<kn—ln>Un

Wegen k; — [; # 0 fiir mindestens ein ¢, ist dieses eine nichttriviale Darstellung von O, d.h.,
V1, ..., 0, sind linear abhéngig.

ii)=iii): Wir beweisen die Behauptung durch Kontraposition. Sei v € M und v € [M \ {v}].
1. Fall: M\ {v} = 0. Dann ist v = O, da [] = {O}. Fiir v lassen sich nun verschiedene
Darstellungen als Linearkombination von M angeben: v =1-v=0-v.

2. Fall: M\ {v} # (). Wegen Satz 1.8 gibt es vq,...,v, € M \ {v} und ky,...,k, € K mit

'U:kl"l)l—i-...—l—kn'?)n.

Mit v = 1 - v erhélt man also zwei Darstellungen von v als Linearkombination von M.
iii)=-1): Auch diesen Beweis fithren wir durch Kontraposition. Ist M linear abhéngig, dann
gibt es verschiedene vy,...,v, € M und ky,...,k, € K, nicht alle Null, mit

O:kl-v1+...+kn-vn.
Sei 0.B.d.A. k; # 0. Dann folgt
—kivr = keva 4+ ...+ k,v,, also

v = —@'Ug—...—ﬁ'UnE[M\{'Ul}].

Definition 1.14 Ist V ein K-Vektorraum und B C V eine Teilmenge von V', so heifit B
Basis von V', wenn V' durch B erzeugt wird und B linear unabhdingig ist.

Beispiel.

1. Sei V.= K" und B = {ey,...,e,} mit ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an der
i-ten Position steht. Dann ist B eine Basis von V' und heifit kanonische Basis von K™.

2. () ist eine Basis von {O}.

Satz 1.15 Ist V ein K-Vektorraum und B C V', so sind die folgenden Aussagen dquivalent.
i) B ist eine Basis von V.
ii) B ist eine minimale Teilmenge von V', die V' erzeugt.

iii) B ist eine mazimale linear unabhingige Teilmenge von V.
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Beweis. Ist V = {0}, dann sind i), ii), iii) jeweils dquivalent zu B = (). Sei also V' # {O}.
i)=i): Ist B eine Basis von V, dann wird V' nach Definition von B erzeugt. Es bleibt zu
zeigen, dafl B mit dieser Figenschaft minimal ist. Wir nehmen an, es gibe M C B mit
[M] = V. Dann existiert v € B\ M, und es gilt v € V = [M] C [B\ {v}]. Mit Satz 1.13
folgt, dal B nicht linear unabhéngig ist, und damit ein Widerspruch zu i).
ii)=-iii): Da V # {O}, folgt B # (). Wir zeigen zunéchst die lineare Unabhéngigkeit von B
mittels eines Widerspruchsbeweises.
Annahme: B ist nicht linear unabhéngig. Dann existiert v € B, so dafl v € [B\ {v}], also
[B\ {v}] = [B] =V (vgl. Aufgabe 3.8). Somit ist B als Erzeugendensystem nicht minimal,
was ein Widerspruch zu ii) ist.
Es bleibt zu zeigen, daf3 B eine maximale linear unabhéngige Menge ist. Sei v € V'\ B. Dann
folgt v € [B] wegen ii) und mit Satz 1.13 die lineare Abhéngigkeit von B U {v}.
iii)=-1): Da B nach Voraussetzung linear unabhingig ist, bleibt nach Definition 1.14 nur
[B] =V zu zeigen. Sei v € V. Gilt v € B, dann folgt v € [B] trivial. Sei also v ¢ B. Dann
ist wegen iii) die Menge B U {v} linear abhéngig, also v € [B] (vgl. Aufgabe 3.8).

O

Satz 1.16 Ist V ein K-Vektorraum und V = [vy,...,v,] mit vy,...,v, €V, dann existiert
eine Basis B von V- mit B C {vy,...,v,}.

Beweis. Die Potenzmenge p({vi,...,v,}) ist endlich. Also gibt es B € p({vi,...,v,})
minimal mit der Eigenschaft [B] = V. Wegen Satz 1.15 folgt, daB8 B eine Basis ist.
O

Bemerkung. Mit Hilfe transfiniter Methoden der Mengenlehre kann gezeigt werden, dafl
jede linear unabhingige Menge eines Vektorraums zu einer Basis erweitert werden kann.
Jeder Vektorraum hat damit eine Basis.

Satz 1.17 Sei V' ein K-Vektorraum und {vy,...,v,} eine Basis von V. Dann ist firu €V
mit
u:kl'U1+...+l€n'Un, kl,...,k}REK (1)

und k; # 0 auch

{Uh cey Vi1, Uy Vg1, - - - avn}
eine Basis von V.

Beweis. Sei in der Darstellung (1) 0.B.d.A. k; # 0. Dann gilt

ki-vy, = u—ky-vgo—...—k,-v,, also
1 ko ky,
VvV = —U——Vy—...— — Uy
! k1 ki k1

Damit gilt vy € [u,v,...,v,], und wegen Aufgabe 3.8 folgt

[w, va, ..., v,] = [u,v1, ..., 0] = V.



30

Es bleibt die lineare Unabhéngigkeit von {u, vy, ..., v,} zu zeigen. Nach Voraussetzung sind
Vg, ..., U, linear unabhingig.
Widerspruchsannahme: u, v, ..., v, sind linear abhéngig. Dann gilt u € [vs,...,v,] und
damit [vg,...,v,] = [u,vq,...,v,] = V (vgl. Aufgabe 3.8). Das ist ein Widerspruch, da
{v1,...,v,} nach Voraussetzung eine Basis und mit Satz 1.15 also ein minimales Erzeugen-
densystem von V ist.

O

Satz 1.18 (Austauschsatz von Steinitz) Sei V' ein K-Vektorraum und {v:, ... ,v,} eine
Basis von V. Sind uy,...,u, € V linear unabhdingig, so gilt m < n, und bei geeigneter
Indizierung von vy, ..., vy, ist {uy, ..., Upm, Vi1, ..., 0n} auch eine Basis von V.

Beweis. Wir beweisen den Austauschsatz durch vollsténdige Induktion nach m.
Induktionsanfang: m = 0. Nach Voraussetzung ist {vy,...,v,} eine Basis von V.
Induktionsschluf}: Seien uq, ..., Uy, U1 linear unabhéngig. Dann gilt nach Induktionsvor-
aussetzung m < n, und {uy,...,Un, Vmi1,--., U} ist bei geeigneter Indizierung eine Basis
von V. Wire m = n, dann wére {uy,...,u,} eine Basis von V' und damit eine maximale
linear unabhéngige Menge, was im Widerspruch zu der Annahme steht, dafl wuq, ..., U1
linear unabhéngig sind. Es muf} also m < n gelten, das heifit m + 1 < n. Nach Induktions-
voraussetzung kénnen wir schreiben

um+1:k:1-u1+...+km-um+km+1-vm+1+...+kn-vn.
Nehmen wir nun an, es gelte k,,+1 = ... = k, = 0. Dann wére durch
(’)zk’l-ul—i—...—}—km-um—umH

eine nichttriviale Darstellung von O gegeben, was im Widerspruch zur geforderten linearen
Unabhéngigkeit dieser Vektoren steht. Wir kénnen also 0.B.d.A. k11 # 0 annehmen. Dann
folgt mit Satz 1.17, daB {uy, ..., Um, Umi1, Vmio, - - -, Uy} eine Basis von V' ist.

O

Korollar 1.19 Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt genau eine der beiden folgenden Aus-
sagen.

i) Jede Basis von V' hat unendlich viele Elemente.
it) Es gibt ein n € Ny, so daf§ jede Basis von V' genau n Elemente hat.

Beweis. Wir nehmen an, i) gelte nicht. Dann besitzt V' eine Basis B mit n := |B| < oo. Fiir
jede weitere Basis B’ von V folgt mit Satz 1.18 sowohl |B’| < |B| als auch |B| < |B'|.
O

Definition 1.20 V' sei ein K-Vektorraum. Hat V eine endliche Basis B, so heifft
n := |B| < oo Dimension von V', geschrieben dimyx V' = n. Anderenfalls hat V die Di-
mension 0o, geschrieben dimg V' = oo.
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Bemerkung.
1. Wegen Korollar 1.19 ist der Begriff Dimension wohldefiniert.

2. V ist endlich erzeugt genau dann, wenn dimg V' < oo.

Beispiel.
1. dimg{O0} =0; dimg K" =n.
2. dimg C = 2, denn {1,4} ist eine Basis von C iiber R.

3. dimg R = oo.

Korollar 1.21 Sei V ein K-Vektorraum mit dimg V = n < oo.

i) Ist M CV linear unabhdingig, so ist M genau dann eine Basis von V', wenn |M| = n.

ii) Ist U ein Unterraum von V, dann gilt dimg U < dimg V und U =V genau dann,
wenn dimyg U = dimg V.

Beweis.

i) " =": Gilt wegen Korollar 1.19 und der Definition von dimg V.
" «<": Ergénzt man M zu einer Basis B, so ist M C B. Da aber n = |M| < |B| = n,
folgt M = B.

ii) Sei B eine Basis von U. Dann folgt mit Satz 1.18 aus der linearen Unabhéngigkeit von
B, dafl |B| < n. Also gilt dimg U < dimg V. Weiterhin ist dimyx U = dimg V' genau
dann, wenn |B| = n. Das ist nach i) dquivalent dazu, dafi B eine Basis auch von V ist,
also U =V.

Satz 1.22 (Dimensionssatz) Sei W ein K-Vektorraum und seien U,V Unterrdume von
W mit dimg U, dimg V' < oo. Dann gilt

Beweis. Gilt U = {O} oder V' = {O}, so folgt die Behauptung offensichtlich. Sei also
U,V # {O}. Wir bezeichnen mit {wy,...,w,} eine Basis von U NV, die wegen Satz 1.18
zu einer Basis {wy,...,w,,v1,...,v5} von V und zu einer Basis {wy, ..., w,,u1,...,u;} von
U ergénzt werden kann, und wollen zeigen, dafl dann B = {wy, ..., w,, v1,..., Vs, U1, ..., U}
eine Basis von U 4+ V ist. Sei u +v € U + V, wobei u als Linearkombination der Vektoren
Wi, ..., Wy, U,...,u und v entsprechend als Linearkombination von wq,...,w,,vq,...,vs
dargestellt werden kann. Also ist w + v € [B]. Es bleibt zu zeigen, dafi B linear unabhingig
ist. Seien hierfir ay, ..., ., B, .., Bs; V1, - .-,V € K, so daf3

o wyF ot w G v+ B vs Ty ur oy u =0, also
aprwr .ot w G+ v == U — o — Yy €UNV L (2)
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Es gibt o¢,...,0, € K mit

—Y1 UL — . — Y U =01 Wy ...+ 0w, also

O=~ym-u+... 4% wt+o-wi+...+0, w,.

Da die Vektoren uyq,...,w, eine Basis von U bilden, sind sie linear unabhéngig, und damit
folgt
Nn=...=yw=0,=...=0,=0.
Da auch die Vektoren wy, ..., v, linear unabhéngig sind, folgt mit (2)
aop=...=q, =0 =...=3,=0.

Insgesamt ergibt sich also
dimg U+dimg V=(r+t)+(r+s)=r+s+t)+r=dimg(U+V)+dimg(UNV).

d

2. Lineare Gleichungssysteme

Ist K ein Korper, dann heifit

aj1ry + ... + A1nTy = bl

(3)

amiT1 + ... + GunTn = by

mit a;j,b; € K lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und n Unbekannten.
Gesucht ist die Losungsmenge

L:={(z1,...,2,) € K" | 2q,...,2, l6sen (3)}.

(3) heift homogenes LGS, falls by = ... = b, = 0.

Beispiel.
1. In dem Gleichungssystem
ry = 0
rT =

ist die Zahl der Gleichungen m = 2 und die Zahl der Unbekannten n = 1. Die Losungs-
menge ist gegeben durch IL = J; das LGS ist also nicht 1ésbar.

2. Betrachten wir
I = 1

als LGS mit n = 1 und m = 1, so ist die Losungsmenge L. = {1}; das System ist
eindeutig l6sbar.
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3. In dem LGS
T+ 29 = 0

ist n = 2, m = 1 und die Losungsmenge . = {(k,—k) | & € K}. Dieses lineare
Gleichungssystem ist also losbar, aber nicht eindeutig.

Formale Schreibweise. Ein lineares Gleichungssystem kann formal durch eine Matrixglei-
chung beschrieben werden. Die Koeffizienten des LGS bilden dabei eine (m,n)-Matrix

| Spalten |

al ... Qin —
A=\ : : Zeilen

Ui - Gmn —

die man Koeffizientenmatrix des LGS nennt. Die Menge aller (m,n)-Matrizen iiber K be-
zeichnet man mit K, ,. Es gilt also A € K, ,,. Die Matrix

ay; ... Qip bl
Aerw =

Am1 - QAmn bm
heifit erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS. Im folgenden sei

0 ... 0
Azl ]
0 ... 0

die Koeffizientenmatrix ist also nicht die Nullmatrix.

Definiert man

a1 ... Qip €1 a1+ ... FaiT,

Am1 -+ Gmn T, U121+ ... +F0mnTn
und fiithrt man die formale Bezeichnung

x
t

(.flfl, N ,Z’n) =
Ln
ein, so kann man das allgemeine lineare Gleichungssystem (3) in der Form
Azt =1 (4)

schreiben. Man bezeichnet (4) oft auch als inhomogenes LGS und

Aot =0 (5)



34

als zugehoriges homogenes LGS. Die Losungsmenge des inhomogenen LGS ist dann
L={zeK"|A-2'=V},
die des homogenen ist gegeben durch

Ly={zecK"|A 2t =0,

Beispiel. Fiir das LGS

2[L‘1+3!L‘2+1’3 = 5

219 + a1

mit n = 3 und m = 2 ist die Koeffizientenmatrix gegeben durch
2 31
A= ( 1 20 )
und die Inhomogenitét durch b = (5, 7). Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist damit
2 3 1|5
Acrw = ( 1 2 017 ) '

Das LGS hat also in der Matrixschreibweise die Form

231\ () (5
120 2=l )
T3

und das zugehorige homogene LGS ist gegeben durch

231\ () (o
120 2=\ )
X3

Satz 2.1 Ist A € K, eine (m,n)-Matriz und A - z' = O' ein homogenes LGS, dann ist
L={ze K" | Azt =0" ein Unterraum von K".

Beweis. Wir beweisen Satz 2.1, indem wir fiir L die Eigenschaften i)-iii) aus Satz 1.3 nach-
priifen. Fiir Losungen des linearen Gleichungssystems muf fiir alle ¢ = 1, ..., m gelten

n
E Q35 = 0.
j=1
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i) L ist nicht leer, da der Nullvektor die Gleichungen 16st. Es ist also (0,...,0) € L.

ii) Sind z = (z1,...,2,), ¥y = (Y1, .-, Yn) € L, dann folgt fiir allei =1,...,m

> air; =) ayy; =0, also Y aylz;+y;) =0,
j=1 j=1 J=1

d.h. x + y € L. Damit ist I abgeschlossen beziiglich der Addition.

iii) Ist = (z1,...,2,) € L und k € K, dann folgt fir allet =1,...,m

Zaij(k-xj) = k'Zaijxj = kO = O,
i=1 j=1

d.h. k-z € L. Damit ist I auch beziiglich der Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen.
O

Bemerkung. Zur Beschreibung von IL braucht man somit nur eine Basis von L.

Satz 2.2 Ist A € K, und A -zt =" ein LGS, dann gilt fir jedes y € L
L=y+L,={y+z|zel,}.

Beweis. Seien z,y,z € K" mit © = (21,...,2,), ¥y = WY1, --,Yp) und z = (21,..., 2,).
" D" Gilt y € L und z € Ly, dann folgt fir allei =1,...,m

Z%’(yj +15) = Zaijyj + Zaijxj =b;+0=0b;

J=1 J=1 J=1

und damit y + x € L.
"C" Gilt z € Lund y € L, so folgt fir allei =1,...,m

Doz —y) =Y ayz— Y ayy; =bi—b =0
j=1 j=1 j=1
und damit z —y € L;,. Es ergibt sich also fiir ein beliebiges Element 2z von LL die Darstellung

z=y+(z—y) €y+Ly

Bemerkung. Man sagt, dal die Gesamtlosung eines LGS eine spezielle Losung des LGS
plus der Gesamtlosung des zugehorigen homogenen Systems ist.



36

Die Eliminationsmethode zur Lésung eines LGS.
Sei die erweiterte Koeffizientenmatrix

ayp ... Qip bl
Aerw =
am1 --- Amn bm

gegeben. Dann kénnen die folgenden elementaren Umformungen zur Berechnung der Losungs-
menge durchgefiithrt werden.

Elementare Umformungen:

1. Vertauschen von Zeilen.

2. Vertauschen der ersten n Spalten. (Diese Umformung fiihrt zu einer Umnumerierung
der Unbekannten!)

3. Addieren/Subtrahieren einer Zeile zu/von einer anderen.

4. Multiplizieren einer Zeile mit einem k € K\{0}.

Jede Losung des urspriinglichen Systems ist auch Losung des neuen Systems, das durch
eine elementare Umformung aus dem alten entstanden ist. Da jede elementare Umformung
durch eine Umformung vom selben Typ riickgidngig gemacht werden kann, verdndert sich
die Losungsmenge durch elementare Umformungen nicht. Anstelle des urspriinglichen LGS
geniigt es, das umgeformte LGS zu 16sen.

Losungsprinzip. Man {iberlegt sich leicht, dal man nach einer endlichen Anzahl von ele-
mentaren Umformungen ein LGS mit der folgenden erweiterten Matrix erhalten kann:

1 0 0 Cl(rJrl) ... Cip bll
0 1 0 cpt1) -0 C2n :
r . . . .
1 . '
Aerw = 0 0 Frir+) e /bfr ’ (6)
0 0 0 0 | b,
0 0 0 0 :
0 0 0 0o | b

Eine Koeffizientenmatrix, die diese spezielle Form hat, bezeichnet man als Koeffizientenma-
trix in Normalform.

Beispiel. Die erweiterte Koeffizientenmatrix sei gegeben durch

010 1|1
A= 111 12
11101
Vertauschen der ersten beiden Zeilen ((Z1) < (Z2)):
11 1 1|2
01 0 1]1
11101
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Subtrahieren der ersten Zeile von der dritten ((Z3) — (Z1)):

111 1] 2
010 1|1
000 —-1|-1
1 01 1

010 1
000 —-1|-1

Subtrahieren der zweiten Zeile von der ersten ((Z1) — (Z22)):
0
1

01 1

Multiplizieren der dritten Zeile mit —1 ((—1) - (£3)):

o O =
S = O
_ o O
o O =
_ O =

Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist nun in Normalform. Die Losungsmenge setzt sich
zusammen aus einer speziellen Lésung des inhomogenen Gleichungssystems und der allge-
meinen Losung des homogenen LGS. Das homogene LGS ist demnach durch

r1+x4 = 0 (7)

gegeben und hat die allgemeine Losungsmenge L, = {k(1, 0, 0, —1) | £ € K}. Der Vektor
(1, 0, 1, 0) ist eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungssystems. Um die richtige
Losungsmenge zu erhalten, mufl nun noch die dritte Umformung ((S3) < (S4)) riickgéngig
gemacht werden. Damit ergibt sich als Losungsmenge

L={(1,0,01)+k(1,0, —1,0) | ke K}.

Wir kommen zuriick auf das allgemeine lineare Gleichungssystem mit der Normalform (6).
Offenbar ist die Losungsmenge genau dann nicht leer, wenn b, = ... = b, = 0. Um
Losungsvektoren fiir dieses allgemeine System in Normalform zu bekommen, betrachten wir
die Vektoren vy,...,v,_, € K", die gegeben sind durch

V; ‘= (Cl(T+i)7"'7CT(T+i)707"‘707_1707"'70)7 1§l§n—r, (10)

wobei in v; die —1 an der (r + i)—ten Stelle steht.
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Lemma 2.3 Ist die erweiterte Koeffizientenmatriz eines LGS in der Normalform (6) gege-
ben und sind vy, ..., v,_, € K™ wie in (10), dann bilden vy, ..., v,_, eine Basis des Lisungs-
raumes Ly, des zugehérigen homogenen LGS.

Beweis. Die Vektoren vy, ...,v,_, sind nach Konstruktion linear unabhéngig. Zu zeigen ist
also Ly, = [vy,...,v,_,]. Zunédchst tiberpriift man leicht durch Einsetzen, da8l vy,...,v,_,
tatsiachlich Losungen des homogenen LGS sind, d.h. [vy, ..., v,_.] € L. Um die umgekehrte
Inklusion zu beweisen sei x € IL;,. Dann gibt es Ay,..., \,_, € K mit

33'+)\1?)1—|—...—|—)\n,7«?)n,r:(kl,...,kr,07...,0)€Lh

(setze \; = x,.;). Multipliziert man die Koeffizientenmatrix mit (ki,...,%,,0,...,0) € Ly,
so folgt k1 = ... =k, = 0, und wir erhalten

T+ Mo+ .o+ AU = O,

d.h., z ist eine Linearkombination von vy, ..., v,_,.

Fir L # 0, also b, = ... = b, = 0, ist (b),...,,0,...,0) eine spezielle Losung des
inhomogenen LGS, und damit folgt

L={,...,0,0,....0) + M1+ ... + Aoppr | A1y, N € K} (11)

Y Yr

Beispiel. Die erweiterte Koeffizientenmatrix sei gegeben durch

1 1 3 110
2 -1 0 5 |-3
1 -2 =3 4 |-3 |’
0 1 2 -—-1|1

und sie soll mit Hilfe elementarer Umformungen auf Normalform gebracht werden.
(Z2) —2-(Z1) und (Z3) — (Z1):

1 1 3 110
0 -3 -6 3 |3
0 -3 -6 3 |3
0 1 2 -—-1|1

(Z3) — (Z2) und (Z4) + 5 - (22), dann (—3) - (Z2):

113 110
012 —-1]1
000 010
000 010
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(Z1) — (22):
1 01 2 |-1
01 2 —-1|1
000 00
000 00

Dieses LGS ist also losbar, und nach Formel (11) gilt fiir die Losungsmenge
L={(-1,1,0,0)+ A1 - (1,2,—=1,0) + Ao - (2,—1,0,—1) | \;, .o € K} .

Definition 2.4 Ist A € K,, ,,, so heiffen die Vektoren des K", die durch die einzelnen Zeilen
von A gegeben sind, Zeilenvektoren von A. Der Zeilenraum von A ist der Unterraum des K™,
der von den Zeilenvektoren von A aufgespannt wird. Die Dimension des Zeilenraumes von A
ist die Mazimalzahl linear unabhingiger Zeilenvektoren von A und heifit (Zeilen-)Rang der
Matriz A, geschrieben RgA.

Bemerkung.

1. Entsprechend definiert man den Spaltenrang als Maximalzahl linear unabhéngiger
Spaltenvektoren. Wir zeigen spéter, dafl Zeilenrang und Spaltenrang gleich sind.

2. Entsteht die Matrix B aus der Matrix A durch elementare Umformungen, so iiberpriift
man leicht, dal RgA = RgB gilt.

Satz 2.5 Gegeben sind A € K,,,, und b € K™ sowie das LGS
Azt =1 (12)
i) Das LGS (12) ist genau dann lésbar, wenn RgA = RgAerw.
i) Ist (12) losbar, so gilt dimg L, =n — RgA.
iii) Ist (12) losbar, so existiert genau dann eine eindeutige Losung, wenn RgA = n.

Beweis. Wegen der vorangegangenen Uberlegungen kann man annehmen, daB die erweiterte
Koeffizientenmatrix des LGS Normalform hat:

RgA n—RgA
——t—— —- —
10 ...0 b
1 ...0 N :
00 ... 1 W
00 ...0 0 ...0 ¥,
00 ...0 0 ...0/ b

Hieran lassen sich aber die Behauptungen des Satzes direkt ablesen.
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3. Aufgaben

A 3.1 Gegeben sind die Teilmengen
Ur=A(z,y,2) |z +y =z}, U ={(z,y,2) | zy = 0},

Us={(z,y,2) |2 =0}, Uy ={(z,y,2) | 2 # 0}
des Z32. Welche U; sind Unterrdume des Z3?

A 3.2 Essei {U; |i € I},I+# 0, eine Familie von Unterrdumen eines Vektorraumes V' mit

folgender Eigenschaft:
Vi,jel kel :U;,U; CU.

U= JUu

i€l

Zeigen Sie, dafl dann auch

ein Unterraum von V ist.

A 3.3 Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Sind Uy, ..., U, Unterrdume von V'
mit V = Uy + ...+ U,, so heiBt die Summe direkt (geschrieben V =U; & ... & U, ), wenn

sich jedes v € V' eindeutig als Linearkombination v = uy + ... 4+u, mit u; € U;,i1=1,...,n
darstellen 1a83t. Zeigen Sie, daB fiir von O verschiedene Vektoren vy, ..., v,, die V aufspannen,
folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) vy, ..., v, sind linear unabhéngig tiber K.

i) V=Kuvu®... &Ko,

A 3.4 Zeigen Sie fiir Unterrdume Uy, . .., U, eines Vektorraumes V' die Aquivalenz folgender
Aussagen:

HV=Ua®...0U,.

i) V=U+..4U0, ud UNU+...+ U1 +Upi1+...+U,) ={O} fir k=1,...,n.

A 3.5 Es sei V' ein Vektorraum mit der Basis {vy,...,v,} iiber einem Koérper K mit
X(K) # 2. Fiir welche n bilden die Vektoren u; = vy + vo,uy = vy + v, ..., Uy, = v, + V3
ebenfalls eine Basis von V7 Was gilt, wenn y(K) = 2 ist?

A 3.6 Berechnen Sie in Abhéngigkeit von @ € R die Dimension des von den Vektoren
v1, V9, v3 mit v1 = (1,1,a), vy = (1,a,1), v3 = (a,1,1) aufgespannten Unterraums des R3.

A 3.7 Sei U = [v1, 2, v3, v4] ein Unterraum des R* mit v; = (1, —7,1,3), vy = (=3, —4,2,6),
vy = (—2,—11,3,9), vy = (—4,3,1,3). Ermitteln Sie hieraus eine Basis von U und stellen
Sie die {ibrigen Erzeugenden von U als Linearkombination der Basisvektoren dar.

A 3.8 Es sei M C V eine Teilmenge des Vektorraums V und v € M. Zeigen Sie:
(a) Ist M \ {v} linear unabhéngig und M linear abhéngig, dann ist v € [M \ {v}].

(b) v & [M\{v}] = [M\ {v}] = [M].



41

A 3.9 Essei V ein K-Vektorraum, 1 < dimgV < oo, und U, W Unterrdume von V. Welche
Aussagen sind dquivalent?

i) V=UaW.

(iii) dimg U + dimg W > dimg V und UNW = {O}.

A 3.10 Es sei V ein K-Vektorraum und vy, ve,v3 € V mit v; # O. Es gelte

dimg[vy, ve,v3] =2 und dimg[vy, vo] = dimg|vy, vs].
Zeigen Sie [vq, v9] = [v1,v3] und berechnen Sie dimg/[vy, vo].

A 3.11 Im 4-dimensionalen Vektorraum R?* sei der Unterraum U von den Vektoren
u; = (1,0,2,0), us = (1,4,6,4), ug = (2,—2,—-1,0), uy = (3,0,3,2) und der Unterraum
V von den Vektoren v; = (0,2,2,3), vy = (—1,9,3,15), v3 = (—1,5,3,7) aufgespannt.
Berechnen Sie fiir die Unterrdume U, V,U + V und U NV jeweils die Dimension und eine
Basis.

A 3.12 Es sei T ein Vektorraum iiber R und {eq, ey, 3,4} eine Basis von T'. Ferner sei
Uy =e1 +ey, Up = €1 +e3, U3 =e3 —e1, V1 = €1+ 26y, Vg = €3+ €4, U3 = €1 — 2€4 SOWie
U = [uy,ug,us],V = [v1,v9,v3]. Berechnen Sie fiir die Unterrdume U, V,U +V und U NV
jeweils die Dimension und eine Basis.

A 3.13 Es sei n € N\ {1} sowie m = 2" — 1 und H eine (n,m)-Matrix iiber Z,, deren
Spalten paarweise verschieden und ungleich O sind. Die Menge C' = {z € ZJ' | Ha' = O'}
heifit Hammingcode, ihre Elemente Codewdrter.

(a) Berechnen Sie die Anzahl der Codewérter, d.h. | C'|.

(b) Zeigen Sie, daf sich zwei verschiedene Codewdrter an mindestens 3 Stellen unterscheiden.

A 3.14 Fiir welche a € Z;3 besitzt das lineare Gleichungssystem

ary + 2x9+2x3 = 0
Ty + To+ X3 = 0
201+ x9+axs = 0

iiber Zg nicht-triviale Losungen?

A 3.15 Gegeben ist das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem beliebigen Korper K:

Ty — 2r9 — bxry — 214 = a+1
—-r1 + 1z + 4dx3 + 3y = —2a-1
—2r1 — x9 + 6b6x3 + 314 = —a
—3x1 + 1lzs + 6x4 = —2.

(a) Bringen Sie das LGS durch elementare Umformungen auf Normalform.

(b) Zeigen Sie, daf§ das LGS im Falle K = Q fiir jedes a € Q eindeutig losbar ist.

(c) Erortern Sie die Losbarkeit des LGS fiir die Falle x(K) = 2 und x(K) = 3 und geben
Sie jeweils die Losungsmengen an.



KAPITEL 4

Lineare Abbildungen

1. Grundlagen

Definition 1.1 V und W seien K-Vektorraume. Eine Funktion ¢ :V — W heifst lineare
Abbildung (Homomorphismus), wenn fir alle v,v" € V und fir alle k € K gilt

1) (v +v) = (v) + ().

it) p(k-v) =k-o(v).
Die Menge aller linearen Abbildungen ¢ : V- — W wird mit Hom(V, W) bezeichnet.
Bemerkung. Sei ¢ € Hom(V, ).

1. Mit i) ist p(O) = (O + O) = ¢(O) + ¢(O), und damit gilt ¢(O) = O, wobei O den
Nullvektor sowohl in V' als auch in W bezeichnet.

2. Mit vollstdndiger Induktion folgt aus den Linearitdtsbedingungen i) und ii) in Defini-
tion 1.1 fiir beliebige n € N

Ok -v1+ ..ot kpov) =k -o(v) + oo+ k(o).

3. Wegen Bemerkungen 1 und 2 folgt aus der linearen Unabhéingigkeit der Vektoren
o(v1),...,0(v,) in W die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren vy, ..., v, in V:

O=kv+...+kv,=0O0=kpwv)+...+kpplv,) =0=k =... =k,

4. Ist ¢ bijektiv, so heifit ¢ Isomorphismus. Dann ist auch ¢~ : W — V ein Isomor-
phismus. Ein Isomorphismus ¢ : V' —— V heifit Automorphismus von V. Die Auto-
morphismen von V' bilden beziiglich der Komposition eine Gruppe, die mit Aut(V')
bezeichnet wird.

Beispiel. Die folgenden Abbildungen ¢ : V' — V sind Homomorphismen.
1. Die Nullabbildung, die fiir alle v € V' durch ¢(v) = O gegeben ist.
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2. Die Identitét, die fiir alle v € V' durch ¢(v) = v gegeben ist. Sie ist sogar ein Isomor-
phismus.

3. Die Multiplikation mit k£ € K, also ¢(v) = k - v fiir alle v € V. Fiir k = 0 ist ¢ dann
die Nullabbildung, fiir £ = 1 die Identitét.

Satz 1.2 V und W seien K-Vektorraume und B sei eine Basis von V. Ist jedem v € B ein
v € W zugeordnet, so gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V. — W mit o(v) =o' fir
allev € B.

Beweis. Existenz: Da B eine Basis ist, 1dt sich nach Satz 1.13 in Kapitel 3 jedes v € V
eindeutig als Linearkombination

v:kl-v1+...+kn~vn

darstellen, wobei v1,...,v, € B verschieden sind und kq,...,k, € K. Definieren wir die
Abbildung ¢ : V — V durch

o) =k -vi+ ...+ kv, (13)
so ist ¢ linear: Fiir k£ € K folgt
k-v==~kky-vi+...4+kk, v,
also
o(k-v) = kky-v)+...+kk, v,
= k(ki-vi+...+k,-v) =k ov),
und analog ergibt sich fiir alle u,v € V'
pv+u) =pv) +@(u).

Da#f fiir ¢ auch die Beziehung ¢(v) = ¢’ fiir alle Basiselemente v € B gilt, folgt direkt aus
der Darstellung v =1-v und ¢(v) =1-v ="
Eindeutigkeit: Sei ¢ € Hom(V, W) mit ¢ ( ) =’ fiir alle v € B. Dann gilt

Y(kr-vi+ .ok v,) = kioY(v) 44k 0(v)
= ky-vi ...+ kv,

d.h. ¢ = 1. O

Beispiel. Seien V' = R? mit der kanonischen Basis B = {ej, ez, e3} (vgl. Beispiel 1 nach
Definition 1.14 aus Kapitel 3) und W = R? gegeben. Wihlen wir in Analogie zu Satz 1.2

=(1,2), ey=(-1,1), e3=(-2,-1),
dann ist fiir alle (z,y, 2) € R3:

w((xaf%z)) = gO(ZEBl—{—yCQ—{—ZGg):ZL‘(1,2)+y(—1,1)+2(—2,—1):
= (x—y—2z2x+4+y—2).
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Satz 1.3 V und W seien K-Vektorraume und ¢ : V. — W eine lineare Abbildung. Dann

gilt

i) M CV = p([M]) = [p(M)].

W) US|V = oU) C[W.

iii) U C|V = dimg p(U) < dimg U.

Beweis.

i)

ii)

iii)

Ist M =0, so ist auch (M) = 0 und ¢([0]) = o({O}) = {O} = [0].

Sei also M # (). Dann existiert fiir jedes w € ¢([M]) ein v € [M] mit p(v) = w.
Wegen Satz 1.8 aus Kapitel 3 gibt es uy,...,u, € M und kq,...,k, € K, so daf
v=Fku +...+ k,u,, also

w = plky-ur+...+ky-uy)
= kr-o(ur) . A - p(un) € [p(M)].

Damit gilt ¢([M]) C [@(M)]. Ist andererseits w € [p(M)], so gibt es uy,...,u, € M
und kq, ..., k, € K mit w = kio(uy) + ... + knp(uy), dh. w = @(kiug + ... + kyuy,) €
([M]). Damit gilt auch [p(M)] € p([M]).

Ist U C|V, so gilt U = [U] . Mit i) folgt daraus ¢(U) = [p(U)] C|W.

Sind ¢(v1),...,¢(v,) (n € N) linear unabhéngig, so sind wegen Bemerkung 3 nach
Definition 1.1 auch vy, ..., v, linear unabhéngig. Gilt also dimg ¢(U) = oo, so folgt
dimg U = oo unmittelbar. Ist aber {o(u1),...,p(u,)} eine Basis von ¢(U), so kann
{uy, ..., u,} zu einer Basis von U ergénzt werden, das heifit dimy p(U) < dimg U.

O

Bemerkung. Ist ¢ : V — W linear, so ist Bildy := ¢(V') ein Unterraum von W.

Definition 1.4 V und W seien K-Vektorriume und ¢ : V. — W sei linear.
Dann heufit

Rgy := dimg Bildp

Rang von .

Satz 1.5 Sind V und W endlich dimensionale K -Vektorrdume und ist ¢ : V — W linear,
dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

i) ¢V — W ist surjektiv.

i)
iii)

Fiir jede Basis B von V' gilt [p(B)] = W.

Rgy = dimg W.
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Beweis. i)=-ii): Aus der Surjektivitit von ¢ folgt W = ¢(V). Da B eine Basis von V ist,
gilt (V) = ¢([B]) = [¢(B)] wegen Satz 1.3.
ii)=-iii): Nach Definition 1.4 ist Rgy = dimg ¢(V') = dimg ¢([B]), da B eine Basis von V'
ist. Mit Satz 1.3 folgt dimg ¢([B]) = dimg[p(B)] = dimg W.
iii)=-1): Aus dimg ¢(V) = Rgy = dimg W folgt ¢(V') = W mit Korollar 1.21 aus Kapitel 3,
also die Behauptung.

a

Satz 1.6 V und W seien K-Vektorriume und ¢ : V. — W sei linear. Ist U ein Unterraum
von W, dann st

e (U)={veV]p) eU}
ein Unterraum von V.

Beweis. Wir benutzen Satz 1.3 aus Kapitel 3.
i) Wegen p(O) = O € U folgt O € ¢~ (U), also o~ (U) # 0.

ii) Fur alle u,v € ¢ (U) gilt p(u),p(v) € U. Da U ein Unterraum von W ist, folgt
o(u+v) =p(u) + p(v) € U, also u+v € ¢ (U).

iii) Fir v € ¢ (U) und k € K gilt p(k-v) = k- p(v) € U, da ¢(v) € U, das heifit
k-vep (U).
a

Bemerkung. Insbesondere ist ¢~ ({O}) ein Unterraum von V.

Definition 1.7 Sind V und W zwei K-Vektorraume und ist o : V. — W linear, dann
heifst
Kerny := ¢~ ({0})

Kern von ¢, und
Defy := dimy Kernp

heifst Defekt von .

Satz 1.8 V und W seien K-Vektorriume und ¢ : V. — W sei linear. ¢ st genau dann
injektiv, wenn Kernp = {O}.

Beweis. "=": Nach Definition 1.7 ist Kernp = {v € V | ¢(v) = O}. Da ¢ injektiv ist, hat
O genau ein Urbild, d. h. Kernp = {O}.
"<": Seien u,v € V mit p(u) = ¢(v). Dann ist p(u —v) = p(u) — ¢(v) = O, und damit
u—v € Kernp = {0}, also u — v = O. Es folgt u = v.

O
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Beispiel.

1. Sei B = {ey, €9, e3} die kanonische Basis von R? und ¢ : R® — R? linear mit

90(61) = (17 1) ) 90<€2) = <_170)7 90<€3> = <_27 _1) .
Dann ist
o((z,y,2)) =p(x-e1+y-e+z-e3)=(r—y—2z,0—2).

Zunichst wollen wir den Kern von ¢ berechnen. Genau die Vektoren (z,y,z) € R3
werden durch ¢ auf den Nullvektor abgebildet, fiir die ¢((x,y,2)) = (0,0) gilt. Also
muf} das folgende LGS

rT—y—2z =

r—z = 0

gelost werden. Die erweiterte Koeffizientenmatrix (vergleiche Kapitel 3.2)

1 -1 -2/0
Aerw_(1 0 —10)

148t sich durch elementare Umformungen folgendermaflen vereinfachen:
1 -1 =210 1 -1 =210 -~ 1 0 —-11]0
1 0 =110 0 1 110 01 11]0)/)"
Mit Lemma 2.3 und Gleichung (11) aus Kapitel 3 ist L = {A\(=1,1,—1) | A € R}, also

Kernp = {A\(—-1,1,—1) | A € R}

und Defyp = 1. Um nun das Bild von ¢ zu berechnen geniigt es, eine Basis von ¢(R?)
zu ermitteln. Aus

©(=1,0,—1) =(1,0) und ¢(0,2,—1) =(0,1)

folgt p(R?) = R?, also Rgp = 2.

. Wir betrachten V' = C'([a,b]) = {f : [a,b] — R | f ist stetig differenzierbar} und

W = C%a,b]) = {f : [a,b] — R | f ist stetig} (vergleiche Kapitel 3, Beispiel 2 nach
Satz 1.3). Dann ist die Abbildung

p:V—W, fr—f+f
linear, denn fiir alle f,g € V und k € R gilt

of+9) = fHog+(f+9) =f+f+g9+d=v(f)+¢(g) und
ok-f) = k-f+k-f) =k-fH+k-f'=k-(f+f)=Fk-o(f).

Zunéchst ermitteln wir den Kern von ¢. Er besteht aus denjenigen Elementen f von V|
fiir die (f) die Nullabbildung ist. Es muf} also f+ f' = O und damit f(z)+ f'(z) =0
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fir alle z € [a,b] gelten. Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen
ergibt sich
Kernp = {ke™® | k € R}, also Defp = 1.

Um nun das Bild von ¢ zu berechnen, stellen wir zunéichst fest, da mit f € C%([a, b])
auch die Funktion exp-f : [a,b] — R,z —— €”f(z) im Intervall [a,b] stetig ist und
somit eine Stammfunktion besitzt:

Es gilt F € C'([a,b]) mit F'(z) = e®f(x). Definieren wir die Funktion g € C([a, b])
durch g(x) := e "F(x), so ist

plg) = e "F(x) —e " F(z) + e e f(x) = f(x).
Jedes f € C°([a,b]) hat also ein Urbild beziiglich ¢, das heifit
Bildp = C%([a,b]) und Rgp = co.
Lemma 1.9 V und W seien K-Vektorriume und ¢ : V. — W sei linear. Ist B eine Basis

von Kerny und B’ eine Basis von V mit B C B’, so gilt:

i) Sind vy,...,v, € B"\ B verschieden, dann sind die Vektoren @(v1),...,@(v,) linear
unabhdngig.

ii) ¢(B’"\ B) ist eine Basis von o(V).
Beweis.

i) Seien ky,...,k, € K,sodaB kyp(v)+...+k,p(v,) = O, also p(kyv1+. ..+ kyv,) = O.
Dann folgt kyvy + ... + k,v, € Kernyp, und es gibt wq,...,w,, € Bund ly,...,l, € K

mit kivg + ...+ kpv, = Lhwy + ...+ Lyw,,
Dawq,...,v,,w1,...,w, € B"linear unabhéangig sind, folgt k1 = ... =k, =1 =... =
l,, =0.

ii) Der Fall B’ = {) ist klar. Wir nehmen also B’ # () an. Mit i) folgt, dal (B’ \ B)
linear unabhéngig ist. Es bleibt zu zeigen, dafl diese Menge ¢(V') erzeugt. Dazu sei
o(v) € (V). Dann gibt es vy, ...,v, € B und ky, ..., k, € K mitv = kyv;+. .. +k,v,.
O.B.d.A. gelte vq,...,v; € B,vi11,...,v, € B"\ B, und es ergibt sich

o) = kip(vr) + ...+ kip(vi) + kipap(vigr) + .+ knp(v,) =

kit10(ig1) + ..+ knp(vn) € [p(B"\ B)].

Satz 1.10 V und W seien K-Vektorriume mit dimg V' < oo und ¢ : V. — W sei linear.
Dann gilt
dimg V = Rgp + Defp.
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Beweis. Mit Satz 1.18 aus Kapitel 3 kann eine Basis B von Kerny zu einer Basis B’ von V
erginzt werden. Wegen Lemma 1.9 gilt |B’\ B| = |¢(B’\ B)|, und es folgt

dimg V = |B'| = |B"\ B| + |B| = Rgp + Defp.

Satz 1.11 Es seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und ¢ : V.— W sei
linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

i) @ ist ein Isomorphismus.
ii) Ist B eine Basis von V', so gilt |B| = |¢(B)| und ¢(B) ist eine Basis von W.

Beweis. i)=i): Aus der Injektivitit von ¢ folgt |B| = |¢(B)| und Kerny = {O}. Damit ist
() eine Basis von Kerny, und wegen Lemma 1.9 ist demnach o(B\ ) = ¢(B) eine Basis von
©(V). Da ¢ surjektiv ist, gilt (V) =W.

ii)=-iii): Sei B eine Basis von V. Dann ist ¢(B) eine Basis von W, und mit Satz 1.3 ergibt
sich W = [p(B)] = ¢([B]) = (V). Daraus folgt

Rgp = dimg (V) = dimxg W = |p(B)| = |B|] = dimg V.

iii)=-1): Wegen Satz 1.10 gilt Defe = 0, also Kernp = {O}, und wegen Satz 1.8 ist damit ¢
injektiv. Wegen Satz 1.5 ist ¢ auch surjektiv.
O

Definition 1.12 V und W seien K-Vektorriaume. V und W heiflen isomorph (geschrieben
V=W ), wenn es einen Isomorphismus ¢ : V. — W gibt.

Bemerkung. Durch ” 2 ” wird eine Aquivalenzrelation erklért.

Korollar 1.13 Sind V' und W endlich-dimensionale K -Vektorrdume, so gilt V=W genau
dann, wenn dimg V = dimg W.

Beweis. "=": Folgt direkt aus Satz 1.11.

"<": Sei {vy,...,v,} eine Basis von V und sei {uy,...,u,} eine Basis von W. Dann folgt
aus Satz 1.2, dafl eine lineare Abbildung ¢ : V. — W existiert mit p(v;) = u; fir alle
1 =1,...,n. Wegen Satz 1.3 ist dann

(V) =p(lor,- o on]) = [p(v1), - ovn)] = [ua, - unl,

also Rgp = n. Aus Satz 1.11 ergibt sich damit, dal ¢ ein Isomorphismus ist, d.h. V = W.
O

Bemerkung. Ist V' ein K-Vektorraum mit dimy V' = n < oo, so gilt insbesondere V' = K™.
Jeder vermittelnde Isomorphismus kann dabei als Koordinatensystem gedeutet werden.
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Koordinaten und Koordinatensysteme.
Sei dimg V' = n und B := {vy,...,v,} eine Basis von V. Dann folgt mit Satz 1.2, daB} es
genau eine lineare Abbildung ¢p mit

ep:V — K" und ¢g(v1)=e1,...,05(v,) = e,

gibt. Dabei ist {eq,. .., e,} die kanonische Basis des K™ und g ein Isomorphismus, den man
als Koordinatensystem bezeichnet. Fiir jedes x € V heifit pp(z) = (21,...,x,) Koordina-
tenvektor von x beziiglich B, die z; heilen Koordinaten von x beziiglich B, die sich auch
folgendermaBlen deuten lassen: Ist x € V| so gibt es xq,..., 2z, € K mit

T =21V1 + ...+ TpUn.
Wegen Satz 1.13 aus Kapitel 3 sind x4, ..., z, eindeutig bestimmt, und es gilt

ep(r) = xep(v1) + ...+ zpop(v,) =
= e+ ...+ xpe, = (1, ..., T,).
Beispiel. Wir betrachten den reellen Vektorraum V' = R? mit der Basis B = {vy, v, v3},
wobei v; = (1,2,1), v = (=1,1,1) und v3 = (—1,2,1). Gesucht sind die Koordinaten
x1, X2, x3 des Vektors x = (—4,2,2) beziiglich B. Es gilt
r = T1- v+ T9 v+ x3-v3, d.h.
<_47 2, 2) = TI1- (L 2, 1) + T2 (_L L, 1) + T3 (_L 2, 1) :

Die Koordinaten 1, xo, x3 bilden also die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
r1 — X — T3 — —4
21’1 + 29 + 2[E3 ==

T+ 2Tog+2x3 =

Es folgt 1 = —1,29 = 2,23 = 1, und damit ist (—1,2,1) der Koordinatenvektor von x
beziiglich der Basis B.

2. Die Vektorrdume Hom(V, W) und K, ,

Im folgenden sind V, W zwei K-Vektorrdume sowie Hom(V,W) = {f :V — W | f linear}
wie im vorangehenden Abschnitt beschrieben. Fiir f,g € Hom(V, W) und k € K definieren
wir

fH+g :V—W, v f(v)+g(v), (14)
k-f :V—W, v—k-f(v). (15)
Dann gilt f + g € Hom(V, W), denn fiir alle v,v" € V ist
(f+9w+v) = flo+v)+gv+)
= f() + f() + g(v) + g(v")
= (f+ 9+ (f+9),
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und fiir alle v € V, k € K folgt

(f+9)k-v) = fk-v)+g(k-v)=k-f(v)+k-g(v)
= k- (f(v) +9@)) =k (f +9)(v).

Entsprechend beweist man kf € Hom(V, W).

Satz 2.1 Die Menge Hom(V, W) st beziiglich der durch (14) und (15) definierten Ver-
kniipfungen ein K -Vektorraum.

Beweis. Das neutrale Element der Addition ist die Nullabbildung
oO.V—WwW; v— 0.

Es gilt O € Hom(V, W). Bei dieser Schreibweise bezeichnet O einerseits den Nullvektor von
W und andererseits die Nullabbildung.
Das additive Inverse von f € Hom(V, W) ist

—fV—W;: v— —f(v),

da
fH NV —W; v f(v) = f(v)=0,

und es gilt —f € Hom(V, W). Alle anderen Vektorraumeigenschaften lassen sich jetzt leicht
nachpriifen.
O

Definieren wir nun weiterhin auf der Menge K,,, = {A | A ist eine (m, n)-Matrix iiber K}
die Addition

aiy ... Qip b11 Ce bln a1y + b11 e Q1 + bln
+1 : = : : (16)

Am1 - Amn bml bmn am1+bm1 amn+bmn
sowie die Multiplikation mit Skalaren

ay; ... Qip kall N kaln

Aml -+ Qmn kami ... kamn

so folgt unmittelbar

Satz 2.2 Die Menge K,,,, ist beziiglich der durch (16) und (17) gegebenen Verkniipfungen
ein K-Vektorraum. Es gilt dimg K, ,, = m - n.
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Wir wollen im folgenden den Zusammenhang zwischen dem Vektorraum Hom(V, W) der
linearen Abbildungen und dem Vektorraum K,,, der (m,n)-Matrizen darstellen, wobei
dimg V' = n und dimg W = m gilt. Dazu sei By = {vq,...,v,} eine K-Basis von V
und By = {wy, ..., w,} eine K-Basis von W. Ist ¢ € Hom(V, W) mit

o(vj) = ajjwr + ...+ i, j=1,....n,

so definieren wir A, € K,,,, durch

a1 a2 ... QAip

A Q21  QA22 ... Q2p
w

m1 Am2 ... Gmp

A, heilit Matrixdarstellung von ¢ beziiglich By und By . In der j-ten Spalte von A, stehen
also die Koordinaten von ¢(v;) beziiglich der Basis {wy, ..., w,,} von W.

Satz 2.3 Sind V und W endlich-dimensionale K -Vektorriume mit den Basen By bzw. By,
dann ist die Abbildung

Oy By : Hom(V,\W) — K, @r— A,

ein Isomorphismus.

Beweis. Sei By = {vy,...,v,} und By = {wy, ..., wy,}.
O©p, B, ist linear: Sind ¢, 1 € Hom(V, W) mit A, = (a;;) und A, = (b;;), dann gilt nach
Definition ¢(v;) = > 1" | ajw; und ¥(v;) = > bjjw; fir j =1,...,n. Es folgt

m m

(p +¥)(v) = @(vy) + ¥(v;) = Z(aijwi + bijw;) = Z(%’ + bij)wi

=1 =1

und damit
Apry = (aij +bij) = (ai;) + (bij) = Ap + Ay
Fir £ € K ist weiterhin

(k- p)(vj) =k (p(v;)) = Zkaijwz‘a

also
App = (kaij) = k(ay) = k- A,.

Op, By, ist injektiv: Wegen Satz 1.8 ist KernOp,, 5, = {O} zu zeigen, wobei die Inklusion
{0} C KernOgp,, p,, trivial ist. Sei ¢ € KernOp,, p,,, d.h.
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Dann gilt fiir alle j =1,...,n
o)) =0-w+...+0-w, =0,

und mit Satz 1.2 folgt ¢ = O, d.h. Kern®p, 5, C {O}.

Op, B, ist surjektiv: Sei A = (a;;) € K, gegeben. Dann folgt aus Satz 1.2, da es ein
¢ € Hom(V, W) mit
©(vj) = ajjwr + ... + AW,

fir j =1,...,n gibt. Somit gilt A, = (a;;). a

Korollar 2.4 Sind V und W zwei K-Vektorraume mit dimg V= n und dimxg W = m,
dann gilt
dimg Hom(V, W) =m-n.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus den Satzen 2.2 und 2.3. a

Wir wollen nun noch untersuchen, wie sich die Matrix der Hintereinanderausfithrung zweier
linearer Abbildungen aus den beiden Matrizen der einzelnen Abbildungen ermitteln 148t.
Dazu betrachten wir die K-Vektorrdume U, V, W und die linearen Abbildungen ¢ : V. — W/,
¥ : W — U. Die Komposition 1) o ¢ : V. — U ist ebenfalls linear, denn fiir alle v,v" € V
und k£ € K gilt

vopv+v) = Y(p(v+0)) =P(p() + ()
= Y(p(v)) +P(p(v") =P op(v) + ¥ o p(v))
und
bk v) = (k- 0) = Dl p(0)) = k- B(p(0) = k- (0 ()

Seien By = {vy,...,v,}, By ={wy,...,wy,} und By = {uy,...,w} Basen von V, W und U
sowie A, = (a;;) € Ky und Ay = (b;;) € Kj,, die Matrixdarstellungen der Abbildungen ¢
und ¢ beziiglich dieser Basen. Ist dann weiterhin Ay, = (¢;;) € K, die Matrixdarstellung
von ) o ¢ beziiglich By und By, so gilt einerseits 1 o p(v;) = 22:1 ciju; und andererseits

o) = b(ev;) =) arwy)

k=1

m m l
= Z ap(wg) = Z ajj Z biru;
k=1 k=1 =1
l m

=1 k=1

m

Daraus ergibt sich

m
Cij = E bikay; -
k=1
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Definition 2.5 Sind (a;j) € Ky, und (b;j) € Ki.m zwei Matrizen, dann heifit die Matriz
(Cij) S Kl,n mit

Cij = Z bik:ak:j
k=1
das Produkt von (b;;) und (a;;), geschrieben (c;;) = (bi;) - (aij).

Bemerkung.

1. Mit den Bezeichnungen wie oben gilt

Aoy = Ay - A,

2. Sind A € K,,,,, und B € K, ; Matrizen, so ist A- B genau dann definiert, wenn n = r,
wenn also die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist.

Rechenschema.

n B = (b;j)

) ()

A = (ay) A- B = (c)

Das Element (c¢;;) ergibt sich durch "Multiplikation” der i-ten Zeile von A mit der j-ten
Spalte von B.

Deutung der Matrixdarstellung.

Ist V' ein K-Vektorraum mit der Basis B = {vy,...,v,} und dem Koordinatensystem ¢p
und W entsprechend mit der Basis B' = {wy,...,w,} und dem Koordinatensystem ¢p,
dann haben wir fiir eine lineare Abbildung ¢ : V' — W das Diagramm

vV 2w r = o(r) =1y
o5 | 1 op o5 | L ew
? ?
K* — K™ (1, ..y xn) — (Y1, Ym)

wobei zunéchst offen bleibt, wie man (y,...,y,) direkt aus (z1,...,x,) berechnen kann.
Beziiglich der Basis B hat z die Darstellung

T =201 + ...+ TpUn,
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und daraus ergibt sich fiir y = p(z):

y = pl@)=np) + ..+ zap(on)

= Y wip(v) =Y @ Y ajuw
j=1 i~1

j=1
m n m
= E E %5 | Wy = E Yiw; .
=1 7=1 =1
Also gilt y; = Y7, a;x; und in Matrixschreibweise
a; ... Qip T a1+ ... Faix, U1
Am1 -+ Gmn T, 11+ ... +QmnTn Um

In den Koordinaten stellt sich eine lineare Abbildung also als Multiplikation mit einer Matrix

dar:

I Y1
A, : = : «— Koordinatenvektor von o(z) beziiglich B’
Tn Ym
1

Koordinatenvektor von z beziiglich B

Das Produkt von A, und (1, ...,,)" ist das Matrizenprodukt geméf Definition 2.5.

Beispiel. Es sei V = R? mit der Basis B = {v;,v2} wobei v; = (1,1), vo = (1,—1), und
fiir W = R3 betrachten wir die Basis B’ = {wy, wo, w3} mit w; = (1,1,0),wy = (1,0,1) und
ws = (0,1,1). Die Bilder der Elemente von B unter der linearen Abbildung ¢ seien

Wir berechnen A, beziiglich B und B’. Es gilt

p((11) = wi+ws+ws
p((1,=1) = w —ws,

also folgt
1

1
A, =1 -1
1 0
Der Vektor z = (2,0) = v; + vy hat beziiglich B den Koordinatenvektor (xy,z2) = (1,1).
Wegen
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ist (2,0,1) der Koordinatenvektor von ¢((2,0)) beziiglich B’, und ¢(z) ergibt sich durch

(,0((2, 0)) = 2U}1 + wg = (2, 3, 1) .

Anwendung. Es sei ¢ : V. — W linear, wobei V' und W endliche Dimension haben,
dimg V = n. Dann gilt

Rgp = dimg[p(vi), ..., ¢(vn)]
= dimg[ppp(v1),..., 050U, .

Da ppo(v1),...,ppe(v,) die Spaltenvektoren von A, sind, ist Rgy der Spaltenrang von
A,. Zusammen mit Satz 2.5 aus Kapitel 3 ergibt sich daraus

Defy = dimg Kerng = dimg{v € V | p(v) = O}
= dimg{z € K" | Az’ = O'}

n — Zeilenrang von A, .
Wegen Satz 1.10 kénnen wir nun schlieflen
n = Rgy + Defy = Spaltenrang vonA, 4+ (n — Zeilenrang von A,) .
Damit folgt
Korollar 2.6 Fir jede Matriz A € K,,,, stimmen Spaltenrang und Zeilenrang tiberein.
Korollar 2.7 Mit den Bezeichnungen wie oben gilt Rgp = RgA,.

Satz 2.8 Sind V und W zwei n-dimensionale K-Vektorriume und ist ¢ : V. — W linear,
dann qult

i) @ ist genau dann injektiv, wenn @ surjektiv ist.

i1) @ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es ein ¥ € Hom(W, V') mit ¢ o ¢ = idy
qibt.

iii) ¢ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es ein ¢ € Hom(W, V') mit ¢ o ¢ = idy
qibt.

Beweis

i) Wegen Satz 1.8 ist ¢ genau dann injektiv, wenn Kerng = {O} und damit Defp = 0
gilt. Nach Satz 1.10 ist das wiederum &dquivalent zu Rgy = n, und mit Satz 1.5 ist
dieses genau dann der Fall, wenn ¢ surjektiv ist.

ii) ” =": Ist  ein Isomorphismus, dann ist wegen Bemerkung 4 nach Definition 1.1 auch
¢~ ! ein Isomorphismus, und es gilt ¢! o ¢ = idy.
" <" Wegen ¢ o ¢ = idy ist ¥ o ¢ insbesondere injektiv. Damit ist auch ¢ injektiv

und wegen i) ein Isomorphismus.
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iii) " =": Fiir ¢! gilt p o ™! = idyy.
" <" Wegen ¢ o 1) = idy folgt mit ii), dafl ¢ ein Isomorphismus ist. Damit ist auch
¢ =1~ ein Isomorphismus.

Definition 2.9 Die Matrix

1 0 0
0 1 0

En = . . S Kn,n
0 0 1

heifit (n-reihige) Einheitsmatriz. Eine Matriz A € K, heifit invertierbar, wenn eine Matrix
B e K,, ezvistiert mit A-B=DB-A=E,.
Bemerkung.

1. Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit der Basis B und ¢ : V' — V eine lineare
Abbildung mit der Matrixdarstellung A, beziiglich B, dann gilt ¢ = idy genau dann,
wenn A, = F,.

2. Ist W ebenfalls ein n-dimensionaler K-Vektorraum und B’ eine Basis von W sowie
¢ : V. — W linear mit der Matrixdarstellung A, beziiglich B und B’, so ist ¢ genau
dann ein Isomorphismus, wenn A, invertierbar ist.

Es gilt nun Satz 2.8 in folgender Matrixdarstellung:

Satz 2.10 Fir A € K,,,, sind die folgenden Aussagen dquivalent.
i) A ist invertierbar.
ii) RgA =n.
iii) Es existiert eine Matriz B € K, mit B- A= E,.

w) Es existiert eine Matriz B € K,,,, mit A- B = E,,.

Definition 2.11 Ist n € N und K ein Korper, so heifit
GL(n; K) :={A € K,,, | A ist invertierbar}

allgemeine lineare Gruppe.

Bemerkung. GL(n; K) ist eine Gruppe beziiglich des Matrizenproduktes.
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Satz 2.12 Fir A € K,,,, sind die folgenden Aussagen dquivalent:
i) Fiir jedes b € K™ ist Azt = V' eindeutig losbar.
ii) Fir jedes b € K™ ist Azt = b losbar.
iii) Azt = O' hat nur die triviale Lisung.
i) Es gibt ein b € K™, so dafy Ax' =b' eindeutig lisbar ist.
v) A ist invertierbar.

Beweis. i)=ii): offensichtlich.
iii)=iv): Wéhle b = O.
iv)=-v): Satz 2.5, Kapitel 3.
v)=-ii): Da A invertierbar ist, folgt ' = A~1b".
ii)=1): A sei die Matrixdarstellung der linearen Abbildung ¢ : K™ — K" beziiglich einer
geeigneten Basis von K. Dann ist ii) dquivalent dazu, dal ¢ surjektiv ist, und i) dazu, dafl
@ bijektiv ist. Wegen Satz 2.8 folgt die Behauptung.
O

Die Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen soll nun im Zusammenhang mit Koor-
dinatentransformationen und Basiswechsel untersucht werden. Dazu seien im K-Vektorraum
V die Basen B = {vq,...,v,} und B" = {v}, ..., v} mit den zugehorigen Koordinatensyste-
men g und ¢’ gegeben:

¥B ¥B’

/ N
K™ — K™

Dann ist ¢p o 5! : K» — K" ein Isomorphismus, und T g bezeichne die zugehorige
Matrixdarstellung beziiglich der kanonischen Basen. Somit stehen in der j-ten Spalte von
Ty p die Koordinaten von ¢p o p5'(e;) beziiglich {ei,...,e,}, also die Koordinaten von
¢p(vj) beziiglich {eq,...,e,}:

SDB’(U]') = tljel + ...+ tnjen.

Wendet man auf diese Gleichung ¢/ an, so siecht man, daf in der j-ten Spalte von T p die
Koordinaten von v; beziiglich {v},...,v}} stehen. Mit T statt T g gilt dann

T = (tZJ) und vy = tljvl’ + ...+ tnjvn' .

Ist also (x1,...,z,) der Koordinatenvektor von x beziiglich B und (2}, ...,z,) der Koordi-
natenvektor von z beziiglich B’, so folgt
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T heifit Transformationsmatrix des Basiswechsels B — B’, und T ist invertierbar. Offenbar
ist 7! die Transformationsmatrix des Basiswechsels B’ — B.

Beispiel. Wir betrachten fiir V' = R? die Basen B und B’ mit B = {(3,—1),(—1,—3)} und
B = {(17 1)7 (17 _1)} Wegen

3,-1) = (1,1)+2-(1,-1) und
(=1,-3) = (=2)- (4, H+(1,-1)

r=(, 1)

Der Vektor x = (7, —9) besitzt die beiden Darstellungen

z = 3-(3,-1)+2-(=1,-3)
(=1)-(1,1) + 8- (1, 1),

folgt

d.h., (3,2) ist der Koordinatenvektor von z beziiglich B und (—1,8) der Koordinatenvektor

von z beziiglich B'. Es gilt
3 —1
r(3)-(3)

Sind nun V und W zwei K-Vektorrdume mit den Dimensionen n bzw. m und ist ¢ : V.— W
linear, so betrachten wir die beiden Matrixdarstellungen A, und A:D von ¢ beziiglich der
Basen By und By bzw. By, und By:

Koo e, gem
B, 1 T By
Vo .
By | | Bw
K e, gm

Sind weiterhin z; die Koordinaten von x € V' beziiglich By und « diejenigen beziiglich B,
und entsprechend y; die Koordinaten von ¢(z) € W beziiglich By, und y, die Koordinaten
beziiglich By, dann gilt

T 1 T U
A, | = ; und A [ =
Tn Ym T, Y

Bezeichnet 7' die Transformationsmatrix des Basiswechsels By — By, und S die Transfor-
mationsmatrix des Basiswechsels By, — By, dann folgt

A, = STA'T
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Definition 2.13 Sind A, B € K, ,,, dann heiffen A und B dquivalent (geschrieben A ~ B),
wenn S € GL(m; K) und T' € GL(n; K) existieren, so dajf$
A=S"'BT.
Bemerkung. Es seien A, B € K, ,,.

1. A ~ B gilt genau dann, wenn eine lineare Abbildung ¢ : K" — K™ existiert, die
beziiglich geeigneter Basen die Matrixdarstellungen A und B hat.

2. A ~ B gilt genau dann, wenn RgA = RgB.

3. Determinanten

Wir betrachten die Matrix A = (a;;) € K, 5, also

air ... Qip
A —
apl .. Qpp
Dann heifit a; := (a;1,. .., a;,) der i-te Zeilenvektor von A, und man kann A formal durch
3]
A=
ap

darstellen.

Definition 3.1 Firn € N heift eine Abbildung
det : Kn,n — K, (CL@‘) [— ]aij\

Determinante, wenn fir alle (a;;) € Ky, k € K gilt

i) det | aj+a] | =det| o [+det| af | firalleje{l,...,n}.
ii) det | k-a; | =kdet | a; | firalleje{l,...,n}.

iii) Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det A = 0.

i) det E, = 1.
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Bemerkung. Die Eigenschaften i) und ii) bedeuten, daf§ die Abbildung det linear in jeder

Zeile ist.

Einfache Eigenschaften.
1. Aus ii) folgt det(k - A) = k™ det A.

2. Aus a; = (0,...,0) folgt det A = 0, denn mit der Eigenschaft i) gilt

de

t] 0

0 =det]| O

0

+det| O ... 0

3. Das Vertauschen zweier Zeilen dndert das Vorzeichen, das heif3t

denn mit den Eigenschaften i) - iii) aus Definition 3.1 gilt

4. Es gilt

det

det

Q;
: + det
a;
= det
= det
a; + ]{/’CL]‘

a;

Qa;

a; a;
+ det

a;

+ det

ai—i—aj

a;
= det

+ det

CLi—|—CLj

+ k det

: + det
a; a;
a; + (lj
= det
a; —+ aj
Q; a;
: = det :
a a
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das Addieren des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile andert den Wert der
Determinante also nicht.

5. Seio:{1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation (siche Kapitel 2.1) und {ey,...,e,}
die kanonische Basis des K. Dann gilt

€o(1)
det : = sgno .

€o(n)

Um das einzusehen, schreiben wir ¢ = 71 ... 7, als Produkt von Transpositionen und
verwenden sgno = (—1)”. Aus Eigenschaft 3 (siehe oben) folgt dann die Behauptung.

Satz 3.2 Ist die Abbildung det : K,,,, — K eine Determinante, so gilt

det(a;;) = Z SENO - Uip(1) " - - - * Ono(n) - (18)

O'GSn

Beweis. Mit der Darstellung
a; = (ail? s 7ain) = Q4161 + ...+ QAin€n

folgt aus den Eigenschaften i) und ii) der Determinante (Definition 3.1)

ajie1 + ...+ apen n €k,
det(a;;) = det : = E A1, * - - - Gpg, det
api1€1 + ... + appén kteeskn=1 €k,

Mit Eigenschaft iii) der Determinante 148t sich die Summe reduzieren zu

n €k, €o(1)
det(a;;) = g A1k, * - - Gpg, det : = E Aio(1) - - - * Opo(n) det : ,
[
Vérschicdci ekn 7€Sn ea(n)

und mit der Eigenschaft 5 folgt die Behauptung des Satzes.
O

Bemerkung. Gleichung (18) bezeichnet man als Leibnizformel fiir Determinanten. Insbe-
sondere besagt Satz 3.2, daf} es fiir jedes n € N hochstens eine Determinante gibt.

Korollar 3.3 Hat eine Matriz A € K, ,, die spezielle Gestalt

a1q 0 . 0
* 929 :
A= ,
0
* * QAnn

d.h., ist A eine untere Dreiecksmatriz, so gilt det A = a1 ...  app.



62

Definition 3.4 Ist A = (a;j) € Ky n, so heifit die Matriz A" € K, ,, A" = (b;;) mit bj; = aj;
die zu A transponierte Matrizx.

Bemerkung.
aiyy ... Qip aip ... Ami
1. A= : : — A' =
Am1 ... Amn A1y, ... Amn
2. (A = A.

3. Die Zeilen (bzw. Spalten) von A entsprechen den Spalten (bzw. Zeilen) von A’

Korollar 3.5 Fir jede Matriz A € K,,, gilt det A = det A".

Beweis. Mit Satz 3.2 und sgno = sgno ! folgt

det A = Z SENT - A1g(1) " - - - * Opo(n)

O'ESn

= Z SgN0 * Qg-1(1)1 * -+ - * Ag=1(n)n

0ESn

2 : -1
= Sgno *Ug-1(1)1 " - -+ " Ag=1(n)n
O'ESn

= Z SGNT * Ar(1)1 " - - * Ar(nyn = det A"

TESn

Bemerkung. Die Funktion det ist damit multilinear in den Spalten und die Eigenschaften
2-5 nach Definition 3.1 gelten entsprechend fiir die Spalten von A.

Korollar 3.6 Hat eine Matriz A € K, ,, die spezielle Gestalt

a1y * *
A — 0 929 :
0 0 apn
d.h., ist A eine obere Dreiecksmatriz, so gilt det A =aq1 ... apy.

Korollar 3.7 Fir A € K,,,, ist genau dann RgA = n, wenn det A # 0 gilt.



63

Beweis. Ist eine Matrix B € K, , aus A durch eine elementare Umformung entstanden, so
gilt genau dann det A = 0, wenn det B = 0. Da dann weiterhin RgA = RgB folgt, konnen
wir also annehmen, dafl A in Normalform gegeben ist:

RgA n—RgA
—_——N —
10 ... 0
0 1 0 "
0 0 1
0 0
Somit ist RgA = n genau dann, wenn det A # 0. O

Bemerkung. Eine Matrix A € K, ,, heifit regulér, wenn RgA = n. Mit Korollar 3.7 ist das
dquivalent dazu, dal det A # 0. Ist A nicht regulér, so heifit A singulér.

Satz 3.8 Fir alle A,B € K, , gilt det A- B =detA-detB.

Beweis. Mit den Bezeichnungen A = (a;;), B = (b;;) sowie A - B =: C = (¢;5) gilt ¢;; =
ZZ:1 a;,bi; nach Definition 2.5. Ist weiterhin b; = (b, ..., b;,) der i-te Zeilenvektor von B,
dann folgt

n n
(Cib s acin) = (Z aikbkla ey Z azk‘bk‘n)
k=1 k=1

= ) (awmbpr - aibra) =Y aiby .
k=1 k=1
Damit ergibt sich fiir die Determinante auf Grund der Multilinearitét
n bil
detC = Z A4y .- Ay, det
i1 yeenyin=1 b;.
und wegen iii) aus Definition 3.1
bo(1)
det C' = Z A1o(1) * - -+ * Ano(n) det :
0ESn ba(n)

Eigenschaft 3 liefert schlieflich

det C' = Z SENO - A1p(1) " - - - - po(n) det B = det A - det B.

0EShH
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Korollar 3.9 Ist eine Matriz A € K, ,, requlir, so gilt det A~' = (det A)~*.

Satz 3.10 Zu jedem n € N existiert genau eine Determinante det : K,,,, — K.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Determinante folgt aus Satz 3.2. Die Existenz soll durch
vollstandige Induktion nach n gezeigt werden.

Fir n =1 ist det : K33 — K, (k) — k offensichtlich eine Determinante.

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dafl es bereits die Determinante fiir n — 1 gibt,
wobei n > 1 ist. Fiir den Induktionsschlul definieren wir zunéchst die Adjunkte

j—te Spalte
aiy . QA1n
Ay = (1) i — te Zeile
ani . QApn

die bis auf das Vorzeichen die Determinante der Matrix bezeichnet, die aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Da die entstandene Matrix eine (n—1,n—1)-Matrix
ist, existiert ihre Determinante nach Voraussetzung. Seinun j € {1,...,n} fest gewéhlt; dann

setzen wir
n

det(aij) = Z aiinj . (19)
i=1
Es bleibt zu priifen, daf die so definierte Abbildung die Eigenschaften der Determinante hat:

i) Die k-te Zeile von A = (a;j) sei durch a, = aj, + a} gegeben. Wir betrachten nun die
beiden (n,n)-Matrizen A" = (a};) und A” = (a!;), wobei A" und A” bis auf die k-ten

ij ij
Zeilen mit A iibereinstimmen und a), die k-te Zeile von A’ sowie a) die k-te Zeile von
A" ist. Zu zeigen bleibt det A = det A’ + det A”. Nach (19) gilt

n

det(aij) = E a;jAij + ag;Ak; -
i=1
ik

Fiir k # i ist nach Induktionsvoraussetzung A;; = A}; + A7}, und da A, A" und A” bis

I

auf die k-ten Zeilen iibereinstimmen, folgt Ay; = Ay, = A}, sowie a;; = a;; = aj] fiir
k #i. Wegen ay; = ay; + ay; ergibt sich schlielich
n
det(a;) = > (aj; Aj; + ajAl) + aj; Ay + aj AY; = det A’ + det A”
ik
ii) Analog zu 1).
iii) Sei @, = a, mit v # p und wir nehmen desweiteren zunéchst an, da a, und a,

benachbart sind mit 4 = v + 1. Dann gilt

n

det(a;;) = Z aijAij + ay;Av; + a1y Awr);
1=1

i#v,v+1

= Ay +ay(—Ay) =0,
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da nach Induktionsvoraussetzung A;; = 0 fiir ¢ # v,v + 1 gilt. Wie im Beweis zu
Eigenschaft 3 der Determinante folgt somit, dafl das Vertauschen benachbarter Zeilen
nur das Vorzeichen &ndert. Daraus ergibt sich, dafl das Vertauschen zweier beliebiger
Zeilen auch nur das Vorzeichen dndert, und es folgt insgesamt det A = 0 bei Gleichheit
zweier beliebiger Zeilen.

iv) Fir (a;) = E, gilt

det(aij) = Zaiinj = Ajj = (—1)j+j det En,1 =1.
i=1

Bemerkung. Die Darstellung (19) fiir die Determinante einer Matrix A = (a;;) heifit La-
placescher Entwicklungssatz. Wegen der Eindeutigkeit von det ist die Darstellung (19) un-
abhéngig von der Spalte j, nach der "entwickelt” wird. Wegen Korollar 3.5 kann man auch
nach einer Zeile entwickeln, und fiir die Entwicklung nach der ¢-ten Zeile ergibt sich

n

det(aij) = Z aijAz-j .

J=1

Beispiel.
.. Y . . . . o aj; aig
1. Fiir n = 2 ist die Determinante einer Matrix A = a nach Satz 3.2 gegeben
Qg1 G22
durch
a1 Qi | _ ana aioa
= Q11022 — A12021 -
Qg1 A2

2. Fiir n = 3 gilt

ailz a2 ais
Q21 Q22 Q23 | = Q11022033 + (12023031 + A13021G32 — Q11023032 — A13022031 — A12021033 -
agyp asz g3

Dieses ist die Regel von Sarrus; zum besseren Merken kann man die ersten beiden
Spalten der Matrix noch einmal rechts neben die dritte Spalte schreiben und dann
immer schrig nach oben und schrig nach unten multiplizieren, wie unten angedeutet.
Dabei bedeuten alle nach unten gerichteten Pfeile ein positives und alle nach oben
gerichteten Pfeile ein negatives Vorzeichen:

ai1 Q12 a3 a1 a2
N\ X X /
21 22 23 21 22
/ X X N\
a31 a32 a33 as1 asz2
+ + +

(diese Regel gilt nur fiir n=3).
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3. Durch elementare Umformungen (vgl. Eigenschaften 1,3 und 4 nach Definition 3.1)
bringt man die Matrix auf Dreiecksgestalt und verwendet dann Korollar 3.6:

1 2 11 1 2 11 1 2 1 1
-1 =32 1| |0 —-132| |0 -1 3 2
1 0 12| [0 -201| |0 0 —6 -3
-1 1 21 0 3 32 0 0 12 8
12 1 1
0 -1 3 2
=10 o0 6 _a|=1-(D-(-6)-2=12
00 0 2

4. Beim Entwickeln nach einzelnen Zeilen oder Spalten (Laplacescher Entwicklungssatz)
kann man zur Vereinfachung das Vorzeichenschema

benutzen. Im folgenden Beispiel entwickeln wir nach der 2. Spalte und verwenden somit
die Vorzeichenfolge —, +, —, +:

1 2

L ; 1 1 2 1 1 11 1 11
Lo 12l = 21 L 2a(=3) 1 1204|121
L1 91 -1 2 1 -1 2 1 1 1 2

1 11 1 11

= 04+ (=3)(=1)-| -1 2 1|+]|-1 21

1 1 2 1 12

= 4. (441-1—-(2+41-2)=4-3=12

Satz 3.11 Flir jede Matrix A = (a;j) € K, gilt

Z aipAjp = fiir
k=1 0 jF#i.
Beweis. Fiir j = i ist der Satz gerade der Laplacesche Entwicklungssatz (Entwicklung
nach der i-ten Zeile). Es bleibt also der Fall j # i zu untersuchen. Sei B € K, , mit den
Zeilenvektoren by, ..., b,, wobei b, = a, fiir v # j und b; = a;, also
a; — 1 — te Zeile
B =

di — J —te Zeile
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Dann folgt det B = 0 mit iii) aus Definition 3.1. Andererseits kann man die Determinante
von B durch Entwickeln nach der j-ten Zeile berechnen, also

0=detB=> byBj = anj.
k=1

k=1
O

Definition 3.12 Fir A = (a;;) € K, ,, ist A= (Gij) € Ky mit a;; = Ayj.

Satz 3.13 Ist A = (ay;) € Ky, so gilt A- At = A'- A= (det A) - E,,.

Beweis. Nach Definition 3.12 und wegen Satz 3.11 ist

ACA = () awdye) = (O ainAj) = (det A) - B,
k=1 k=1

O

Korollar 3.14 Ist A € K,,,, invertierbar, so gilt A~! = 2 At

det A
1 2 1
Beispiel. Fir A=| -2 1 —1 | giltdetA=2—-2-2—-(1-1-8)=06und
1 1 2
. 3 3 =3 1 3 -3 =3
A= -3 1 1 |, also A*lzg 3 1 -1
-3 -1 5 -3 1 5

Korollar 3.15 Ist A = (ai;) € Qu regulir mit a;; € Z, dann sind die Komponenten von
At genau dann auch aus Z, wenn det A = £1.

Beweis. Gilt det A = %1, so sind die Komponenten von A~! ganzzahlig wegen Korollar
3.14. Andererseits folgt aus 1 = det £, = det AA™! = det Adet A=! und det A, det A~! € Z,
daB det A~ = +1.

O

Bemerkung. Definition 3.1 kann sinngeméfl auch zur Einfithrung von Determinanten iiber
kommutativen Ringen mit 1 verwendet werden. Viele der bewiesenen Sétze gelten dann auch
fiir Matrizen iiber kommutativen Ringen mit 1, so zum Beispiel Satz 3.13.

Anwendung. Ist V ein n-dimensionaler Q— bzw. R—Vektorraum mit der Basis {vy, ..., v,},
dann heif3t
b =Z -vy+...+7Z-v,

n-dimensionales Gitter. Es soll nun untersucht werden, unter welchen Bedingungen fiir eine
andere Basis {wy,...,w,} Chvon V

Z-wy+...+7Z-w, =05
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gilt, wann also {wy,...,w,} das ganze Gitter erzeugt. Wegen Z - wy + ... + Z - w, C b hat
jedes w; die Darstellung

W; = a1;01 —+ ...—l—anjvn,

wobel a;; € Z. Damit ist (a;;) die Transformationsmatrix des Basiswechsels {wy, ..., w,} —
{v1,...,v,} und (b;) = (a;;)~* die Transformationsmatrix des umgekehrten Wechsels. We-
gen vj; = byjw; + ... + byjw, gilt also

Z-wi+...4+Z-w,=h <= b€l <= det(a;)==+l

Beispiel. Sei V' = R? mit der Basis {v;,vs} und sei durch w; = vy + 2v; und wy = vy + vy
eine weitere Basis gegeben.

Dann ist A = ( ; 1 ) die zugehorige Transformationsmatrix, und es gilt det A = —1.

Also ist die Transformationsmatrix des umgekehrten Wechsels durch A=! = ( _21 _11 )

gegeben. Es gilt v; = —w; 4+ 2w, und vy = wy — ws.

Cramersche Regel. Ist ein lineares Gleichungssystem mit quadratischer Koeffizientenma-
trix eindeutig l6sbar, so kann man mit Hilfe der Determinante die Losung explizit angeben
(Cramersche Regel):

Fir A € K,,,, und b € K" sei das LGS
Azt = (20)

gegeben. Die Matrix A; entstehe aus A, indem man die i-te Spalte von A durch b ersetzt.
Ist det A # 0 und (xy,...,2,) € K" die eindeutige Losung von (20), so gilt

detAZ i
;= — =1,...,n. 21
T detA7 ? ) y T ( )
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Beweis. Da A invertierbar ist, folgt

T by
— AL

Tn, b,

wobei A~ = —L_ A" wegen Korollar 3.14 und

~ detA
An A
At = :
A o A
Damit ist |
YT et A ;A’“b’“
Wegen
a1 A1(i—1) by A1(i+1)
A= 21 Ag(i—1) b? A2(i+1)
Unl -+ Qui-1) bn  Gneiv)

folgt auf Grund des Laplaceschen Entwicklungssatzes det A; = Zzzl bi Ay;, also die Behaup-
tung. |

Beispiel. Es sei das LGS

r1+axy+x3 = 1
T —Tg+2x3 = —1

T1 —Tg9g — X3 = 0

gegeben. Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist also

1 1 1 1 1 1
1 -1 1 |=]1 -1 1|=2-2=4,
1 -1 -1 2 0 0
und mit der Cramerschen Regel ergibt sich
1 1 1 11 1
1 1 1
0o -1 -1 0 -1 -1
AR L P
x2 = —_ — = — = s
10 1] *1o -1
11 1 1 1 1
1 1 1
1 -1 0 1 =1 0
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4. Aufgaben

A 4.1 Essei {vy,...,v,} eine Basis des reellen Vektorraums V und ¢ : V. — V die durch

o(v1) == g, @(va) ==v3, .., P(Un1) == vn, ©(Vn) =11

definierte lineare Abbildung. Fiir welche Dimensionen n gibt es einen Vektor v # O mit
p(v) = —v?

A 4.2 Es seien Vj und V5 zwei K-Vektorrdume sowie ¢ : V) — V5 eine surjektive, lineare
Abbildung. Weiterhin sei Uy die Menge aller Unterrdume von V5 und U; die Menge aller
Unterrdume von Vi, die Kerny enthalten.
Zeigen Sie, dafl dann

Uy — Uy, Ur— o(U)

eine bijektive Abbildung ist.

A 4.3 Es sei V ein K-Vektorraum mit der Basis {e1, e2,e3} und ¢ : V' — V die durch
pler) :=e;+ex+es, @lea) :=e —2es +e3, @(ez) :=e; + 3ex+ €3

definierte lineare Abbildung. Berechnen Sie Rgp und Defe.

A 4.4 Essei V =R3 und {ey, 9, €3} die kanonische Basis des R3. Fiir fest gewéhltes a € R
sei p, : V. — V die durch

paler) = (1,0% a), @a(e2) = (a,1,0%), @a(es) = (a*,a,1)
definierte lineare Abbildung. Berechnen Sie Rgp, und Def¢,.
A 4.5 Essei A€ K, B€ K, , C € Ky,. Zeigen Sie
A-(B-C)=(A-B)-C.
A 4.6 Berechnen Sie | GL(3;Z,) | .

A 4.7 (a) Invertieren Sie die reelle Matrix (b) Fiir welche a € R ist die reelle Matrix

2 3
12 0 0 @ a
B = 1 a -—a
A 5 4 3 0 01 -1
o -1 1 =2 3
3 6 1 -1

invertierbar? Berechnen Sie hierfiir B~1.
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A 4.8 Es sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K und B = {vy, v5,v3} eine Basis von V
sowie 3 4 9

A, =110
2 1 1

die Matrixdarstellung von ¢ € Hom(V, V') beziiglich der Basis B. Zeigen Sie, daf} die Vektoren

(A :U1+U2, U9 :2U1+U2, Us :4U1+2U2+U3

eine Basis von V' bilden, und berechnen Sie die zugehorige Matrixdarstellung A}, von ¢.

A 4.9 Fiir a,b € K ist die (n,n)-Matrix A gegeben mit

a b b b
b a b b
A=1| b b a b
b b b a

Zeigen Sie durch vollstéindige Induktion det A = (a — b)""*(a + (n — 1)b). Fiir welche a, b ist
A invertierbar?

A 4.10 Essei B € K,,,,,C € K, , D € K, , SOWie

B C
4= ( b ) |
Zeigen Sie det A = det B - det D unter Verwendung von Satz 3.2.

A 4.11 Es seien xq,...,x, € K. Zeigen Sie

1 o 22 ... ot
1 oz 22 ... oyt
= | |(:vk — ;).
Do : ey
2 n—1
1 z, z;, ... x

A 4.12 Zeigen Sie: Sind aq,...,a, € R paarweise verschieden und by,...,b, € R beliebig,
so gibt es genau ein reelles Polynom f mit f(z) = 2" + ¢,_12" ' + ... + c1z + ¢ und

flar) =bi,..., flan) = by.

A 4.13 Geben Sie alle reellen Polynome f mit f(x) = 2% + az® + bz? + cx + d an, fiir die
gilt:

(a) f(1)=0,f(2) =7, f(-1) =4.

A 4.14 Gegeben ist die reelle Matrix

20 2 -1
A= a 1 2
-1 a -1

Zeigen Sie, daB} A fiir jedes a € R regulér ist, und berechnen Sie mit Hilfe der Adjunkten-
formel (Korollar 3.14) die inverse Matrix A~!.



KAPITEL 5

Der Endomorphismenring End (V')

1. Polynome

Ist K ein Korper, so bezeichnet man den formalen Ausdruck

o0

f(x) =ag + a1w + ax® + . .. :Zanx"

n=0
mit a,, € K und a, # 0 fiir nur endlich viele n als Polynom iiber K mit den Koeffizienten
ag, ai, as, . ... Gilt a; = 0 fiir alle i = 0,1,2,..., so heit f(x) Nullpolynom, geschrieben
f(z)=0.
Definition 1.1 Seien f(z) = " a,z™ und g(x) = > " bya™ zwei Polynome.
i) f(x) =g(x) <= a, = b, fir alle n € Ny.
ii) gradf(z) == —oo, falls f(x) =0, und gradf(z) := max{n € Ny | a,, # 0} sonst.

iii) Mit K|x] bezeichnet man die Menge aller Polynome tiber K.

) f(x)+g(x) = Zanx" + Z bpa" = Z(an +by)x" = (f + g)(x).

K F@) g@) =3 a3 b = 3 e = (f - g)a),

n=0 n=0 n=0

wobei ¢, =Y} _o arbn_k.

vi) Sei k € K.

o

k-flx)=Fk- Zanaz” = Z(k: Cp)x".

n=0
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Bemerkung.
1. gradf(x) heiBt Grad von f(z).

2. Die Multiplikation von Polynomen ist wohldefiniert, da nur endlich viele der Summen
> n_o axby—k von 0 verschieden sind.

3. Beziiglich der in Definition 1.1 beschriebenen Verkniipfungen ist K [x] ein kommutativer
Ring mit 1 und ein K-Vektorraum mit dimg K[x] = oo.

4. Man schreibt oft die Summanden 0z™ nicht mit. Dann ist 0 das Nullpolynom mit dem
Grad —oo, und f(x) = ap,z™ + a, 12" ' + ... + a1x + ag mit a, # 0 ist ein Polynom
vom Grad n.

5. Ein Polynom n-ten Grades f(z) heit normiert, wenn a, = 1.

6. Es gilt grad(f(x) - g(x)) = gradf(z) + gradg(z), denn fiir f(z),g(z) # 0 mit f(z) =
™ + ...+ ap und g(z) = bx™ + ... + by gilt

f(2) - g(2) = apbma™™ + (anbp—1 + ap_1bp) ™™+ 4 (arbo + agby)x + ap.

Satz 1.2 (Division mit Rest) Seien f(x),g(z) € K[z] und es gelte g(x) # 0. Dann gibt
es q(x),r(x) € K[z] mit f(x) =q(x) - g(x) + r(x) und gradr(z) < gradg(z).
Beweis. Gilt gradg(z) > gradf(z), dann folgt mit ¢(z) = 0 und r(z) = f(z) wegen
f(z) =0-g(x)+ f(x) die Behauptung. Sei also gradg(z) < gradf(z) und damit insbesondere
grad f(z) # —oo. Wir beweisen den Satz nun durch Induktion nach n := gradf(z) > 0.
n = 0: Dann sind g(z) = by und f(z) = a konstant und f(z) = (ag - by") - g(z) + 0.
n > 0: Mit der Darstellung

flx) = apz"+...+a1x+ag und

g(x) = bupax™+...+bix+by wobeim <n, b, #0

n—m

definieren wir h(z) := f(z) — a,b,'z"™ - g(x), also

h(z) = anx™ + ...+ ag — anx™ — apb, by 12" — ... — a,b thox™ ™.

Es folgt gradh(z) < n und mit der Induktionsvoraussetzung ist h(x) = ¢'(z) - g(z) + r(x)
mit ¢'(z),r(z) € K[z], wobei gradr(z) < gradg(z). Nach Konstruktion ergibt sich

f(@) = h(z) + anb, " "g(z) = (¢ (z) + anb,, 2" ")g(z) +r(2).

Beispiel. Wir betrachten iiber dem Kérper K = Q die Polynome f(z) = 2% + 22% + x + 1
und g(z) = 2? — 2z + 1. Dann gilt
42+ +1:2>—2r+1=0+4
2 =22 +x
422 +1
4o — 8z +4
8z — 3
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Wir erhalten also die Darstellung 2 + 222 + x + 1 = (z +4) - (z* — 22 + 1) + 8z — 3.
Definition 1.3 Ein Polynom f(z) = a,2" + a,_12" ' + ... + a1x + ag € K|z] hat an der
Stelle a € K den Wert

f(a) = apa™ + ap_1a™ ' 4+ ...+ aia + ao.

a heifst Nullstelle von f(z), wenn f(a) = 0.

Bemerkung.
1. Fir f(z),9(z) € K[z],a € K gilt
(f +9)(a) = fla) + g(a) und (f-g)(a) = f(a)-g(a).

2. Gilt f(z) =ap € K, so folgt f(a) = ay fiir alle a € K.

Korollar 1.4 Sei f(z) € K[z] und a € K. Genau dann ist a eine Nullstelle von f(x), wenn
ein g(x) € Klz| existiert mit f(z) = g(x)(xz — a), wenn also x — a das Polynom f(x) teilt.

Beweis. Es gibt ¢(x), r(z) € K[z] mit gradr(z) < grad(x—a) = 1 und f(x) = q(z)-(z—a)+r.

Einsetzen liefert f(a) = q(a)(a —a) +r =1
O

Durch vollstéandige Induktion folgt aus Korollar 1.4

Korollar 1.5 Sei f(x) € K[z| mit gradf(z) = n und seien ay,...,aq; € K wverschieden.

ai,...,a; sind genau dann Nullstellen von f(x), wenn ein g(x) € Klz| existiert, so dafs
flz) =g(x) - (x —ay) - ... - (x — ). Insbesondere hat f(x) also hiochstens n verschiedene
Nullstellen.

Ist K ein Korper und f(z) € K[z], dann sagt man, dafl f(x) tiber K vollstédndig in Linearfak-

toren zerfallt, wenn es ein a € K, a # 0 und verschiedene ay,...,a; € K sowieny,...,ny € N
gibt, so daf}

flx)=a-(x—a)™ ... - (x—ag)"™
gilt. ay,...,ax sind dann genau die verschiedenen Nullstellen von f(x), und nq,...,ng sind

cindeutig bestimmt. a; heifit n;-fache Nullstelle von f(z).

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dafl jedes Polynom f(z) € C[z] iiber C vollstandig
in Linearfaktoren zerfillt. Ist nun speziell f(x) € R[z], wobei f(z) = 2" + a, 12" ! +
...+ a1x + ap (a; € R), dann zerféllt f(x) zwar iiber C, i.a. aber nicht {iber R vollstandig
in Linearfaktoren. In diesem Falle existieren «q,...,a; € R und quadratische, normierte
Polynome ¢, ..., ¢ € Rlz| mit

fle)=(—a)-...-(x—a) - q1() - ... - q(x),
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wobei kein ¢;(x) eine reelle Nullstelle hat. Ist eine komplexe Zahl « = a+bi € C mit a,b € R
Nullstelle von f(x), dann ist auch @ = a — bi eine Nullstelle von f(z). Ein ¢;(x) aus der
obigen Darstellung hat dann die Form

¢i(7) = (r — a)(x — a) = 2* — 2ax + a* + b*.

Beispiel. f(z) = 2* -1 = (2> — 1)(2* + 1) = (z + 1)(z — 1)(2® + 1). Also hat f(z) die
Nullstellen —1,1,7, —i € C.

Anwendung in der linearen Algebra.

Ist V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, so bezeichnet
End(V):={f:V — V| f linear}

die Menge aller Endomorphismen von V.
End(V) ist ein K-Vektorraum und ein Ring mit 1 beziiglich der Verkniipfungen "+” und
"o" die durch
frg: V—V ; v f(v)+g(v),
fog: V—V ; v f(g(v))
kef: VsV o5 vk f(v)
gegeben sind. Wir priifen nur beispielhaft die Distributivitét nach:

(folg+n)(w) = fllg+h)(v)=flg(v)+h(v)) = flg(v)) + f(h(v)).
(fog+foh)(v) = fog(v)+foh(v)=flgv))+ f(h(v)).

Das Einselement von End(V') ist die Identitdat von V: 1 =idy € End(V).
End(V) heift Endomorphismenring (~ algebra) des Vektorraums V', und wegen Korollar 2.4
aus Kapitel 4 gilt dimg End(V) = n?.

K, , ist beziiglich der Matrizenaddition und des Matrizenproduktes ebenfalls ein Ring mit
1 und ein K-Vektorraum mit dimg K, , = n?. Beziiglich einer festen Basis von V ist eine
Darstellung der Endomorphismen durch Matrizen gegeben:

©:End(V) — K, n, ¢+— A,
Diese Zuordnung ist bijektiv und fiir alle ¢, 1 € End(V), k € K gilt:

Apoy = Ay Ay

Aid = En
Aprp = Ap+ 4y
A = k- A,

Die ersten drei Gleichungen besagen, dal © ein Ringhomomorphismus, die letzten beiden,
daB © ein Vektorraumhomomorphismus ist. Insbesondere sind die beiden Gruppen Aut(V)
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und GL(n; K) als Einheitengruppen der Ringe End(V') und K, ,, isomorph.
Ist f(z) € K[z] mit f(z) = apa™+ ...+ a1z + ap und ¢ € End(V), so definiert man

fl) =an-¢"+...+a1-p+ag-id € End(V),
wobei ¢! = po...o0¢ die i-fache Hintereinanderausfiihrung von ¢ bezeichnet. Damit gilt
(S —
i—mal

fir f(z),g(x) € K[z]

(f+9)(p) = flp)+g(p) und (f-g)(p)=f(p)ogle)

¢ heiBt Nullstelle von f(z), wenn f(p) die Nullabbildung ist.
Entsprechend definieren wir fiir A € K,,,, und f(x) = a,2™ + ...+ a1z + ap € K|x]

f(A) =a, A"+ ...+ a A+ agFE, € Kn,na

und es gilt
(f +9)(A) = f(A) +9(A) und (f-g)(A) = f(A)-g(A).
A heifit Nullstelle von f(z), wenn f(A) die Nullmatrix ist.

1 2
11

w-r-a-ne (33)-(31)-(01)-(38).

A ist also eine Nullstelle von f(x). Fiir die assoziierte lineare Abbildung

Beispiel. Ist A = ( ) € Qg und f(z) = 2? — 2z — 1 € Q[z], dann ist

2 Q2 — @2 mit €1 — (]-7 1)7 €y — (27 1)

gilt f(¢) = ¢* — 2p —id = O, das heifit, ¢ ist ebenfalls eine Nullstelle von f(z).

Satz 1.6 Sei V' ein K-Vektorraum mit dimg V' = n. Dann existiert zu jedem ¢ € End(V)
ein f(z) € K[z, f(z) # 0 mit gradf(x) < n? und f(p) = O.

Beweis. Wegen dimy End(V) = n? sind id, o, ¢?, . .. ,@”2 linear abhéngig. Damit existieren
ag, A1, ..., a2, nicht alle 0, mit

anz-@”2+...+a1-<p+a0-id:(9,

und f(x) := 2™ 4 ...+ a1z + ao erfiillt die Bedingungen des Satzes.
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Entsprechend gilt

Satz 1.7 Zu jedem A € K, exzistiert ein f(z) € K[z], f(z) # 0 mit gradf(z) < n? und
f(4) =0,

Bemerkung. Ist ¢ € End(V) und dimg V' < oo, dann gibt es wegen Satz 1.6 ein f(z) €
K|z, f(x) # 0 mit den Eigenschaften

L flp) =0.

2. f(x) ist normiert.

3. f(z) hat mit 1) und 2) minimalen Grad.

Satz 1.8 ¢ und f(x) seien wie in der vorangehenden Bemerkung und g(z) € Klx] mit
g(p) = O. Dann gibt es ein h(z) € Klx] mit g(x) = f(z) - h(x).

Beweis. Wegen Satz 1.2 existieren ¢(x),r(x) € Klz] mit g(x) = ¢(x) - f(z) + r(x) und
gradr(z) < gradf(z). Daraus folgt O = g(v) = q(p) o f(p) + (), also r(p) = O,
da f(p) = O. Wegen Punkt 3 der voranstehenden Bemerkung (gegebenenfalls mufl r(x)
zunéchst normiert werden) gilt r(x) = 0.

O

Korollar 1.9 ¢ und f(x) seien wie in der voranstehenden Bemerkung. Dann ist f(x) durch
@ eindeutig bestimmit.

Beweis. Ist f(z) € K|[z] auch ein Polynom mit den drei in der Bemerkung beschriebe-

nen Eigenschaften, dann gibt es wegen Satz 1.8 zwei Polynome h(z),h(r) € K|r] mit

f(x) = f(z)-h(x)und f(z) = f(z)-h(r),also f(x) = f(x)-h(z)-h(z). Es folgt h(x), h(z) € K.

Da f(z) und f(z) normiert sind, ergibt sich h(z) = h(z) = 1, das heiBt f(z) = f(x).
O

Definition 1.10 i) Sei V' ein K-Vektorraum mit dimyg V' < oo. Das durch ¢ € End(V)
eindeutig bestimmte normierte Polynom f(x) € K|z|, f(x) # 0 kleinsten Grades mit f(p) =
O heifst Minimalpolynom von ¢, geschrieben p,(z).

ii) Das durch A € K,, eindeutig bestimmte normierte Polynom f(x) € Klx], f(z) # 0
kleinsten Grades mit f(A) = O heifst Minimalpolynom von A, geschrieben pa(z).

Beispiel. Sei K = Q. Dann ist f(z) = 2* — 2z — 1 das Minimalpolynom von A = ( } ?

und f(x) =z — 1 das Minimalpolynom von A = ( (1) (1) )
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2. Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 2.1 Sei V' ein K-Vektorraum und ¢ € End(V'). Dann heifit ¢ € K FEigenwert
von @, wenn es ein v € V, v # O gibt, so daff p(v) = c-v. Ist ¢ € K ein Eigenwert von
@, so heifst jedes v € V, v # O mit p(v) = c¢-v Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert ¢, und
der von den Eigenvektoren aufgespannte Unterraum U, von V heifit Figenraum von ¢ zum
Eigenwert c.

Bemerkung.

1. Ist v ein Eigenvektor, so folgt v # O.
2. Esgilt U.={v eV |pl)=c-v}

Berechnung der Eigenwerte.

Es sei dimg V' = n und A(= A,) die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich einer fest gewihlten
Basis B. Ist ¢ ein Eigenwert von ¢ und x der Koordinatenvektor eines Eigenvektors v von c,
so gilt wegen ¢(v) = ¢ v auch Az’ = ¢- z'. Man nennt ¢ dann auch Eigenwert von A und z
Eigenvektor von A zum Eigenwert c¢. Das Problem, die Eigenwerte eines Endomorphismus’
zu berechnen, kann also zuriickgefiihrt werden auf die Frage, fiir welche ¢ € K das LGS

Azt =c- 2t (22)
eine nichttriviale Losung besitzt. Dafiir bringen wir (22) zunéchst auf die Form

Azt —c-2t=0", also (A—c-E,)z'=0".

Es gilt
a1 — C a12 . A1p
a921 99 — C ... QAon,
A—c-E, =
QAp1 (0% e Qpp — C

Wegen Satz 2.12 aus Kapitel 4 hat Gleichung (22) genau dann eine nichttriviale Losung,
wenn |A — ¢+ E,| = 0. Es folgt also

c € K ist Eigenwert von ¢ <= |[A—c¢-E,| =0.

Fiir die Berechnung von |A — ¢ E,,| definieren wir A — ¢ E,, =: (b;;). Mit der Leibnizformel
(Kapitel 4, Satz 3.2) ist

|[A—c-E,| = Z SgNO - big(1) - - - - * bno(m)
oESn
= byy-... byn+ Z sgno 'bla'(l) e bng(n)
Ot;-isi:il C tritt hbchst:n: (n-2)-mal auf
= (a;; —¢) o (apn — ) + Z sgno - biy(1) bro(n)
oESn
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Da in jedem Produkt bi(1) ... byo(n) mit o # id das c in héchstens n — 2 Faktoren auftritt,
folgt ¢,y = (—=1)" Y ay + ... + any). Weiterhin gilt ¢y = det A.

xa(z) = (=1)"2" + 12" P+t er + o

heifit charakteristisches Polynom von A, und es gilt gradya(z) = n. Man nennt SpurA :=
a1+ ...+ an, Spur von A.

Beispiel.FﬁrA:(é ?)istA—c-E2:<1;C 12 ).Wegen

A—cEy)=(1—-c)(1—c)—4=c*"—2c—3

ist xa(x) = 2? — 2x — 3 das charakteristische Polynom von A, und es gilt SpurA = 2 sowie
|A| = —3. Die Eigenwerte von A sind —1 und 3, weil x4(z) = (z + 1)(z — 3).

Satz 2.2 V sei ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V). Sind A und A’ zwei
Matrixdarstellungen von ¢ beziiglich zweier Basen von V', so gilt x4 = xar.

Beweis. Mit den Ausfithrungen vor Definition 2.13 aus Kapitel 4 gibt es ein S € GL(n; K),
so daB A = S71A'S. Wegen

c-BE,=c-S'S=5"c-E,)S
folgt

A—c-E,| = |ST'AS—-Sc-E,)S|=|SYA —c-E,)S|
|S7Y - |A" = cE,| - |S| = |A" — cE,|.

Definition 2.3 FEs sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € End(V) und A eine
Matrixdarstellung von ¢. Dann heifst

i) Xo(x) == xa(z) charakteristisches Polynom von .
i1) Spurp := SpurA Spur von ¢.

ii1) det p := det A Determinante von .

Bemerkung. Wegen Satz 2.2 sind x,(z), Spurg und det ¢ wohldefiniert.

Korollar 2.4 Ist V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V), so ist ¢ € K
genau dann ein Eigenwert von ¢, wenn c eine Nullstelle von x,(z) ist. Insbesondere hat ¢
also hochstens n verschiedene Eigenwerte.

Satz 2.5 Sei V' ein K-Vektorraum und ¢ € End(V). Sind vy, ..., v, Figenvektoren von ¢
zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten cq, ..., c,, so sind vy, ...,v, linear unabhdingig.
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Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dal vy, ..., v, linear abhéngig
sind. Dann ist n > 2, und wir kénnen sogar annehmen, dafl jeweils n — 1 der Vektoren linear
unabhéngig sind. Wegen Satz 1.13 aus Kapitel 3 18t sich ein v; als Linearkombination der
anderen v; schreiben. Es gelte also 0.B.d.A.

Up = klvl + ...+ kn—lvn—l .

Da ¢ linear ist, folgt
o(vp) = k1p(v1) + ...+ kpo1p(vn_1) -

Wegen der Voraussetzungen des Satzes ist dann
CpUn = k1c1vr + .+ k11 Un 1,
und mit der Darstellung von v, ergibt sich

0= ]{51(61 - Cn)l)l +...+ kn—l(cn—l - cn)vn_l .

Da wir angenommen haben, daf vy, ..., v, linear unabhéngig sind, gilt k1(c; —¢,) = ... =
kn_1(cn_1 — ¢,) = 0, und da die Eigenwerte ¢; nach Voraussetzung verschieden sind, folgt
ki = ... = k,_1 = 0. Also ergibt sich v, = O, im Widerspruch zur Voraussetzung, daf v,
ein Eigenvektor ist.
O

Berechnung der Eigenvektoren.
Um die Eigenvektoren zu einem gegebenen Eigenwert ¢ zu berechnen, mufl das LGS

(A—c-E,)x" =0 (23)

gelost werden. Die Dimension dimg U. des Eigenraumes U. = {v € V' | p(v) = c¢-v} ist dann
durch die Dimension des Losungsraumes von (23) gegeben.

2 11
Beispiel. Fir A= 1 2 1 | ist
-1 2

—_

2—c 1 1
|A—c- Es] = 1 2—c¢c 1
1 -1 2-c

= 2-¢P+1-1-2-0+2—-¢)—(2—¢)
— o)
— 2-B-1 -0

Also sind 1,2 und 3 die Eigenwerte von A. Fiir den Eigenwert ¢; = 1 ergibt sich

}118 M(1 1 10>M(1010)
L 1 1lo 0 —2 010 0100



81

Ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ¢; ist also v; = (1,0, —1). Fiir den zweiten Eigenwert
co = 2 ergibt sich

0 1 1/0 10 1l0

1o 1o f~(0 4 10 )

1 =1 01]0

und ein zugehoriger Eigenvektor ist vo = (1,1, —1). Entsprechend ergibt sich fiir ¢z = 3
B 0 1 -1 110 1 -1 0]0
Lol 8 ”(0 0 20)”(0 0 10)

und ein zugehoriger Eigenvektor ist v3 = (1,1, 0).

Wegen Satz 2.5 sind die berechneten Eigenvektoren im Fall y(K) # 2 linear unabhingig
und bilden eine Basis des K* (y(K) bezeichnet die Charakteristik von K; vergleiche Kapitel
2.2). Wie man leicht sieht, sind vy, vy und v auch im Fall x(K) = 2 linear unabhéngig.

Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V), so ist eine Basis B von V' gesucht,
beziiglich der die Matrixdarstellung A(= A,) von ¢ eine "mdoglichst einfache” Gestalt hat.
Im folgenden wird nun gezeigt, dafl in diesem Zusammenhang die Eigenvektoren von ¢ eine
zentrale Rolle spielen.

Definition 2.6 Eine Matriz A = (a;;) € K, , heifit Diagonalmatriz, wenn a;; = 0 fir alle
i #£ j gilt, das heifst
ain 0
22

Satz 2.7 Mit den Bezeichnungen wie oben gilt:
i) A, ist genau dann eine Diagonalmatriz, wenn B nur aus Eigenvektoren besteht.
ii) Ist A, eine Diagonalmatriz, so sind die Diagonalelemente von A, genau die Figenwerte
von .
Beweis.
i) Ist A, = (a;;) und B = {vy,...,v,}, dann gilt geméB der Definition von A,
©(vj) = a1jv1 + ... + apjv,.

A, ist also genau dann eine Diagonalmatrix, wenn ¢(v;) = a;;v; fiir alle j € {1,...,n}
gilt. Dieses ist aber gerade dquivalent dazu, dafl v; ein Eigenvektor von ¢ ist.
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a1 0
i) Ist A, = eine Diagonalmatrix, so gilt fiir das charakteristische Po-
0 Apn
lynom x,(x) = (a11 — ) - ... (ay, — ). Damit sind a41, . .., an, genau die Eigenwerte

von .
O

Definition 2.8 V' sei ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V). Dann
heifst ¢ diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V' gibt, beziiglich der ¢ einer Diagonalmatriz
zugeordnet ist.

Korollar 2.9 Zerfillt x,(z) dber K wollstindig in paarweise verschiedene Linearfaktoren,
so st o diagonalisierbar.

Beweis. Da grady,(z) = dimg V' = n, hat ¢ genau n paarweise verschiedene Eigenwerte.
Wegen Satz 2.5 folgt die Behauptung.
O

Bemerkung. Die Umkehrung von Korollar 2.9 gilt nicht.

Satz 2.10 Ist V ein K-Vektorraum mit n = dimg V', dann ist ¢ € End(V) genau dann
diagonalisierbar, wenn gilt

i) Xp(x) zerfdllt iber K vollstindig in Linearfaktoren.

ii) Ist ¢; ein n;-facher Eigenwert (d.h., ist ¢; eine n;-fache Nullstelle von x,(x)), so gilt
dimg U, = n;.

Beweis. "=": Ist ¢ diagonalisierbar, so gilt beziiglich einer geeigneten Basis

1
4, = Co 0 |
0 Ch,
und damit gilt fiir das charakteristische Polynom x,(z) = (¢ — ) - ... (¢, — ). Sei ¢; ein
m-facher Eigenwert, etwa ¢y = ... = ¢, und ¢; # ¢; fiir i > m. Da dimg U,, gerade durch die

Dimension des Losungsraumes von (A, — ¢ E,, )" = OF und damit durch n —Rg(A, — 1 E,)
gegeben ist, folgt wegen

A, — clEn ==
)
v Cm+1 — C1

0 Cp — C1
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da Rg(A, — 1 E,) = n—m und damit dimg U, = m gilt. Entsprechendes folgt fiir ¢;,7 > 1.
"<": Nach Voraussetzung ist x,() = (1 — )™ -...- (¢ — z)™, wobei ¢y, ..., ¢ verschieden
sind. Sei {v,..., v}, } eine Basis von U,. Wir zeigen, daB8 {v} | i =1,...,;j =1,...,n;}
linear unabhéngig ist. Wegen ny + ...+ n; = n und Satz 2.7 folgt dann die Behauptung. Sei

also
l n;
>3 ks 0.
i=1 j=1
Y
Wegen w; € U,, ist w; = O oder w; ein Eigenvektor zum Eigenwert ¢;. Aus wy +...+w; = O
folgt wy = ... = w; = O mit Satz 2.5. Damit ist O = w; = "%, kyvh. Weil {vf,... v} }
linear unabhéngig ist, folgt k;; = ... = k;,,, = 0 fiir alle 4.
O

Bemerkung. Die Vielfachheit von ¢; ist stets eine obere Schranke fiir dimg U, .

Erinnerung (vergleiche Kapitel 4.2)

A, bzgl. B Ist A, die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich einer

Basis B und A, die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich

/ einer Basis B' von V, so gilt A}, = S—1A,S, wobei S
¥ Aip =5 ’1A¢S die Transformationsmatrix des Basiswechsels B’ — B
ist. Es gilt dann S € GL(n; K). Ist also zum Beispiel

A:o brgl. B’ ¢ durch A, beziiglich B gegeben, so ist ¢ genau dann

diagonalisierbar, wenn ein S € GL(n; K) existiert, so
daB8 S71A,S diagonal ist.

Definition 2.11 Seien A, B € K, ,,.
i) A und B heiffen ihnlich, wenn ein S € GL(n; K) existiert, so daf A= S™'BS gilt.

ii) A heif$t diagonalisierbar, wenn A zu einer Diagonalmatrixz dhnlich ist.

Bemerkung.

1. ¢ € End(V) ist genau dann diagonalisierbar, wenn A, diagonalisierbar ist.

2. Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom, dieselbe Determinante
und dieselbe Spur (vgl. Satz 2.2).

3. Die Satze 2.5 und 2.10 gelten entsprechend fiir Matrizen.

4. Ist S7*AS eine Diagonalmatrix, so ist die i-te Spalte von S ein Eigenvektor von A zum
FEigenwert ¢; und umgekehrt, denn
C1 0 C1 0
S1AS = — AS=5
0 Cp, 0 Cn
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Beispiel. Sei K = Q.

0 —c 1 0

1 gilt [A—cEs|=| 0 —c 1 . Mit Hilfe der Regel von
-1 2 2 —1-c

Sarrus erhalt man also

0
1. Fir A = 0
2

N O =

xal@)=2*(-1-2)+2+22=—2—2* +204+2=2—2%)(x+1).

Da x A(z) tiber Q nicht in Linearfaktoren zerfillt, ist A iiber Q nicht diagonalisierbar.
Uber R zerféllt x4(z) aber in paarweise verschiedene Linearfaktoren, das heifit, iiber
R ist A diagonalisierbar.

1 0
-1 1
(r — 1)%. Also ist 1 ein doppelter Eigenwert von A.

2. Die Matrix A = ( ) hat das charakteristische Polynom y(z) = 2 —2r+1 =

Wegen A —1- FE, = _01 8 folgt dimU; =2 —Rg(A—1-Ey) =2—-1=1#2.
A ist also nicht diagonalisierbar (weder iiber @Q, noch iiber R oder einem anderen

Korper).
3. Fiir die Matrix A wie im Beispiel nach Satz 2.5 gilt

2 L EW:| 1 | 2 | 3 |

4= 1 _21 ; und oo | (1,0,—1) | (1,1,-1) | (1,1,0) |”

wobei EW die Eigenwerte und EV zugehorige Figenvektoren bezeichnen. Um A zu
diagonalisieren, konnen wir die Eigenvektoren als Spaltenvektoren der Transformati-
onsmatrix S wéhlen (vergleiche Bemerkung 4):

1 11 100
GL(3;Q)>S:= 0 1 1 und STTAS=| 0 2 0
-1 -1 0 00 3

Satz 2.12 Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und ¢ € End(V'). Ein ¢ € K st
genau dann ein Eigenwert von o, wenn ¢ eine Nullstelle des Minimalpolynoms pu,(x) ist.

Beweis. "=": Ist v ein Eigenvektor von ¢ zu ¢, dann gilt

O = 1,(9)(v) = () - v,

also p1,(c) =0, da v # O.
"<": Gilt p,(c) = 0, dann existiert nach Korollar 1.4 ein Polynom ¢(z) € Klz], so dafl
to(2) = (z—c)-q(z). Somit folgt 11,(p) = (p—c-id)oq(p). Es ist gradg(z) = gradp,(z)—1 <
grady,(z), und ¢(z) ist normiert. Da p,(z) das Minimalpolynom von ¢ ist, folgt ¢(¢) # O.
Also gibt es ein v € V mit w := q(p)(v) # O und (¢ — c-id)(w) = (¢ — c¢-id)q(p)(v) =
to(@)(v) = O. Damit ist ¢(w) = ¢ - w und w Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert c.

O

Bemerkung. Im allgemeinen sind das charakteristische Polynom x.(x) und das Minimal-
polynom i, () verschieden.
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Satz 2.13 Ist V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, dann ist ein Endomorphismus
¢ € End(V) genau dann diagonalisierbar, wenn das Minimalpolynom p,(z) tiber K wvoll-
standig in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfillt.

Beweis. "=": Wegen Satz 2.7 hat V eine Basis B = {vy,...,v,} von Eigenvektoren, etwa
o(v;) = cvg, i =1,...,n. O.B.d.A. seien ¢y, ...,c,. genau die verschiedenen Eigenwerte von
¢. Wir zeigen, dafl ji,(z) das Polynom

fl@)=(x—c¢) ...-(x—¢) € K[z]

teilt. Fiir jedes i = 1,...,r gilt

fa)= I —e) | @—e)

und damit
Fl)(w) = H(s@ —¢;-id) | (p— ¢ -id)(v) = H(s@ —¢;-id) | (p(v) — ;i v) = O,

falls v € B zum Eigenwert ¢; gehort. Da B eine Basis von V ist, folgt f(¢) = O, das heifit,
f(p) ist die Nullabbildung. Wegen Satz 1.8 teilt somit p,(x) das Polynom f(z).

"<": Nach Voraussetzung ist p,(z) = (z —¢1) - ... - (¥ — ¢,) mit paarweise verschiedenen
Nullstellen. Wir definieren

() = (x_cl)"'-'(-T_Ci—l)'(l’—clurl)'...'(.CL’—CT) un
lZ() (ci_cl>'~--'(Ci—Ci_l)'(Ci—CH_l)'...-(Ci—CT) d
C(z) = (ci—cl)~...~(ci—ci_1)~(ci—ci+1)~...-(ci—cr).

Dann gilt [;(¢;) = 1 und l;(¢;) = 0 fiir ¢ # j. Definieren wir weiterhin p(z) := li(z) +... +
L(w) =Losodst ey = f(e) 4. +l(c)—1=0, i=1,...,r.

p(x) hat damit r verschiedene Nullstellen. Da aber gradp(x) < r, folgt wegen Korollar 1.5,
daB p(z) = 0 und damit 1(x) + ...+ .(x) = 1. Also gilt [1(p) + ...+ [,(p) = id, das heift,

Le)(V)+ ...+ L(e)(V)=V. (24)

Im Hinblick auf Satz 2.7 bleibt zu zeigen, dafl V' eine Basis von Eigenvektoren hat. Da jedes
l;(¢)(V) ein Unterraum von V' ist, reicht es aus nachzuweisen, daf jedes v € [;(¢)(V) mit
v # O ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert ¢; ist. Sei also v = [;(p)(w), w € V. Dann gilt

(¢ — i id)(v) = (¢ — i - id) o Li(p) (w) = ¢y - py () (w) = O,

also p(v) —¢;-v=0.
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2 0 O
Beispiel. Die Matrix A = | —1 3 —2 | ist keine Diagonalmatrix, also pa(z) # x — c.
-1 1 0
Wegen
4 0 0 2 0 O 100 0 00
A* —3A+2B5=| 37 -6 | -3 -1 3 2 |+2l010]=|000
-3 3 -2 -1 1 0 0 01 0 00
folgt pa(z) = 2*> — 3z + 2 = (x — 1)(x — 2) und damit die Diagonalisierbarkeit von A.

3. Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 3.1 Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V') mit dem Mini-
malpolynom pi,(x) und dem charakteristischen Polynom x,(x), dann gilt

i) py(z) teilt x,(x).
i) Es gibt einr € N, so daf x,(x) das Polynom pi,(x) teilt.

Korollar 3.2 Es gilt x,(¢) = O.

Korollar 3.3 (Cayley-Hamilton) Fiir jedes A € K,,,, gilt xa(A) = O.

b

. e .. a
Beispiel. Fiir A = < e d

) ist das charakteristische Polynom y 4(x) = 2*—(a+d)xz+ad—bc,
und es folgt

xa(4d) = A*—(a+d)A+ (ad — bc)E,
B a*>+bc ab+bd\ ([ a®+ad ba+bd n ad — bc 0
— \ac+cd be+ d? ac+cd ad+ d? 0 ad — be
B 00
n 00 )"
Beweis von Satz 3.1. Wir definieren rekursiv eine Folge von Unterrdumen:
U(] = {O}, sei (%] g U().

Uy = U+ [{vr, o(v1), ©*(v1),...}]; sei vy & Uy.
Uy = U+ [{va, 0(v2), 0*(v2),...}]; seivs & Us.

Ui = Uifl + [{'Ui, ()0(1)7;), QDZ(Ui), - }], sei Vi1 g Uz

U = U1+ [{v, 00), 0*(v),...} = V.
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Dann gilt

Ur = [{¢"(n) [ v e N},
Uy = [{#"(v1),¢"(v2) [ v € No}l,

Ui = [He"(vy) |veNoj=1,....i}],

Ur - [{¢V(Uj) | S N07 j = 17"'7T}]7
und fiir k£ € Ny ist
gpk(UZ) - [{(pUJrk(Uj) | S N07 .] = 17 o 7Z}] - Ul .

Damit gilt fiir jedes f(x) € K|z]

flo)(Us) CU;. (25)
Wir betrachten nun zunéachst U;. Es gibt ein m; € N mit
U1 7é O?
90(1“) ¢ [’Ul]>

e (1) & (o1, @(v1)],

") E o (o), @™ T ()]
Spml(’lh) < [Ulagp(vl)a"' e l(vl)]
Wegen Aufgabe 3.8 aus Kapitel 3 ist {vy, p(v1),...,¢™ *(v1)} =: B; linear unabhingig.
Durch vollstandige Induktion zeigt man nun, dafl ¢ (vl) [v1, p(v ) oM wy)] fiir alle
[ € N gilt, und damit ist By eine Basis von U;. Sei ¢ (vy) = ZT - aly)w”(vl), also
mi—1
" (v1) + Z app”(v1) = O
v=0

Wir setzen fi(z) := 2™ + 3.7 ay,a” € K[z]. Dann ist fi(z) normiert mit fi(¢)(v;) = O
und beziiglich dieser Eigenschaften hat fi(z) minimalen Grad.
Entsprechend der vorangehenden Uberlegungen hat U;_; eine Basis der Form

Bi—l :{QOVj(Uj) |]: 17,7,—1, Vj :O,...,mj—l}.
Wir betrachten nun U;. Es gibt ein m; € N mit
U ¢ Ui,

o)) & [BisaU{will,
©*(vi) & [Bi—1 U{vi, o(vi)}],

" v) & [Bimi U{wg(vs), ... 0™ 2 (0)}],
€ [Bi—l U {Ui> SO(UZ')’ s 790mi_1(vi)}]'
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Wegen Aufgabe 3.8 aus Kapitel 3 ist B;_;U{v;, p(v;), ..., ™ *(v;)} =: B; linear unabhiingig,
und wie oben ergibt sich, dafl B; eine Basis von Uj ist. Sei

m;—1
P (v) =i+ Y (—ai)e” (v;),
v=0
wobei w;_; € U;_y. Das Polynom fi(z) = o™ + 3.7 ta,2" € Klz] ist normiert, es

gilt fi(p)(v;) € U;—; und mit diesen Eigenschaften hat f;(z) minimalen Grad. Damit ist
B={¢"(;)|j=1,...,mv;,=0,...,m; — 1} eine Basis von V, und A sei die zugehérige
Matrixdarstellung von ¢, also

0 0 0 —a1g * ... . * *
10 ... —a11
01 : :
: 0 :
- -0 : :
00 ... 0 1 —aim-1)|* *
00 0 0 0 0 —a
| | " = A
1 0 : —a21
01 : :
0
; : Do 1 0 : :
0 0 ... 0 0 0 0 e 0 1 —ag(mQ_l) *
00 0 0 0 0 0 *
In Blockform hat A die Darstellung
0 0 0 —a;o
Al * 1 0 —Q;1
Ap
A= ) , wobei A; =] 0 1
0 A 20 e 0
1
Wegen Aufgabe 4.10 aus Kapitel 4 und Aufgabe 5.6 ergibt sich nun
Lo xa() = xa (2) - xa, (2) -
2. xa,(z) = £fi(z).
Damit folgt x,(z) = xa(z) = £fi(z) - ... fr(x). Wir zeigen jetzt die Behauptungen i) und

ii) des Satzes.
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i) py(z) teilt x,(x). Wegen Satz 1.8 geniigt es, x,(¢) = O zu zeigen.
Behauptung: f;(p)(U;) C U;_;.
Da fi(x)z¥ = z¥ f;(z) fir alle v € Ny, ist auch f;(¢)p” = ¢” fi(p) fir alle v € Ny, und
wegen (25) und den Eigenschaften von f;(z) folgt
fil)(Ui) = [fi(e)(Uia) + file)([¢"(vi) [ v € No]) € Uiy + [fi(0)@"(vi) | v € No]
= Ui +[¢"filo)(vi) | v €No] CU 1 + Uiy S U

Also ist mit U, =V

Xe(@)(V) = filp)o...of(@)(Ur) € filp)o...0 fra(@)(Upa) C ...
< file)(Uh) € U ={0}.
i) 3r € N: x,(z) teilt u,(z).
Behauptung: f;(z) teilt pu,(z) (dann ist x,(z) Teiler von uf,(v)).
Es gilt p,(z) = ¢i(x) - fi(x) + ri(x) mit gradr;(z) < gradf;(z). Damit ist
O = (@) (i) = ailp) o file) (i) + i) (vi)
€ qi(p)Ui1) +ri(e)(vi) € Uimy +7i(0) (v3).

Daraus folgt 7;(¢)(v;) € U;—1. Wegen der Minimalitédtseigenschaft von gradf;(z) und
gradr;(x) < gradf;(z) ergibt sich r;(x) = 0.

N

|

Korollar 3.4 Sei V' ein K-Vektorraum mit dimg V = n und sei p € End(V). Gibt es ein
v eV mit V=_[v,p),...,e" 1 (v)], so gilt xp = Lfi,.

Beweis. Wihle v; = v im obigen Beweis.

4. Die Jordansche Normalform

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V). Ist ¢ nicht diagonalisierbar, so
ist A, beziiglich keiner Basis von V' eine Diagonalmatrix. Im folgenden soll nun erdrtert
werden, wie “einfach” eine Matrixdarstellung A, sein kann und wie man erkennen kann, ob
eine gegebene Matrix A eine Darstellung von ¢ beziiglich einer geeigneten Basis von V ist.

Satz 4.1 (Jordansche Normalform) Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum sowie
¢ € End(V). Zerfallt x,(x) dber K wvollstindig in Linearfaktoren, so hat ¢ beziiglich ei-

ner geeigneten Basis die Darstellung ‘.

Al A 0 1 C; 0
A, = 2 mit A, = 1
0 .
A, 0

1 C;

Auf der Hauptdiagonalen von A, stehen die Eigenwerte von ¢ gemdf$ ihrer Vielfachheit.
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Bemerkung. Gilt A; € K, ,,,, so heifit A; Jordanblock der Gréfle n; zum Eigenwert c;.

C1 0

c
Spezialfall: Ist ¢ diagonalisierbar, so ist A, = ? . ,also A; = ().

Satz 4.2 (Jordansche Normalform) Zerfillt fir B € K, , das charakteristische Poly-
nom xp(z) tber K vollstindig in Linearfaktoren, so ist B dhnlich zu einer Matriz A € K, ,,

mat
Ay 0

A= . wobei A; ein Jordanblock ist.
0 Ay

Wir zeigen zunéchst:

Lemma 4.3 Satz 4.1 gilt, wenn alle Figenwerte von ¢ gleich sind.

Beweis. ¢ habe zunichst den n-fachen Eigenwert 0. Dann gilt x,(z) = +a", also ¢ = O
wegen des Satzes von Cayley-Hamilton (Korollar 3.2). Definieren wir fiir jedes v € V,v # O:

ordv :=min{i € N | ¢'(v) = O} < n,
dann gilt v, p(v), ..., " (v) # O und >4 (v) = O. Die Menge
B(v) = {v, (v), ..., " (v)}
heifit Bahn von v.

Behauptung: Es gibt vy,...,v, € V, so dal B := B(v;)U...UB(v;) eine Basis von V ist,
wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet. Beziiglich B hat ¢ dann die Darstellung

00 ... 0 0
1 Lo
0o 1 .. .. 0
o -
0 1 0
0 0 0 0 ,
1 0 :
0 0 1
. -
0 1 0
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also die gewiinschte Form.
Beweis der Behauptung: Jede Basis B von V' hat die Form

B = B(v)U...UB(n)WH{ai,...,as}

mit orda, < ... <orda; <ordv; =:t; fiirt = 1,...,1. Wihle B so, daf§ zunéchst s und dann
mit diesem s auch orda; + ...+ orda, minimal ist.

Annahme: s > 1. Wir definieren orda; =: t. Da s minimal gewéhlt war, sind die Vektoren der
Mengen B(v;),...,B(v), B(a;) linear abhiingig (sonst lieBe sich B(v;)U...UB(v)UB(a;)

durch einige der as, ..., as zu einer Basis von V' ergénzen). Dann gilt
1 t—1
0 = (Z Z kij<p’(vj)) + k’oal + ...+ k‘t_lﬁpt_l((ll), (26)
j=1 i=0
und nicht alle k;;, k, sind 0. Wire ko = ... = k;—; = 0, so wiire k;; = 0, da B(v1)U...UB(v;)

linear unabhéngig ist.
Sei also v minimal mit k, # 0 fiir 0 < v <t —1, also 1 <t — v. Wenden wir ¢ auf (26)
an, so ergibt sich

1 ti—1
O = Z Z kz]<,01+t “(v;) + kvt Y(ag) + ...+ kt—1§0t71+tiu(a )
j=1 i=0 ~

Es folgt k;; =0 firalle j =1,...,lund i mit ¢ +¢ — v < t;, also i < t; — ¢+ v. Wenden wir
nun ¢!~ auf (26) an, so ist weiterhin

tj—l l
0 =3 ke ) + k@ @) = 3 kg () + ko' (@)
j=1 i=0 Jj=1

Definiere

)
S
I

K *tJrV)jSOtjit(vj) +kyar.
1

(<.
Il

7

€[B(o1)U...UB(w)
Wegen ¢ < t; ist a} wohldefiniert, und B(v1)U...UB(v;)U{a}, as, ..., as} ist eine Basis von
V wegen Satz 1.17, Kapitel 3. Es gilt aber
I

@t_l(ag) = Z k?(tj—t+u)j90tj_1(vj) + kusﬁt_l(éh) =0,

Jj=1

also orda) < orda;. Das widerspricht der Minimalitéit von orda; + ...+ ordas. Damit ist die
Annahme ”s > 1” falsch, und B(v;)U...UB(v;) ist eine Basis von V.

Sei nun der Eigenwert ¢ von ¢ nicht notwendig 0. Es gilt x,—c.ia() = Xxo(z + ¢), und damit
hat ¢ — ¢ -id den n-fachen Eigenwert 0. Es gibt also eine Basis, beziiglich der ¢ — ¢ - id die
Darstellung
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hat. Da c- F,, die Darstellung von c - id ist, hat ¢ = ¢ — ¢ -id 4 ¢ - id die Darstellung

. c 0
Al 0 1

¢
mit A} = 1

Beweis des Satzes iiber die Jordansche Normalform.
Wir beweisen den Satz durch vollstandige Induktion nach dimg V', wobei der Induktionsan-
fang dimy V' = 1 offensichtlich ist. Sei nun ¢ ein Eigenwert von . Dann ist

Kern(¢ — ¢ -id) € Kern(¢ — ¢ -id)* C Kern(p — ¢-id)* C ...
eine aufsteigende Kette von Unterrdumen. Da dimg V' < oo, gibt es ein m € N mit
Kern(p — ¢-id)™ = Kern(p — ¢ - id)™*" fiir alle r € N.
Aus Satz 1.10 in Kapitel 4 folgt
dimg Kern(p — ¢-1d)™ + dimg Bild(¢ — ¢ - id)™ = dimg V.

Behauptung: Kern(p — ¢-id)™ N Bild(¢ — ¢ -id)™ = {O}.

Sei v € Kern(p — ¢ -id)™ N Bild(p — ¢ -id)™, also v = (¢ — ¢ -id)"(w) fir w € V und
O = (p—c-id)*™(w). Dann gilt w € Kern(p — c¢-id)?*™ = Kern(p — c¢-id)™, das heifit v = O.
Es folgt also V' = Kern(¢ —¢-id)" @ Bild(p — ¢-id)™ = U ® W, wobei U = Kern(p — ¢-id)™
und W = Bild(¢ — ¢-id)™.

e(U) C U : Fiir alle v € U folgt (¢ —c-id)™(v) = O und damit O = ¢(p — ¢ -id)™(v) =
(p —c-id)™p(v). Also gilt p(v) € Kern(p — ¢-id)™ = U fiir alle v € U.

e(W) C W : Firv e W gilt v = (¢ — ¢ id)™(w) fir ein w € V. Damit ist p(v) =
plp —c-1d)"(w) = (¢ — c-1d)"(p(w)) € W.

Wir definieren nun die Abbildungen

¢o: U—U; u +r— p(u) und
v W—W; w — p(w).

Sei By eine Basis von U und By, eine Basis von W. Dann ist By U By, eine Basis von V', da
V =U @& W. Bezeichnen wir mit A, die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich By und mit A,
A, O

0 Ay

By U By und x,(z) = Xx4(z) - xy(x). Die Polynome x4(z) und xy(z) zerfallen iiber K
vollstandig in Linearfaktoren.

dimW < dim V' : Zu zeigen ist U # {O}.

Sei v € V Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert c. Dann gilt (¢ — ¢ -id)(v) = ¢(v) —c-v = O,
also (¢ — ¢ -id)™(v) = O, das heiit v € U. Wegen v # O folgt U # {O}.

diejenige von 1) beziiglich By, so ist die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich
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Nach Induktionsvoraussetzung kann nun By so gewéhlt werden, da8A,, die gewiinschte Form
hat. Zu zeigen bleibt, dal auch By so gewéhlt werden kann, dal A, die gewiinschte Form
hat. Wegen des Lemmas reicht es dazu aus nachzuweisen, daf alle Eigenwerte von ¢ gleich
sind:
Sei ¢ € K ein Eigenwert von ¢ und v € U ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert ¢’. Dann
gilt

O = (p—c-id)™(v) = (p — c-id)" (¢ = )(v)) = ... = (¢ — )™,

also ¢ = c.

Erginzung. Die Darstellung von ¢ durch eine Matrix A mit Jordanblécken ist bis auf die
Reihenfolge der Jordanblocke eindeutig. Wir zeigen dieses nur fiir die Jordanblécke zum
Eigenwert ¢ = 0. Fiir ¢ # 0 betrachte man A — cF,,. Dann ist die Anzahl der Jordanblocke
von A der Gréfle n; zum Eigenwert ¢ gleich der Anzahl der Jordanblocke von A — cE,, der
Grofe n; zum Eigenwert 0. Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus dem folgenden

Satz 4.4 Die Zahl RgA*~! — 2RgAY + RgAv ™! ist gleich der Anzahl der Jordanblicke der
Grofie v zum Figenwert 0.

Beweis. Fiir

Ay AY
' 0 0
_ A : vo__ A;/
A= 0 B, gilt A" = 0 B )
B, BY

wobei A; die Jordanblocke zu einem Eigenwert # 0 und B; die Jordanblécke zum Eigenwert
0 bezeichnen. Da A; reguldr ist, folgt RgA; = RgA! fiir alle r € N. Weiterhin gilt

0 ... 0 0 0
0o 0 ... 0
1 0 ... 0
=1 0 1 O 0 B2 = L o0 0 d i
B; = , Dy = 0 1 0 0 0 und so weiter.
0 Lo 0 10 0
n; — U 0<v<ny
B; habe n; Zeilen und Spalten. Dann ist RgB} = fir
0 n; <v

Speziell gilt also

RgBy =0 <= n; <v.
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Es folgt
RgA” = RgA, + ...+ RgA, + RgBY + ... + RgB,,
und damit

RgA"™' —RgA” = ) (RgB!/™' —RgB!)
=1
= |{i | RgB;™" # RgBy}|
= |{i|RgB;™! # 0}
= [i|n;>v—1}
{i [ ni = v}

Also gilt RgA” — RgA"™ = |{i | n; > v}| und

RgA”™! — 2RgA” + RgA" = |[{i | ny = v}|.

Beispiel. Fiir

2 -1 1 -1 0O 0 0 0
| -3 4 =5 4 . 9 2 —1 1 — 3
A= g _4 A 4 ist A = 0 0 0 0 und A° = 0O.
15 —-10 11 -10 —2 1 -1 1

Damit ist RgA® = 4, RgA = 2,RgA? = 1,RgA3 = 0, und A hat den 4-fachen Eigenwert 0.
Die Anzahl der Blocke der Gréfle 1 zum Eigenwert 0 ist also 4 —2 -2+ 1 = 1, die Anzahl
der Blocke der Grofie 2 zum Eigenwert 0 ist 2 —2- 140 = 0, und die Anzahl der Blocke der
Grofle 3 zum Eigenwert 0 ist 1 —2 -0+ 0 = 1. Als Jordansche Normalform von A erhalten
wir somit

0]
0
0
0

o = OO
— O OO
o O OO

5. Aufgaben

A 5.1 Uberpriifen Sie, ob die reelle Matrix

A= —

O = =
— N
_—_ O

diagonalisierbar ist.
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A 5.2 Berechnen Sie alle a € R, fiir die die Matrix

A=

o W
L =~ &
o 2 O

den Eigenwert 2 besitzt. Fiir welche a ist dann A auch diagonalisierbar? Geben Sie gegebe-
nenfalls S € GL(3;R) so an, daB S™'AS eine Diagonalmatrix ist.

A 5.3 V sei ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V) mit ¢? = ¢. Zeigen
Sie, da3 V' = Kernyp ¢ Bildp gilt und daf ¢ diagonalisierbar ist. Berechnen Sie die Eigenwerte
von ¢ und bringen Sie die Eigenrdume mit Kerny sowie Bildy in Zusammenhang.

A 5.4 Gegeben ist A = (a;;) € K, mit n > 2, sodal a;; =0firi=1,...,nund a;; =1
sonst. Fiir welche n ist A diagonalisierbar? (Beachten Sie die Charakteristik von K.) Geben
Sie gegebenenfalls ein S € GL(n; K) so an, dafl S™'AS eine Diagonalmatrix ist.

A 5.5 V # {O} sei ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V). Das cha-
rakteristische Polynom von ¢ habe die Zerlegung x,(z) = fi(z) - ... - fi(z) in Polynome
fi(z) € K[z] und es sei m := max{gradf;(z) | i = 1,...,{} > 1. Zeigen Sie, daf es einen
Unterraum U # {O} von V mit o(U) C U und dimg U < m gibt. (Hinweis: Benutzen Sie
Korollar 3.2)

A 5.6 Berechnen Sie fiir ao,...,a,-1 € K das charakteristische Polynom von A4, € K, ,
mit

0O 0 -+ 0 —ag
0 - 0 —Qaq
An = 0 1 —Q9
: -0 :
0 -+ 0 1 —ap

A 5.7 Essei K = Q. Zeigen Sie x4(z) = pa(x) mit Hilfe von Korollar 3.4 fur

0 0 -1 -1
5 —4 —4 -4
A= 1 0 -1 -1
-7 5 3 4

A 5.8 Gegeben ist A = (a;5) € K, mit n > 2 und a; =0 fiir i = 1,...,n sowie q;; = 1
fiir © # j sonst. Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 2.13, daB A genau dann diagonalisierbar ist,
wenn n nicht von charK geteilt wird (vgl. Aufgabe 5.4).

A 5.9 Geben Sie fiir die reelle Matrix A die Jordansche Normalform an, wobei

-4 8 14 —6 -3

1 -2 -3 0 1

A= -3 7 12 -4 -3
-3 7 13 =5 -3

-1 4 6 -2 =2



KAPITEL 6

Euklidische Vektorriaume

1. Das Skalarprodukt

Definition 1.1 Fiir einen K-Vektorraum V heifit eine Abbildung
B: VXV —K; (v,w)r— B(v,w)
Bilinearform, wenn fir alle v,v",w,w’ € V und k € K qilt
i) v+, w) = pv,w)+ B, w) und B(k-v,w) =k - [B(v,w).
i) Bo,w+w') = Bv,w) + v, w') und Gv, k- w) =k - 5(v, w).

Bemerkung.
1. Eine Bilinearform ist also linear in beiden Argumenten.
2. Ist [ eine Bilinearform, so gilt 5(O,v) = (v, O0) = 0 fiir alle v € V.

3. [ heiit symmetrisch, wenn fiir alle v,w € V gilt f(v,w) = f(w,v).

Beispiel.

1. Ist B(v,w) := 0 fiir alle v,w € V, so ist 3 eine symmetrische Bilinearform. 3 heift
dann trivial.

2. FnV=K'Ae K,, und z = (z1,...,2,),y = (Y1, .- .,Yn) € K™ wird durch
Y1
Blx,y) == (x1,...,x,)A |
Yn
eine Bilinearform definiert, die i.a. nicht symmetrisch ist. Ist speziell A = E,, dann
gilt B(x,y) = x1y1 + ... + TpY,, und [ ist symmetrisch.
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Satz 1.2 Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, B = {vq,...,v,} eine Basis von V
und b;; € K, 1,5 = 1,...,n. Dann gibt es genau eine Bilinearform 3 :V xV — K mit
B(v;,vj) = byj. Sie ist genau dann symmetrisch, wenn b;; = b;; fir allei,,j=1,... n.

Beweis. Existenz: Da B eine Basis von V ist, gibt es fiir alle z,y € V eine eindeutige
Darstellung

T=21-V1+...+%y Uy, Y=Y -U1+...+Yy" Uy
mit z;,y; € K. Die Abbildung :V xV — K mit

bii ... b n
ﬁ(l',y) = (xbaxn) e K
ist dann eine Bilinearform, fiir die gilt
0
bii ... by :
ﬁ(vi,vj) = (0,...,1,...,0) 1
bnl . bnn
0

= (bzlaabzn> 1 :bZ]

Eindeutigkeit: x,z;,y und y; seien wie oben. Wegen der Bilinearitéit gilt fiir jedes § mit
B(vi,v5) = by

Bla,y) = BO_wwn Y yo) = > > wiy;Blvi,v;)
i j i
= Z Z :Y;bij
v g
das heifit, § ist eindeutig bestimmt.

Symmetrie: Ist 8 symmetrisch, dann ist b;; = §(vi,v;) = B(vj,v;) = bj;. Ist andererseits
bij = bj;, so folgt B(v;,v;) = B(vj,v;) fur alle 4, j = 1,...,n und damit

B(x,y) = Z inyjﬁ<via v;) = Z Z?/ﬂjﬁ(ﬂjvvi)
= Zzyﬂjﬁ(viavﬂ = By, ).

Definition 1.3 Eine Matriz A € K, ,, heifit symmetrisch, wenn A = A', also a;; = aj; fiir
alle 1,7 =1,...,n qilt.
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Wegen Satz 1.2 ist bei vorgegebener Basis B = {vy,...,v,} von V die Zuordnung

Bluy,v1) ... B(vr,vn)
B r— : : =: Ap(f)
B(vp,v1) .. B(Vn, V)

eine Bijektion zwischen der Menge der Bilinearformen von V' und K, ,. Dabei heiit Ag(3)
Matrixdarstellung von [ beziiglich B, und [ ist genau dann symmetrisch, wenn Ag(f3)
symmetrisch ist.

Deutung. Sind (x4, ..., x,) baw. (y1, ..., y,) die Koordinatenvektoren von x,y € V beziiglich
B, so kann ((x,y) direkt mit Hilfe der Koordinaten und Ag() berechnet werden:

Y1
B(m,y) = Z (Z xiﬁ(vi’vj)) Y; = (xh s ’IR)AB(ﬁ) :

J Un

Definition 1.4 IstV ein reeller Vektorraum und 3 : V xV — R symmetrisch und bilinear,
dann heifst 3 Skalarprodukt, wenn ((x,z) > 0 fir alle x € V \ {O} gilt. Ist auf V ein
Skalarprodukt definiert, so heifit V' euklidischer Vektorraum.

Bemerkung.

1. Nach Definition ist eine reelle, symmetrische Bilinearform [ ein Skalarprodukt, wenn
[ positiv definit ist.

2. Ist 8 ein Skalarprodukt, so schreibt man auch (z,y) statt 5(z,y).

Beispiel.
1. Fiir V = R" ist die Bilinearform (-, -) mit
(1, ), (Y1, yn)) =2+ Ty
ein Skalarprodukt, denn es gilt
(1, n), (T1, ., m)) =27+ 22 >0
fir x # O. Man nennt (-, -) das kanonische Skalarprodukt des R™.

2. Sei fiir V' = R? die Bilinearform (-, -) durch

((z1,22), (Y1, 92)) = (21, 22) ( _42 _32 ) ( z; )

gegeben. Dann ist {(z1,x2), (z1,72)) = (221 — 22)* + 23, also (-, -) ein Skalarprodukt.
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3. Ist fiir V = R? die Bilinearform (-, -) durch

(1, 22), (41, 2)) = (21, 72) ( _42 j ) ( " )

Y2
gegeben, so ist (-, -) wegen ((0,1),(0,1)) = —1 kein Skalarprodukt.
4. Ist V.= C%[a, b)) = {f : [a,b] = R | f stetig}, dann wird durch

(f.g) = / fgde (27)

eine symmetrische Bilinearform definiert. Es gilt

b
<f,f>=/ P> 0.

Da jedes f € V stetig ist, folgt weiterhin, dal (f, f) = 0 genau dann gilt, wenn f = O.
Durch (27) wird also auf C°([a, b]) ein Skalarprodukt definiert.

Definition 1.5 Sei V' ein euklidischer Vektorraum und v € V. Dann heifit [|[v]| :== ./ (v, v)
Norm oder Linge von v. Weiterhin heifit v normiert, wenn ||v|| = 1.

Satz 1.6 Ist V ein euklidischer Vektorraum, dann gilt fir alle v,w € V, k € R

i) [(v,w)| < ||| - ||lw]|| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn v und w linear abhdingig sind.

i) [[v]| >0 und (||v]] =0<v=0).

i) ||k -l = [k - o]

w) ||v+w|| < ||| + ||w|| (Dreiecksungleichung).
o) ol = Tlwl] | < Jo = wl].

Beweis.

i) Sei w # O. Dann gilt mit der Definition &k := éﬁ)f}é € R wegen der Bilinearitit und
Symmetrie des Skalarproduktes

0 < Ww—k-wov—k-w)={vv)—k-{v,w) —k-{(wv)+k - {(ww)

— ) — (v,w)> (v, w)? o) (v, w)?
= (vo) 2<w,w> (w, w) (v, v) (w,w)’
also
(v, w)?* < (v,v) - (w,w). (28)

Gilt in (28) sogar Gleichheit, so folgt v — k- w = O und damit v = k - w, das heifit, v
und w sind linear abhéngig. Sind andererseits v und w linear abhéngig, so gilt v = c-w
fiir ein ¢ € R und damit Gleichheit in (28).
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ii) Die erste Behauptung folgt aus der Definition der Norm, die zweite aus der positiven
Definitheit des Skalarproduktes.

ii) [k oll = ,/(E v k- 0) = ,+/F0,0) = [k] - [Jo]].

(v, v) + 2{v, w) + (w, w)]
< AWl + 2w, w)] + [|wl]]®
< Al + 21ol] [Jwl| + [lwl[* = (o]l + [Jwl])*.

iv) (v 4w, v+ w)

Dabei gilt die letzte Ungleichung wegen i) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).

v) Es gilt wegen der Dreiecksungleichung ||[v|| = [[v —w+w|| < [|v—w]||+ ||w]|| und damit
[|v]] = [lwl] <[] — wl|. Analog ist ||wl]| —[|v]| < [[w — || = |Jv — w]| und damit
=l = wl| < fJo]] = [lwl] < {lv —wl].

Ist V ein euklidischer Vektorraum, dann gilt fiir alle v,w # O aus V wegen der Cauchy-
<

Schwarzschen Ungleichung |(v, w)| < ||v]|| - |Jw]], also IISﬁij 1, das heif}t
e tow oy
][ - [fw]]

Bekanntlich ist die in der Analysis definierte Cosinusfunktion cos : R — [—1, 1] mit

0 2n
LT
cosx = 5 (—1) 2n)]
n=0

auf dem Intervall [0, 7] bijektiv. Sind also v,w # O aus V, so gibt es genau ein « € [0, 7]
(v,w)
]| |wll*
orthogonal (geschrieben vLw), wenn (v, w) = 0, das heifit, der Winkel zwischen v und w ist

7. Sind v und w orthogonal, so auch kv und k'w mit &, k" € R.

mit cosa = Man nennt o Winkel zwischen v und w. Die Vektoren v und w heiflen

Beispiel. Ist V = C°[—m,7]), dann definieren wir fiir f,g € V wie im Beispiel 4 vor
Definition 1.5

(f.9) :Z/if-gd:v-

Fiir die Funktionen f(z) = sinz und g(z) = cosz gilt dann zum Beispiel

(f,9) :/ sinzcosxzdr =0.

—T

Nach obiger Sprechweise sind damit sin und cos orthogonal.
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Satz 1.7 Sei V' ein euklidischer Vektorraum und seien wvy,...,v, € V \ {O} paarweise
orthogonal. Dann sind vy, ..., v, linear unabhdingig.
Beweis. Sind ky, ..., k, € Rmit v := kjv;+...+k,v, = O, dann gilt wegen der paarweisen

Orthogonalitiat der Vektoren v, ..., v,:
0 = <’UZ‘,U> = <Ui> k:lvl —f- Ce + knvn) = k1<’l}i, U1> —f- e + kn<?}i, Un) = ki<vi72}i>7
also k; = 0, da (v;,v;) # 0.

Definition 1.8 Ist V ein euklidischer Vektorraum, dann heifit eine Basis B von V' Ortho-
normalbasis von V', wenn qilt:

i) Die Vektoren aus B sind paarweise orthogonal.

i1) Die Vektoren aus B sind normiert.

Beispiel. Beziiglich des kanonischen Skalarproduktes

(1, oy xn), (Y1, -5 Yn)) = T1Y1 + - oo+ TnUn

ist die kanonische Basis des R" eine Orthonormalbasis.

Satz 1.9 Sei V' ein euklidischer Vektorraum und B = {by,...,b,} eine Orthonormalbasis
von V. Sind x,y € V und z1,...,x, bzw. y1,...,y, die Koordinaten von x bzw. y beziiglich
B, so qilt

i) x; = (x,b;) firi=1,...,n.
Beweis. Da B eine Orthonormalbasis ist, gilt (b;, b;) = 0 fiir ¢ # j und (b;, b;) = 1.

i)

<b1, bl) RN <b1, bn> U1
<x7y> = ('1'17"'7'%71)
(bpyb1) ... (b, bp) Yn
n
= (@, @)E | | = mg Ty
Yn

i) Mit o = x1by + ... + x,b, folgt
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Beispiel. Im R? ist beziiglich des kanonischen Skalarproduktes die Menge B = {by, by, b3}
mit by = \/Lé(l, —1,2), by = \%(1,1,0) und b3 = \/Lg(l, —1,—1) eine Orthonormalbasis. Der
Vektor v = (1,1, 1) hat die Darstellung v = \%bl + %bg - \/Lgbg.

Satz 1.10 Ist V ein euklidischer Vektorraum und B = {a; | i € N} eine abzihlbare Basis
von V', dann ezistiert eine Orthonormalbasis {e; | i € N} von V', so daf fir alle n € N gilt

lat, ... a,) = [e1,... €]

Beweis. Wir definieren die e; rekursiv.
n =1: Da B eine Basis ist, gilt a; # O, und wir konstruieren hieraus den ersten Vektor der
Orthonormalbasis durch Normalisierung, also

€1 = m@l .
Offenbar gilt ||e;|| = 1 und [e;] = [a4].
n — n+1: Es sei schon durch {ey,...,e,} eine Orthonormalbasis von [ay, ..., a,] gegeben.
Sei an41 & [aq, ..., a,]. Mit der Definition
€np1 = Ongt = D iy (g, €3) - € (29)

gilt fir j=1,...,n

n

(hi1:€5) = (Gnr1,€5) = > {ansr, €i){eirej) = (ansr, €5) — (ansr, ;) = 0.
=1

Damit sind ey, ..., e,, e, paarweise orthogonal. Wire €, = O, so wire wegen (29) dann
Uni1 € [€1,...,6) = [a1,...,a,] . Also gilt e, # O und ||e],, || # 0. Wir definieren
) 1
ent1 = ] O
€1,...,€n+1 sind somit paarweise orthogonal und normiert.
Wegen (29) ist e,41 € [ant1,€1,-..,6n] = [apy1,0a1,...,a,] und damit [eg,...,e,01] C
lai,...,a,+1]. Ebenfalls wegen (29) folgt [ay,...,ans1] C [e1,...,ent1], also [e1,. .., €n41] =

lai, ... ,an+1]. Aus Satz 1.7 folgt die lineare Unabhéngigkeit von {e; | ¢ € N}. Da nach
Voraussetzung und Konstruktion

V = U[al,...,an] = U[Gh---,@n]
n=1 n=1

gilt, ist {e; | ¢ € N} eine Orthonormalbasis von V.
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Bemerkung.

1. Das in diesem Beweis entwickelte Konstruktionsverfahren fiir die Vektoren e; heif3t
Orthonormalisierungsverfahren von E. Schmidt.

2. Sind ey, . .., e, normiert und paarweise orthogonal, so kann {ey,...,e,} mit dem Or-
thonormalisierungsverfahren zu einer Orthonormalbasis ergénzt werden.

3. Ist V endlich-dimensional, so hat V' eine Orthonormalbasis, die mit dem obigen Ver-
fahren konstruiert werden kann. Dabei braucht man keine Basis {a;} zu kennen. Im
Rekursionsschritt muf lediglich a, 1 mit a,1 & [e1, ..., e,] gewéhlt werden.

4. Geometrische Deutung der Konstruktion zum Beispiel von ej3.
€2

s az = {ag, er)er — (ag, ez)er = €

Beispiel. Im R* soll beziiglich des kanonischen Skalarproduktes eine Orthonormalbasis von
la1, as, as] berechnet werden, wobei a; = (1,0,2,2),a2 = (5,0,1,1) und a3 = (6, 1,6,0).
Der erste Vektor e; ergibt sich durch die Normierung von a;, also

1
e = 5(1,0,2,2) .

Um ey zu berechnen, ziehen wir zunédchst von ay die Projektion auf [e1] ab. Der verbleibende
Anteil ist orthogonal zu [e]:

1 1
ey =(5,0,1,1) — 3 9. 5(1,0,2,2) = (4,0,—1,-1).
Normieren wir diesen Vektor, so ergibt sich

€y =

1
—(4,0,—-1,-1).

#18( )
Zur Berechnung von ez miissen zunéchst von az sowohl die Anteile in e;- als auch in es-
Richtung abgezogen werden, also

el = (6,1,6,0) — 2(1,0,2,2) — (4,0,—1,—-1) = (0,1, 3, -3).

Nach der Normierung ergibt sich

(0,1,3,-3).

€3 =

1
V19
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Als néchstes untersuchen wir den Ubergang zwischen verschiedenen Orthonormalbasen.
Dazu sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit der Orthonormalbasis

{e1,...,e,} = B. Sei {vy,...,v,} = B eine zweite Basis von V' und
a1 ... QAip
A= (ay;) =
Ap1 - .- Qpp

die Transformationsmatrix von B’ nach B, also

vi=ajj-er+...+apie,, J=1,...,n.
aij, ..., a,; sind also die Koordinaten von v; beziiglich {es, ..., e,}, das heifit
<61, 61> Ce <€17 €n> alj alj
(vi,v5) = (A, ..., Qni) : : : = (a1iy - - -, Qi) : )
(en,e1) ... (en,en) Qpj A
NS -~ >
%
also
(vi,v1) ... (v1,0n)
: : = A'A.
(Un,v1) .o {Un, 0p)
Die Basis {vy,...,v,} ist damit genau dann eine Orthonormalbasis, wenn A'A = E,,.

Definition 1.11 Fine Matriz A € R,,,, heifit orthogonal, wenn A'A = E,,.

Bemerkung. Seien A, B € R, ,,.
1. Ist A orthogonal, dann ist A auch regulér, das heiit A € GL(n;R).
2. Ist A orthogonal, dann gilt A=t = A’
3. O(n) :={A e GL(n;R) | A7t = A"}, n e N.

4. Sind A, B € O(n), dann gilt (A- B)! = B'- A" = B™1. A7 = (A- B)™! und damit
A-B e O(n).

5. Fiir A € O(n) ist (A1) = (A")! = A= (A"")"! und damit A~' € O(n).

6. O(n) ist eine Untergruppe von GL(n;R) und heifit orthogonale Gruppe.

Obige Uberlegungen liefern nun
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Satz 1.12 Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, B eine Orthonormal-
basis von V und B’ eine Basis von V. Genau dann ist B' eine Orthonormalbasis, wenn die
Transformationsmatriz des Basiswechsels orthogonal ist.

Korollar 1.13 Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, B = {e1, ..., e,}
eine Orthonormalbasis und ¢ € End(V). Genau dann ist p(B) eine Orthonormalbasis, wenn
die zu @ gehorende Matrizdarstellung A, orthogonal ist.

Beweis. Mit A, = (a;;) ist p(e;) = aijer + ... + anje, fiir j = 1,...,n. Ist ¢(B) ei-
ne Orthonormalbasis von V/, so ist A, auch die Transformationsmatrix des Basiswechsels
¢(B) — B, also A, orthogonal. Ist andererseits A, orthogonal, so ist A, reguldr und damit
¢(B) eine Basis von V. Da A, dann auch wieder die Transformationsmatrix des Basiswech-

sels p(B) — B ist, ist ¢(B) eine Orthonormalbasis.
O

2. Orthogonale Endomorphismen

Definition 2.1 Ist V' ein euklidischer Vektorraum, dann heifft ¢ € End(V) orthogonal,
wenn fir alle v,w € V' gilt (p(v), p(w)) = (v,w).
Einfache Eigenschaften. Sei ¢ € End(V') orthogonal.

L. |le(v)]| = ||v|| fiir alle v € V.

2. vlw = ¢(v)Lp(w) fur alle v,w € V.

3. Ist k € R ein Eigenwert von ¢, so gilt k£ € {1, —1}.
Um das einzusehen, nehmen wir an, v sei ein zugehoriger Eigenvektor von ¢. Dann
gilt p(v) = kv und damit ||p(v)|| = ||kv|| = |k| - ||v]. Wegen Eigenschaft 1 ist dann
]| =[] - [lo]l, also |k = 1.

4. @ ist injektiv.
5. Ist ¢ bijektiv, so ist ¢! orthogonal.
6. Ist V' endlich-dimensional, so ist ¢ bijektiv.

7. Sind die Endomorphismen ¢ und 3 orthogonal, dann ist es auch ¢ o .

Beispiel.
1. Die Identitét id : V' — V ist orthogonal.

2. Der Endomorphismus —id : V. — V'; v +—— —uv ist orthogonal.
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Definition 2.2 Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Dann heifst
OV):={p:V—V|peAut(V) und ¢ ist orthogonal}

Gruppe der orthogonalen Automorphismen von V.

Bemerkung.
1. O(V) ist eine Untergruppe von Aut(V').

2. Ist V endlich-dimensional, so gilt O(V) = {¢ € End(V) | ¢ ist orthogonal}.

Satz 2.3 Sei V' ein euklidischer Vektorraum und B = {ey,...,e,} eine Orthonormalbasis
von V. Ein ¢ € End(V) ist genau dann orthogonal, wenn {¢(e1),...,¢(e,)} ebenfalls eine
Orthonormalbasis ist.

Beweis.

"=": Wegen Eigenschaft 6 ist {©(e1),...,¢(e,)} eine Basis, deren Vektoren wegen Eigen-
schaft 1 auch normiert sind. Die Orthogonalitéit der Basiselemente folgt aus Eigenschaft 2.
"<": Sind v,w € V mit v = kyey + ...+ kpe, und w = lyeq + ... + l,e,, dann gilt

<U,U)> = klll + ...+ knln
Andererseits ist aber ¢(v) = kyp(er) +. ..+ kyp(e,) und p(w) = Lip(er) +. ..+ lp(en), also

(), p(w)) = kily + ... + kul,.

Korollar 2.4 Ist V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und B eine Ortho-
normalbasis, dann ist ¢ € End(V') genau dann orthogonal, wenn A, (beziiglich B) orthogonal
15t.

Beweis. Das Korollar folgt direkt aus Korollar 1.13 und Satz 2.3.

Im folgenden sollen die Matrizen A € O(2) explizit berechnet und geometrisch gedeutet
werden.

c d

ga (@) (ab_[(a+c abtcd
- \b d c d) \ab+cd V*+d* |-

Damit A orthogonal ist, mufl nach Definition 1.11 also gelten

Fiir eine allgemeine Matrix A = < b ) ist
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1. a®> + ¢ = 1 und damit @ = cos @, ¢ = sin« fiir ein « € [0, 27).

2. b* +d*> =1, also d = cos 3, b = sin 3 fiir ein 3 € [0, 27).

3. ab+ cd = cosasin B + cos fsina = sin(a + ) = 0 und damit o + 5 = kr mit k € Z.
Ist k gerade, so gilt d = cos(—a) = cos @ und b = sin(—a) = — sin . Die Matrix A hat dann

die Gestalt
A:<cgsa —sina) .
sina cosa

Ist k£ ungerade, dann ist d = — cos a sowie b = sin « und es ergibt sich
cosa  slna
A= . .
sina —cos«

Sei nun V' ein 2-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit der Orthonormalbasis {e;, es}

sowie ¢ € O(V) mit der zugehorigen Matrixdarstellung A, = ( oS TR ) Dann
sina cosa
folgt ¢(e1) = cos ey + sinaey =: €] und p(ez) = — sin aey + cos aes =: €.
. cosa  sina . :
Gilt aber A, = , s0 ist p(er) =: €] = €} und p(es) =: e = —e,. Die

sina  — cos«
beiden Matrizen beschreiben also eine Drehung bzw. eine Spiegelung.

Ob ¢ eine Drehung oder Spiegelung ist, kann bereits durch det ¢ erkannt werden:
detp—1: A,— ( cosa —sina

. ) und ¢ ist eine Drehung.
sina cosa

cosa  sino

Sino — cosa ) und ¢ ist eine Spiegelung.

detp =—1: A¢:<

Ist ¢ eine Spiegelung, so kann die Richtung der Spiegelachse mit Hilfe der Eigenvektoren
berechnet werden. Sei dazu A, wie oben und o # 0, 7. Das charakteristische Polynom der
Spiegelungsmatrix ist x, () = 2?—1 = (z—1)(x+1). Ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert
1 ergibt sich zu (— sin v, cos a—1), und der zugehorige normierte Vektor ist (cos §,sin §). Ein



108

Eigenvektor von A, zum Eigenwert -1 ist (—sin«, cosa+ 1), und der zugehorige normierte
Vektor ergibt sich zu (—sin §, cos §). Mit

~ o .« ~ e Q
€1 = cos 561 4+ sin 562 und é; = —sin 561 + cos 562

ist {€1, €3} eine Orthonormalbasis von V' sowie ( (1) _01 ) die zugehorige Matrixdarstellung

von . Damit liegt €; in Richtung der Spiegelachse.

F'Liroc:OistA@:(é i)l),undfﬁra:ﬂistA@:(_Ol [1)>

Definition 2.5 Die Menge SO(n) := {A € O(n) | det A = 1} heifit Gruppe der eigentlich
orthogonalen Matrizen.
Bemerkung.

1. Fiir jedes A € O(n) gilt det A = £1, denn

1 =det E, = det(A"- A) = det A - det A = (det A)?.

2. SO(n) ist eine Untergruppe von O(n), denn

(a) E, €S0(n) = SO(n) #0.
(b) AeSO(n) = detA'=(detA)'=1 = A!eSO(n).
(¢c) AABeSO(n) = det(A-B)=detA-detB=1 = A-B € SO0O(n).

Satz 2.6 Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei ¢ € End(V') orthogo-
nal. Dann gibt es eine Orthonormalbasis B von V', so dafl gilt

1

cosq; —sina;
sino;  coso;

wobei A; = ( ) € SO(2) mit oy € (0,27m), y # .
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Bevor wir den Satz beweisen, fithren wir einige Voriiberlegungen durch. Ist V' ein n-dimensionaler
euklidischer Vektorraum und U ein Unterraum von V', dann heif3t

Ut ={veV|YueclU: (uv)=0}

orthogonales Komplement von U.

Bemerkung.

1. U+ ist ein Unterraum von V.
2. UNU*+ ={0}, denn fiir v € UNU* gilt (v,v) = 0 und damit v = O.

3. U+ U+ = V. Um das zu sehen, wihlen wir eine Orthonormalbasis B von U und
erginzen diese zu einer Orthonormalbasis B U B’ von V. Dann ist jedes v € B’ ortho-
gonal zu jedem w € B und damit auch zu jedem w € U, das heiit B’ C U*. Es folgt
BUB C U+ U* und damit dim(U + U+) > |[BUB'| =dimV, also U + U+ = V.

4. V=UaU".

Folgerung.

1. Ist By eine Orthonormalbasis von U und B, eine Orthonormalbasis von U+, dann ist
By U By eine Orthonormalbasis von V.

2. Ist ¢ orthogonal, dann gilt p(U)*+ = o(U™).

Beweis von Satz 2.6.

Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n.

n=1:8SeiV = [e;] mit |le;]| = 1 und p(e1) = k - e mit |k| = 1. Dann ist A, = (1) oder
A, = (—1).

n > 1 : Zunédchst gilt x,(z) = fi(z) - ... fr(z) mit fi(z) € R[z] und 1 < gradfi(z) < 2.
Wegen Aufgabe 5.5 aus Kapitel 5 gibt es einen Unterraum U von V mit 1 < dim U < 2 und
©(U) C U. Da ¢ bijektiv ist, folgt ¢(U) = U. Weiterhin gilt p(UL) = p(U)+ = UL, Defi-
nieren wir jeweils die orthogonalen Abbildungen eingeschréinkt auf die beiden Unterrdumen
durch

v U—U; ur— p(u) und
Bt U U e plu),

dann gilt wegen dim U+ < dim V' und der Induktionsvoraussetzung, dafl U+ eine Orthonor-
malbasis B hat, beziiglich der 1)+ die folgende Matrixdarstellung besitzt

1

ij_ -

Ay
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1. Fall: dimU = 1. Dann gilt U = [e] mit |le| = 1 und p(e) = £1 - e. Wegen obiger

Folgerung ist {e} U B eine Orthonormalbasis von V' beziiglich der A, = ( jz)l AO ) gilt.
,(pL

Um letztendlich A, in der gewiinschten Form zu haben, miissen die Vektoren aus {e} U B

gegebenenfalls umsortiert werden.

2. Fall: dim U = 2. Wir behandeln die Drehung und Spiegelung getrennt.

dety = 1 : Sei B’ eine Orthonormalbasis von U, so dafl A, = ( cosar Tema ) mit
sina  cosa
. 10 -1 0

a € [0,27), also insbesondere A, = 01 falls « = 0 und A, = 0 —1 falls

a = m. Dann ist B’ U B eine Orthonormalbasis von V, und A, hat eine der folgenden
Formen
1 0 —1 0 cosa —sina
1 : -1 : sina cosa ,a € (0,2m), a0 # 7.
0 AwL 0 Awi 0 AQpL
Um Ay in der gewiinschten Form zu haben, mul B’ U B gegebenenfalls umsortiert werden.
dety = —1 : Sei B’ eine Orthonormalbasis von U mit A, = ( L0 ) Dann ist B'U B

0 -1
eine Orthonormalbasis von V mit

B’ U B muf} gegebenenfalls wieder umsortiert werden.

Definition 2.7 Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und ¢ € End(V) or-
thogonal.

i) @ heifit eigentlich orthogonal oder Drehung, wenn det o = 1.

ii) @ heifst uneigentlich orthogonal, wenn det ¢ = —1.

Bemerkung. Die eigentlich orthogonalen Automorphismen von V' bilden eine Untergruppe
von O(V), die mit SO(V') bezeichnet wird.

Spiegelungen:

Ein Unterraum H von V heifit Hyperebene, wenn H # V und V = H +[v] fiir v € V'\ H gilt.
Ist dim V' = n, so sind die Hyperebenen genau die Unterrdume der Dimension n — 1. Sei nun
H eine Hyperebene, {e1, ..., e, 1} eine Orthonormalbasis von H und {e;,..., e, 1,€,} =: B
eine Orthonormalbasis von V. Es gibt ein ¢ € End(V') mit o(ey) = e1,...,0(en_1) = €51
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und o(e,) = —e,. Beziiglich B hat ¢ die Matrixdarstellung , und damit

0 -1
ist o uneigentlich orthogonal. Jedes v € V besitzt eine eindeutige Darstellung v =h+ k- e,
mit h € H, k € R, und damit ist o(v) = h — k - e,. Die Abbildung o heifit Spiegelung an der
Hyperebene H.
Fiir n = 2 ist eine Hyperebene ein 1-dimensionaler Unterraum, also eine Gerade.

€2

er =o(e;

ey = 0(es)

Drehungen und Spiegelungen im Falle n = 2.
Sei B = {ey, 2} eine Orthonormalbasis von V' und ¢, 9 € End(V') orthogonal.

Sind ¢ und ¥ Drehungen, also det ¢ = det) = 1, dann haben sie Matrixdarstellungen der

Gestalt A, = cosa TEIA) nd Ay = cpsﬁ —sinf . Fiir die Hintereinander-
sina cosa sinf  cosf

ausfithrung ¢ o v ergibt sich

[ cos(a+ () —sin(a+ B)
Ao = ( sin(a+ ) cos(a + ) )

und fiir ¢! im Falle o # 0
A - ( cos(2m — ) —sin(27w — «) ) ‘

¢ T \sin(2r — ) cos(2m — @)

Die Drehungen bilden damit beziiglich der Hintereinanderschaltung eine abelsche Gruppe.
Wiéhlt man nun eine andere Matrixdarstellung von ¢ zum Beispiel dadurch, dal man e; und
ey vertauscht, so erhélt man

- cosa sina \ [ cosa’ —sind/

¢\ —sina cosa ) \ sina’ cosa/
mit o/ = 27 — « fir a # 0, also @ = 27 — /. Dieses zeigt, dafl der Winkel a im allgemei-
nen nicht eindeutig bestimmt ist. Um einer Drehung eindeutig einen Drehwinkel zuordnen

zu konnen, mufl V' orientiert werden. Sind B und B’ Orthonormalbasen von V und T die
zugehorige Transformationsmatrix, dann ist 7" wegen Satz 1.12 orthogonal. Die Basen B
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und B’ heilen nun gleich bzw. entgegengesetzt orientiert, wenn det 7" = 1 beziehungsweise
det T" = —1. Definiert man die Basen einer der beiden Klassen von jeweils gleich orientier-
ten Basen als positiv orientiert, so heifit V' orientiert. Sind B und B’ beide positiv orien-
tiert, dann gilt fiir die zugehérigen Darstellungen A, und A}, von ¢ der Zusammenhang
A, = T‘lA:DT = Al,, wobei 71T und Al jeweils eigentlich orthogonal sind. Der Drehwin-
kel a € [0, 27) ist dann eindeutig bestimmt.

cosa  sino
sine — cos«

Ist ¢ uneigentlich orthogonal, also det ¢ = —1, dann ist A, = ( ) Fiir die

Vektoren v := (cos §,sin §) und w := (—sin §, cos §) gilt dann

. o ) .o, o .\t a . o\t
Av" = cosacos§—|—smasm§,smacos§—cosasm§ = cos—,smg .

2
v ist also ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert 1. Entsprechend ergibt sich A,w' = —w?,
also ist w ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert —1.
Mit den Definitionen €] := cos §e; + sin §e; und e := —sin§e; + cos ey ist {e], ey} eine

Orthonormalbasis, beziiglich der die Matrixdarstellung von ¢ durch ( (1) _01 ) gegeben ist.

¢ ist damit eine Spiegelung an der "Hyperebene” [¢]].

Satz 2.8 Jede Drehung in der euklidischen FEbene ist das Produkt von zwei Spiegelungen.

cosa —sina \ [ cosa  sina 1 0
sine  Ccos« sin — Cos« 0 -1

Dreﬁung Spieéglung Spieéglung

Beweis.

Drehungen und Spiegelungen im Falle n = 3.
Sei ¢ € End(V) orthogonal.
det ¢ = 1: Es gibt eine Orthonormalbasis B = {e1, 5, €3} mit

1 0 0
A, = 0 cosaa —sina
0 sina cos«

Fiir a = 0 ist dann ¢ = id.

Fir o # 0 ist [e;] Eigenraum zum Eigenwert 1. Man nennt [e;] Drehachse und [eq, e3] Dre-
hebene. Die Drehebene ist offenbar orthogonal zur Drehachse. o heifit Drehwinkel und ist
eindeutig bestimmt, wenn die Drehebene orientiert ist. Mit dem Zusammenhang Spurp =
1 4 2 cos v 1aBt sich dann der Drehwinkel durch cos v = £ (Spurg — 1) berechnen.
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2 -6 9
Beispiel. Beziiglich einer Orthonormalbasis sei A, = ﬁ 6 —7 —6 |. Dann gilt
9 6 2

det ¢ = 1, die Drehachse ist [(1,0,1)] und die Drehebene [(0,1,0),(1,0,—1)]. Beziiglich

einer geeigneten Orthonormalbasis hat ¢ dann die Darstellung;:

(10 0
|0 —7  6V2
0 —6v2 -7

Es gilt Spurp = £(2—-7+2) = 5(11 = 7—7) = —-%, und fiir den Drehwinkel o ergibt sich
1

cosa=1(-1-2)=-=I.

Aus Satz 2.8 folgt nun

Satz 2.9 Im 3-dimensionalen euklidischen Raum ist jede Drehung das Produkt von zwe:
Spiegelungen und jeder uneigentlich orthogonale Endomorphismus das Produkt von drei Spie-
gelungen.

Reelle, symmetrische Matrizen.

Fiir die Anwendungen in der Geometrie sind zum Beispiel diejenigen reellen Matrizen A
wichtig, die sich durch orthogonale Matrizen diagonalisieren lassen, das heifit U'AU = D
mit U'U = E, und D diagonal. Gilt U'AU = D, so ist A symmetrisch, denn mit A =
UDU?! folgt A* = (U")'D'U* = UDU" = A. Wir zeigen nun umgekehrt, daf sich jede relle,
symmetrische Matrix A auch durch eine orthogonale Matrix auf Diagonalform transformieren
14Bt. Sei also im folgenden A € R,,,, symmetrisch. Fiir alle x € R" gilt dann Az' = Alz! =
(xA), das heifit, = ist genau dann ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ¢, wenn zA = cx.
Jeder Spalteneigenvektor von A ist also auch Zeileneigenvektor zum selben Eigenwert und
umgekehrt. Sei nun weiterhin V' = R"™ mit dem kanonischen Skalarprodukt (x,y) = x - ¢*
versehen. Dann gilt

(,yA) =z - (yA) = 2A - y' = (zA,y).

Satz 2.10 Sei A € R,,,, symmetrisch.

i) Sind ¢, € R wverschiedene Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenvektoren v,v', so
gilt (v,v") = 0.

ii) A ist diagonalisierbar.
Beweis.

i) Es gilt
(v, 0" A) = (v, V') = (v,0")

und andererseits
(v, 0" A) = (VA V') = (cv,v") = (v, v').

Also folgt (¢ —¢) - (v,v") = 0 und damit (v,v") = 0.
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ii) Bezeichnet p4(x) das Minimalpolynom von A, dann geniigt es wegen Satz 2.13 aus
Kapitel 5 zu zeigen, dal pa(z) vollstindig in paarweise verschiedene Linearfaktoren
zerfallt. Sei pa(z) = fi(x)-...- fr(z) mit fi(z) € Rlz] normiert und 1 < gradf;(z) < 2.
Behauptung: Gilt gradf;(x) = 2, dann ist fi(z) = (z — a)(x — ) mit verschiedenen
a, B eR.

O.B.d.A.seii=1und fi(z) = (r — a)® + b mit a,b € R. Ist b < 0, so folgt fi(z) =
(x —a — /=b)(x — a+ +/—b) und damit die Behauptung. Wir nehmen also b > 0 an
und fiithren dies zum Widerspruch. Mit der Definition

g(x) = (x —a)fa(x) - ... fo(2)

folgt gradg(z) < gradpa(z). Wir zeigen g(A) = O im Widerspruch zur Minimalitét
von grad,uA(:E) Zu zelgen ist also g(A) - vt = O fiir alle v € V = R™.
LFall: fo(A)-...- fr(A)-v" = O Dann folgt

G(A) ' = (A—a-B)falA) .. [o(A)-of = OF.
2. Fall: fo(A) ... fr(A) - o' =1 w' # O Dann gilt fi(A) - w' = pa(A) - o' = O also

0 = w-fi(A) -w' =w-((A—-aBE,)*+bE,) w
= w-(A—aE,)(A—aE,)" - w + bw - w'
= (w(A —aFE,),w(A—aFE,)) + b(w,w) .

Wegen b > 0 folgt insbesondere w(A — aFE,) = O, das heifit

g(A) o' = (A —aE,) fa(A) - ...+ fr(A) vt = (A —aE,)w' = O".

Satz 2.11 Ist A € R,,,, symmetrisch, dann gibt es ein U € O(n), so daff U'AU eine Dia-
gonalmatrix ist.

Beweis. Wegen Satz 2.10 ist A diagonalisierbar. Seien ¢4, ..., ¢ die paarweise verschiedenen
Eigenwerte und V =U,, @ ... ® U,,, wobei U,, den Eigenraum zum Eigenwert c¢; bezeichnet.
B; sei eine Orthonormalbasis von U,, beziiglich des kanonischen Skalarproduktes von R™.
Dann ist B = By U. ..U By eine Basis von R” mit normierten Vektoren. Aus Satz 2.10 folgt,

daf die Vektoren aus B paarweise orthogonal sind. Ist B = {vy, ..., v,} und wéhlen wir fir
U die (n,n)-Matrix, die vy, ..., v, als Spaltenvektoren hat, also U = (v}, ..., v!), dann gilt
U'U = (viv}) wobei
1 1=
vivj» = fiir ,
0 L F ]

also U'U = E,,. Es folgt U € O(n), und U'AU = U~' AU ist eine Diagonalmatrix.
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Anwendung. Sei A € R,,,, symmetrisch. Wegen Satz 1.2 wird durch (x,y) := zAy" auf
dem R" eine symmetrische Bilinearform definiert. Wir wollen nun nachpriifen, ob (, ) auch
positiv definit und damit ein Skalarprodukt ist.

Behauptung: ( , ) ist genau dann ein Skalarprodukt, wenn A nur positive Eigenwerte hat.

Beweis: "=": Sei ¢ ein Eigenwert von A und v ein zugehoriger Eigenvektor, also insbesondere
v # O. Dann gilt

0 < (v,v) =vAv' =v(c-v)' =c- v
und damit ¢ > 0.
"< Sei v € R, v #£ O. Zu zeigen ist (v,v) = vAv" > 0. Wegen Satz 2.11 gibt es ein
c1 0
U € O(n) mit U'AU = , wobei ¢y, ..., ¢, die (positiven) Eigenwerte von A
0 C,
sind. Wegen v # O ist auch w := vU # O. Setzen wir w = (wy, ..., w,), so folgt

C1 0
vAV' = v UU" A UU' = w w' = cywi + ... +cw: >0,

0 C,

Also ist (, ) positiv definit.

Beispiel. Sei
8 12 —18

A= 12 53 —6

—-18 —6 58

Wird durch (z,y) := xAy" auf dem R? ein Skalarprodukt definiert?
Das charakteristische Polynom von A ist ya(z) = —2® + 1962? — 12005z + 235298. Damit
hat A die Eigenwerte 49,49 und 98, und ( , ) ist tatséchlich ein Skalarprodukt.

Um zu zeigen, dafl ( , ) positiv definit ist, brauchen die Eigenwerte von A nicht explizit be-
rechnet zu werden. Da y 4(z) iiber R vollstandig in Linearfaktoren zerfillt, kann bereits mit
Hilfe der Koeffizienten von y4(x) die Anzahl der positiven Nullstellen von x4(x) ermittelt
werden, zum Beispiel durch die kartesische Zeichenregel:

Sei ag, ai, ..., a, eine Folge reeller Zahlen. Zwischen a; und a; mit ¢ < j liegt ein Zeichen-
wechsel vor, wenn a; - a; < 0 und die Folgeglieder zwischen a; und a; alle 0 sind.
Beispiel: Die Folge 5,1,0,—1,2,0,—3,0,0, —3 hat 3 Zeichenwechsel.

Satz 2.12 Ein Polynom f(x) = a,2"+a, 12" ' +. ..+ a1z +ag € R[x] habe nur reelle Null-
stellen. Dann ist die Anzahl der positiven Nullstellen gleich der Anzahl der Zeichenwechsel
M Apy Ap_1, - -+, 0g-

Ist f(x) das charakteristische Polynom einer reellen, symmetrischen Matrix, so zerféllt f(z)
iiber R vollstdndig in Linearfaktoren. Damit ist die Voraussetzung von Satz 2.12 erfiillt. Im
obigen konkreten Beispiel fiir A ergab sich ya(x) = —2% + 19622 — 120052 + 235298. Da in
der Folge —1, 196, —12005, 235298 insgesamt 3 Zeichenwechsel vorkommen, hat y 4(x) genau
3 positive Nullstellen.
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3. Aufgaben

A 3.1 V sei ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit den Basen B und B’, und die
Abbildung 3 :V x V — K sei bilinear. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Ma-
trixdarstellungen von (8 beziiglich B und B’? (Hinweis: Benutzen Sie die Transformations-
matrix des zugehorigen Basiswechsels.)

A 3.2 V sei der Unterraum des R*, der von {ai,as, a3} aufgespannt wird, wobei a; =
(2,—-1,2,0),as = (1,-3,2,—2) und a3 = (—1,—3,4, —1). Berechnen Sie beziiglich des ka-
nonischen Skalarprodukts eine Orthonormalbasis von V' und geben Sie den Lésungsweg an.
Stellen Sie a; — ay — as als Linearkombination der neuen Basisvektoren dar.

A 3.3 V sei der Unterraum von C°([0,1]), der von { fo, f1, f2, f3} mit f,,(z) = 2" aufgespannt
wird. Das Skalarprodukt sei gegeben durch

1
<fig>= [ f@l)ds

0

Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von V.

A 3.4 Gegeben ist die reelle Matrix

-2 -1
A= -2 5 2
-1 2 2

1. Zeigen Sie, daf durch < z,y >= zAy® auf R? ein Skalarprodukt definiert wird.
2. Berechnen Sie eine Orthonormalbasis des R? beziiglich dieses Skalarprodukts.
3. Berechnen Sie U € O(3) so, dal U*AU eine Diagonalmatrix ist.

A 3.5 Zeigen Sie, dafl es zu jeder Matrix A € SO(3) Winkel «, 3, € [0,27) gibt mit:

cosy —siny 0 1 0 0 cosa —sina 0
A= | siny cosy O |-| 0 cosp —sinf |- sina cosa 0
0 0 1 0 sinf cosf 0 0 1

Die Winkel «, 3,y heiflen Eulersche Winkel zu A.
A 3.6 Berechnen Sie die Eulerschen Winkel fiir A € SO(3) mit
VAN RN,
A= WV3-1 1VB+5 —1V2
V2o V2 B
A 3.7 Zeigen Sie, dafi es fiir die Matrix A aus Aufgabe 3.6 ein U € O(3) gibt, so daB gilt
0

1
2

13

1
2

1
U'AU = | 0
0

NIHSO
w
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