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KAPITEL 1

Gruppen

1. Gruppen

Definition 1.1 Sei G eine Menge und G x G — G, (a,b) — ab eine Verkniipfung.
G heif$t beziiglich dieser Verkniipfung Gruppe, wenn gilt:

i)
i)
iii)

a(bc) = (ab)c fir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz).
Es qibt ein e € G, so daf$ ae = ea = a fir alle a € G gilt.

Zu jedem a € G gibt es b € G mit ab = ba = e.

Bemerkung.

1.

. Fiir jedes a € G gibt es genau ein b € G mit ab = ba = e. Man schreibt b = a~

Die Verkniipfung von n Elementen fiihrt bei beliebiger Klammerung unter Einhaltung
der Reihenfolge immer zum gleichen Ergebnis (allgemeines Assoziativgesetz).

GG heifit abelsch, wenn ab = ba fiir alle a,b € G gilt.

. e heifit neutrales Element oder Einselement und ist eindeutig bestimmt.

1 -1

,und a

heiBt inverses Element von a. Es gilt z.B. (a™')™' =aund (a1...a,) ' =a;'...a;".

. Erfiillt G nur i) und ii), so heifit G Monoid oder Halbgruppe mit Einselement. a € G

heifit dann invertierbar oder Einheit, wenn es ein b € G mit ab = ba = e gibt. Die
Bemerkungen 1. bis 4. gelten entsprechend.

. Die Verkniipfung in Definition 1.1 bezeichnet man auch als (Gruppen-) Multiplikation,

und statt ab schreibt man auch a - b oder a o b. Insbesondere bei abelschen Gruppen
benutzt man auch die Addition als Gruppenverkniipfung. So ist zum Beispiel Z eine
Gruppe beziiglich 4. Das Inverse von a € G wird dann nicht mit ¢! sondern mit —a
bezeichnet und das neutrale Element mit 0.



Satz 1.2 Ist M ein Monoid, so ist E(M) := {a € M | a ist invertierbar } eine Gruppe
beziiglich der Verkniipfung von M.

Beweis. Zunichst mufl gezeigt werden, dafi die Verkniipfung von M auf E(M) eine Ver-
kniipfung induziert, d.h., fir alle a,b € E(M) mu ab € E(M) gelten. Wegen a,b € E(M)
ist 1,67 € M. Damit folgt (ab)(b~'a™') = aa™ = e und (b~'a"')(ab) = b~'b = e, also
ab € E(M).

Das Assoziativgesetz gilt in M, also auch in E(M).

Ist e das neutrale Element von M, so folgt wegen ee = e auch e € E(M), und e ist das
neutrale Element von E(M).

Fiir jedes invertierbare a € M ist auch a™! invertierbar, also a=! € E(M) .

Bemerkung. E(M) heifit Einheitengruppe von M.

Beispiel.

1. Die Mengen Z,Q und R sind abelsche Gruppen beziiglich der Addition. Beziiglich
der Multiplikation sind Z, Q und R Monoide, die keine Gruppen sind. Es gilt E(Z) =

{1,-1}, E(@) = Q* == @\ {0} und E(R) = R* := R\ {0},

2. Ist M eine nichtleere Menge, so bezeichnet Abb(M) := {f | f : M — M} die
Menge aller Abbildungen von M nach M, und Abb(M) ist ein Monoid beziiglich der

Hintereinanderausfithrung o. Ein f € Abb(M) ist genau dann beziiglich o invertierbar,
wenn f bijektiv ist, d.h. E(Abb(M)) ={f | f: M — M bijektiv }.

3. Ist K ein Korper (z.B. K = Q), so bezeichnet K, ,, die Menge aller (n, n)-Matrizen iiber
K,und K, , ist ein Monoid beziiglich des Matrizenproduktes. Die Einheitengruppe von
K, » bezeichnet man mit GL(n; K). Sie besteht aus den reguldren (n,n)- Matrizen iiber

K, d.h. aus den Matrizen A € K, ,, mit det(A) # 0.

Potenzen eines Elementes ¢ in einem Monoid.

Die Potenzen a™ mit n € Ny definiert man rekursiv durch a° := e und a” := a"'a mit n > 1.
Fiir alle n,m € Ny gilt dann

an+m — anam (an)m — an-m
Ist a eine Einheit, so definiert man fiir alle n € N :

a ™= (aM)™

Es gilt dann fiir alle n,m € Z :

(a) bezeichnet die Menge aller Potenzen von a. Ist a invertierbar, so gilt

(a) ={e,a,a*,a®, a2 a® a™®, ...}



Das kleinste n € N mit a™ = e heiffit Ordnung von a, geschrieben orda = n, und die Elemente
e,a,a?,...,a4% 1 sind genau die verschiedenen Potenzen von a (vgl. Aufgabe 3.1). Gibt es
kein n > 1 mit @™ = e, so hat a unendliche Ordnung, geschrieben orda = co. In diesem Falle
sind e, a,at, a%,a7?, ... alle verschieden. Schreibt man die Verkniipfung nicht multiplikativ,
sondern additiv, so spricht man nicht von den Potenzen eines Elementes, sondern von den
Vielfachen. Statt a™ schreibt man na =a+a+...+a, 0a =0 und (a) = {0, £a, +2a,...}.

Die Ordnung von «a ist dann das kleinste n € N mit na = 0.

Definition 1.3 Sei G eine Gruppe.
i) |G| heifst Ordnung von G, geschrieben ordG = |G]|.

ii) G heifit zyklisch, wenn es ein a € G mit G = (a) gibt. a heifst dann erzeugendes
Element von G.

Bemerkung.
1. G = (a) = ordG = orda.
2. Jede zyklische Gruppe G = (a) ist abelsch, denn fiir alle n,m € Z gilt a"a™ = "™ =
a™t" = ama".
Beispiel.

1. Z ist beziiglich + eine zyklische Gruppe, denn es gilt Z = {0,+1,+2,4+3,...}. Also
sind 1 und —1 jeweils erzeugende Elemente. Die additiven Gruppen Q und R sind nicht
zyklisch.

2. Die komplexen Zahlen 1, —1,¢, —¢ bilden beziiglich der Multiplikation eine zyklische
Gruppe, denn es gilt {1, —1,4, —i} = {i°,',4%,4*}. Neben i ist auch —i ein erzeugendes
Element.

Die symmetrischen Gruppen S,,.

Wegen Beispiel 2 nach Satz 1.2 ist fiir jedes n € N die Menge der Bijektionen der Menge
{1,2,...,n} beziiglich der Komposition eine Gruppe. Sie heift symmetrische Gruppe, ge-
schrieben S,,. Die Elemente von S,, heiflen Permutationen, die sich auf unterschiedliche Weise
darstellen lassen. So schreibt man z.B. fir 7 € S,,, also 7 : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv,

”:(w(ll) 7r(22) w??,) N n?n))'



so gilt m(1) = 3,7(2) = 1, 7(3) = 2 sowie

L (123
T =\l9231 /)"

Da es genau n! Moglichkeiten gibt, die Zahlen 1,2, ..., n anzuordnen, folgt unter Benutzung
obiger Darstellung, dafl |S,,| = n! fiir alle n € N gilt.

7w € S, heifit Zykel der Lénge r, wenn es paarweise verschiedene ki, ..., k, aus {1,...,n}
gibt, so daf} gilt:

1) 7T(k’1> e k‘z,?T(k’Q) S k’g,...,T((k’r) :kl.
i) m(k) =k fir k#ki,i=1,...,rn

Zykeln der Léange 2 heiflen Transpositionen. Ist 7 ein Zykel wie oben angegeben, so schreibt
man 7 = (kiko...k.), und es gilt dann 7 = (koks ...k k1) = (ksky ... k.kiks) = .. ..

Beispiel. Fiir m € S;mit 7(1) = 3,7(2) = 2,7(3) =5,7(4) = 1,7(5) =7,7(6) = 6,7(7) =4
gilt m = (13574). Kein Zykel ist dagegen

1 2
3 5

Jede Permutation 148t sich als Produkt von (elementfremden) Zykeln schreiben. Zum Beispiel
gilt

3 4
4 1

DO Ot

(é g g i ? (55)2(165)0(23)o(4).

Fir 7 aus S,, heif3t
11 (i) — 7())

SgNm 1= —
t—)

j<i
Signum von 7.
Es gilt stets sgnm € {1, —1}, da im Zahler und Nenner bis auf das Vorzeichen und die Rei-

henfolge dieselben Faktoren vorkommen. Fiir a # b gilt zum Beispiel sgn(ab) = —1. Um das
einzusehen, sei 0.B.d.A. a = 1 und b = 2, also 7 = (12). Dann folgt

sen(12) = | m(@) —7() _ m(2)—=(1) 11 w(i) —a()w(i) —7(2) 1-2

N i—1 i—2  2-1

— —1.
11— 2—-1

j<i 3<i

Wichtig ist nun der folgende
Satz. Fiir alle m,0 € S,, gilt:

sgn(mo o) = sgnw - sgno.



Beweis.

sgn(roo) = H moo(i) —moo(j) _ H m(o(i)) — 7(o())) H o(i)—o(j)

= SgnT - Sgno.

Ist zum Beispiel w € S,, ein Zykel, etwa m = (a; ... ax), so folgt
7 = (a1ax) o (a1a_1) o ... o (ajaz) o (ayas),

und wegen des obigen Satzes gilt dann

sgn(ay . ..a) = (—1)*.

Da jede Permutation Produkt von Zykeln ist, ist damit jede Permutation 7= Produkt von
Transpositionen:
mT=Ty0...07T,, T; Transposition.

T

Obiger Satz liefert sgnm = (—1)".
7 heifit gerade <= sgnm = 1.

7 heifft ungerade <= sgnm = —1.

7 ist also genau dann gerade, wenn bei jeder Darstellung von 7 als Produkt von Transposi-
tionen die Anzahl der Transpositionen gerade ist.

Beispiel. Ist 7 = (12387) o (6537), dann folgt sgnm = (—1)*"3 = —1. Somit ist 7 ungerade.
Zum Beispiel gilt 7 = (17) o (18) o (13) o (12) o (67) o (63) o (65).

Das direkte Produkt von Gruppen.

Sind G und H zwei Gruppen, so ist die Menge G x H = {(g,h) | g € G,h € H} beziiglich
der Verkniipfung

(91, P1) (g2, he) := (9192, h1h2)

eine Gruppe, wie man sich leicht iiberlegt. G x H heifit dann direktes Produkt von G und
H. Entsprechend kann man ganz allgemein fiir Gruppen G, ..., G, das direkte Produkt
G X ... x G, definieren. Dabei ist die zugehorige Verkniipfung komponentenweise definiert.
Ist e; das neutrale Element von G;(i = 1,...,n), dann ist (ey,...,e,) das neutrale Element
von G X ... xX Gy, und fir g; € G;,i =1,...,n gilt

(91, 90) " = (9100 )-
Wihlen wir zum Beispiel G = H = E(Z) = {1, —1}, so ist
GXH:{(g7h) | guhe {17_1}}

eine Gruppe mit 4 Elementen. Wie man leicht nachrechnet, hat jedes Element aus G x H
die Ordnung 1 oder 2, d.h., G x H ist nicht zyklisch.
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Definition 1.4 Ist G eine Gruppe und U C G eine Teilmenge von G, so heifit U Unter-
gruppe von G, wenn U beziiglich der Verkniipfung von G selbst eine Gruppe ist.

Bemerkung. Ist U eine Untergruppe von G, so gilt insbesondere ab € U fiir alle a,b € U.
Beispiel.
1. G und {e} sind Untergruppen von G.

2. Beziiglich der Addition ist Z eine Untergruppe von Q und Q eine Untergruppe von R.
Beziiglich der Multiplikation ist Q* eine Untergruppe von R*.

3. Ist K ein Korper und SL(n; K') die Menge der (n,n)-Matrizen iiber K mit Determi-
nante 1, so ist SL(n; K) eine Untergruppe von GL(n; K).

Satz 1.5 Fine nichtleere Teilmenge U einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe von
G, wenn fiir alle a,b € U gilt ab™! € U.

Beweis. ” =": Die Gleichung 2b = a hat in U und G dieselbe eindeutige Losung.

" &' Wegen U # () gibt es ein a € U, und es folgt aa™! = e € U. Fiir jedes u € U folgt

somit ! = ey~ € U, und sind z,y € U, so ergibt sich y~! € U, also zy = z(y~')~' € U.
O

Bemerkung. Aus obigem Beweis geht hervor, daf§ das neutrale Element einer Gruppe auch
das neutrale Element jeder Untergruppe ist.

Korollar 1.6 Ist G eine Gruppe und a € G, so ist (a) eine Untergruppe von G.

Beweis. Wegen a € (a) ist (a) nicht leer, und sind a™,a™ € (a) mit n,m € Z, so folgt
a"(a™)~t = a"a™™ = a"™ € (a). Wegen Satz 1.5 folgt die Behauptung.
O

Korollar 1.7 Ist G eine Gruppe und {U;|i € I} eine Menge von Untergruppen von G, so
1st U := N U; eine Untergruppe von G.

Beweis. Fiir alle i € I gilt e € U;, also e € N;crU;, d.h., N;crU; ist nicht leer. Aus a, b € N;e U;
folgt a,b € Uj; fiir jedes i € I, also ab™! € U; fiir jedes i € I, d.h. ab™! € NM;c;U;. Wegen Satz
1.5 folgt die Behauptung.

O

Bemerkung.
1. Sind Uy, ..., U, Untergruppen von G, dann ist U; N...N U, eine Untergruppe von G.

2. Gilt I =0, so folgt Nic;U; = G.
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Anwendung. Sind a4, ...,a, € G, dann bezeichnet (a4, ..., a,) den Durchschnitt aller Un-
tergruppen von G, die ay,...,a, enthalten. (aq,...,a,) heiit die von a4,...,a, erzeugte
Untergruppe und ist die kleinste Untergruppe von G, die a4, ..., a, enthilt. (a) bezeichnet
nun einerseits die kleinste Untergruppe von G, die a enthélt, und andererseits die Menge
aller Potenzen von a. Wie man sich leicht {iberlegt, stimmen beide iiberein.

Beispiel. Fiir jedes n € N;n > 2 ist D,, = (0, 7) die Untergruppe von S,,, die von 0,7 € S,,
mit

(1 2 ...n (1 2 3 ... n—1 n

‘7(2 3 ... 1)’ T(l non—1 .. 3 2)

erzeugt wird. D,, heiffit Diedergruppe. Offenbar gilt ordoc = n, ordr = 2, und man iiberlegt
sich weiterhin, dafl auch folgendes gilt:

1. o7 = 0™ L.
2. D, ={id,o,0%,...,0" 1.70,... , TO" 1}
3. | Dy |=2n.

Die Diedergruppe D,, 1a8t sich als Symmetriegruppe des regelméffigen n—Ecks deuten. Da-
bei entspricht o der positiven Drehung um den Mittelpunkt mit dem Winkel 27” und 7 der
Spiegelung an einer fest gewihlten Geraden durch den Mittelpunkt und einen Eckpunkt.

Dreh
. 1 yngo

4 3

Spiegelachse von T

Dreh
. 1 \re\unga

4
. Spiegelachse von 7
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Nebenklassen einer Untergruppe.

Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G, so definiert man fiir jedes a € G

aU ={au |ue U} und Ua = {ua | ue U}.

aU heilt Linksnebenklasse von U, und G /U bezeichnet die Menge aller Linksnebenklassen
von U. Entsprechend heifit Ua Rechtsnebenklasse von U, und U\G ist die Menge alle Rechts-
nebenklassen von U.

Einfache Eigenschaften.

1.

laU| = |bU| fiir alle a,b € G, denn aU — bU, au —— bu ist eine Bijektion. Entspre-
chend gilt |Ua| = |Ub| fiir alle a,b € G.

Sind aU und bU verschieden, so gilt aU N bU = 0.

Wir zeigen: Ist aU N bU nicht leer, so gilt aU = bU. Sei also g € aU NOU, d.h. g = av
mit v € U und ¢ = bw mit w € U. Fiir alle v € U gilt dann au = bwv~tu € bU, also
aU C bU. Entsprechend folgt bU C alUU und damit die Behauptung.

|G/U| = |U\G|.

Die Abbildung G/U — U\G, aU —— Ua™' ist wohldefiniert, denn fiir jedes a € G
git Us' ={ua |ueU}={uta? |ueU}l={(au)™ |ueU}=(aU)"'. Man
iiberlegt sich nun leicht, daf sie sogar eine Bijektion ist.

laU| = |UD| fiir alle a,b € G.
Mit Eigenschaft 1 geniigt es, |aU| = |[Ua™!| zu zeigen. Im Beweis zu Eigenschaft 3
wurde bewiesen, dal Ua™! = (aU) ™! gilt, also |aU| = |(aU)™}| = |[Ua™|.

G ist disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen (Rechtsnebenklassen).
Da jedes a € G in der Linksnebenklasse aU (Rechtsnebenklasse Ua) liegt, ist G Verei-
nigung der Nebenklassen. Wegen FEigenschaft 2 ist die Vereinigung disjunkt.

Definition 1.8 Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G, so heifit die Anzahl der
Linksnebenklassen (Rechtsnebenklassen) von U Index von U (in G), geschrieben (G : U).

Beispiel. Wir betrachten die symmetrische Gruppe G = S3. Die Diedergruppe Dj ist eine
Untergruppe von Sz, und wegen |D3| = |S3| = 6 folgt D3 = S3, also

: 2 2
G =8S3=D3={id,o,0° 7,70,70°},

wobei o7 = 70?2 gilt. Wir berechnen die Nebenklassen fiir U = () = {id, 7}.

idv = {id, v} = 71U Uvid = {id,v} = Ur

oU = {o,70%*} = 10°U Uo = {o,70} = Uro

o’U = {o%, 70} = 710U Uo? = {o* 10%} = Uro?
Linksnebenklassen Rechtsnebenklassen

Offenbar gilt (G : U) = 3.
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Satz 1.9 (Lagrange) Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G, so gilt
Gl = U] - (G : ).

Beweis. Wegen Eigenschaft 5 ist G die disjunkte Vereinigung von (G : U) Mengen mit der
Machtigkeit |U]| (vgl. Eigenschaft 1).
O

Beispiel.
1. Fiir jede Gruppe G gilt (G : G) =1 und (G : {e}) = |G].
2. Sein € Nyn > 2 sowie G =8S,, und U = D,,. Dann gilt

CSel ot (n—1)!
D, 20 2

(S, : Dy)

3. Ist K ein Korper, dann gilt fiir alle n € N:
(GL(n; K) : SL(n; K)) = |K™|.
Um das einzusehen, betrachten wir A, B € GL(n; K). Es gilt

A-SL(n;K)=B-SL(n;K) < A€ B-SL(n;K)
<= B 'AcSL(n;K)
<= det(B'A) =1

< det A =detB.

Definieren wir nun fiir jedes k € K*

—_

Ak = . y
0 1

dann gilt det Ay, = k. Offenbar liegt in jeder Nebenklasse von SL(n; K) genau ein Ay.
Daraus folgt

GL(n; K)/SL(n; K) = {A - SL(n; K) | k € K*} und
(GL(n; K) : SL(n; K)) = |K™|.

Korollar 1.10 Die Ordnung einer Untergruppe teilt die Gruppenordnung.

Korollar 1.11 Die Ordnung eines Gruppenelements teilt die Gruppenordnunyg.

Beweis. Fiir jedes Gruppenelement a gilt orda = |(a)|. Mit Korollar 1.10 folgt die Behaup-
tung.
O
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Korollar 1.12 Gruppen von Primzahlordnung sind zyklisch.

Beweis. Ist |G| = p und p prim sowie a € G,a # e, dann ist (a) Untergruppe von G und
|(a)| ein Teiler von p. Damit gilt |(a)| = p = |G|, d.h. (a) = G.

O
Korollar 1.13 Ist G eine Gruppe und |G| =n < oo, dann gilt a™ = e fir alle a € G.
Beweis. Wegen Korollar 1.11 gilt n = k - orda fiir ein k € N, also
a® = (aorda)k: — ek —e.
O

Korollar 1.14 Ist G eine endliche Gruppe mit den Untergruppen U und V', so dafs U CV,
dann gilt:
(G:U)=(G:V)(V:U).

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus

[UI-(G:U)=|G|=|V|-(G:V)=|U|-(V:U)-(G:V).

2. Gruppenhomomorphismen

Definition 2.1 Ist G eine Gruppe mit der Verkniipfung o und H eine Gruppe mit der Ver-
knipfung *, dann heifit ¢ : G — H Gruppenhomomorphismus, wenn ¢(aob) = p(a)*p(b)
fiir alle a,b € G gilt. Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heiffit Gruppenisomorphismus,
und ein  Gruppenisomorphismus ¢ : G — G heifit Gruppenautomorphismus. Zwei Grup-
pen G und H heiffen isomorph (geschrieben G = H ), wenn es einen Gruppenisomorphismus
v :G— H qibt.

Einfache Eigenschaften. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.

1. Ist e das neutrale Element von G, dann ist ¢(e) das neutrale Element von H.

2. Ist a™! das inverse Element von a € G, so ist ¢(a™!) das inverse Element von ¢(a) € H,
d.h. p(a)™t = p(a™).

3. Die Komposition von Gruppenhomomorphismen ist ein Gruppenhomomorphismus.

4. Ist ¢ : G — H ein Gruppenisomorphismus, so ist ¢~ : H — G auch ein Gruppeni-
somorphismus.
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Beispiel.

1. Ist G eine Gruppe, so ist G — G,a —— e ein Gruppenhomomorphismus und die
Identitat id : G — G, a —— a ein Gruppenautomorphismus.

2. Betrachten wir R als Gruppe beziiglich der Addition und R := {z € R | z > 0} als
Gruppe beziiglich der Multiplikation, so ist exp : R — R™, z —— e ein Gruppeniso-
morphismus.

3. Ist K ein Korper und n € N; so ist det : GL(n; K) — K*, A — det A ein Gruppen-
homomorphismus.

4. Fiir jedes n € Nist sgn : S,, — {1, =1}, 7 — sgn7 ein Gruppenhomomorphismus.

Satz 2.2 Sind G und H zwei Gruppen mit den neutralen Elementen eq bzw. ey und ist
¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt:

1. Ist U Untergruppe von G, so ist o(U) :={¢(a) | a € U} Untergruppe von H.
2. Ist V' Untergruppe von H, so ist o= (V) :={a € G | p(a) € V'} Untergruppe von G.
3. Kerny :={a € G | p(a) = ey} ist Untergruppe von G.
4. @ ist injektiv <= Kerny = {eq}.
Beweis.

1. Wegen e € U ist p(eg) € p(U), d.h. p(U) # 0, und fiir alle a, b € U gilt: ¢(a)p(b) ™! =
o(a)p(d™!) = p(ab™') € p(U). Wegen Satz 1.5 ist damit ¢(U) Untergruppe von H.

2. Wegen p(eg) = ey € Vist eg € o (V), d

h.
gilt: p(ab™!) = p(a)p(b™!) = pla)p(b)~" €V,
damit ¢~ (V) Untergruppe von G.

@ (V) # 0, und fiir alle a,b € ¢~ (V)
d.h. ab™! € o= (V). Wegen Satz 1.5 ist

3. Die Behauptung folgt sofort aus 2. mit V' = {ey}.
4. " =" Da ¢ injektiv ist, ist e¢ das einzige Urbild von ey, d.h. Kerng = {eq}.

" <" Sind a,b € G mit p(a) = p(b), so folgt w(ab™) = p(a)p(b™) = p(a)p(b)™! =
ex, also ab™! € Kernyp, d.h. ab™! = eg, also a = b.

Definition 2.3 Sind G, H Gruppen und ist p : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so
heifst Kernyp der Kern von ¢.

Satz 2.4 Sind G, H Gruppen und ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus sowie
N = Kernyp, so gilt aN = Na fiir alle a € G.
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Beweis. Ist n € N, so folgt an = ana™'a. Wegen ¢(ana™') = p(a)p(n)p(a™t) = ¢(a)p(a™?) =
ex gilt ana™ € N, also aN C Na, und Na C aN ergibt sich entsprechend.
O

Definition 2.5 Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G, so heifst U Normalteiler
in G, wenn aU = Ua fiir alle a € G gilt.

Bemerkung. Offenbar ist eine Untergruppe U von G genau dann Normalteiler in GG, wenn
aUa' = U fiir alle a € G gilt.
Beispiel.

1. Ist G eine Gruppe, so sind G und {e} Normalteiler in G .

2. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ist ein Normalteiler in G.

3. Ist GG abelsch, so ist jede Untergruppe Normalteiler.

4. Ist K ein Korper und n € N; so ist SL(n; K) ein Normalteiler in GL(n; K), denn
SL(n; K) ist Kern des Homomorphismus det : GL(n; K) — K*.

Satz 2.6 Ist G eine Gruppe und N ein Normalteiler, dann ist G/N beziglich
alN - bN = abN

eine Gruppe und
¢:G— G/N,a— aN

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kernp = N.

Beweis. Zunéchst muf} gezeigt werden, dafl die Verkniipfung der Nebenklassen wohldefiniert
ist, d.h., es mul abN = a'b/' N gelten fiir alle a,a’, b, € G mit aN = a’N und bN = V' N. Sei
also @’ = an und v/ = bm mit n,m € N. Da N ein Normalteiler in G ist, gibt es ein n’ € N
mit nb = bn’, also

a'/ N = anbmN = abn'mN = abN.

Die Verkniipfung ist offenbar assoziativ, eN(= N) ist das neutrale Element und a !N ist
das inverse Element von a/N. Ebenso leicht iiberpriift man, dafl ¢ ein Homomorphismus ist,
und wegen ¢(a) = alN tritt jede Nebenklasse als Bild unter ¢ auf, d.h.; ¢ ist surjektiv. Zu
zeigen bleibt Kernp = N. Dieses folgt aber sofort aus

a € Kerngp <= ¢(a) =eN <= aN =eN <= a € N.

O
Bemerkung. In Satz 2.6 wird die Normalteilereigenschaft von N lediglich fiir die Wohlde-
finiertheit der Verkniipfung gebraucht.
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Definition 2.7 Ist G eine Gruppe und N ein Normalteiler, so heifit G/N beziglich der in
Satz 2.6 angegebenen Verkniipfung Faktorgruppe von G nach N, und ¢ heifit zugehiriger
kanonischer Homomorphismus.

Bemerkung.

1. In G/N schreibt man auch @ statt a/N.

2. Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe U Normalteiler und /U abelsch.

3. Ist G zyklisch, so ist G/U zyklisch fiir jede Untergruppe U.
Beispiel. Wir betrachten Z als Gruppe beziiglich der Addition. Fiir jedes n € N ist dann
nZ = {nz | z € Z} eine Untergruppe von G, die sogar Normalteiler ist, da G abelsch. Jedes
z € Z 1aBt sich eindeutig in der Form z = gn + r mit ¢ € Z und r € {0,1,...,n — 1}
schreiben, d.h.,

Z/nZ ={0+nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ}={0,1,...,n— 1}.

Man bezeichnet die Menge aller Nebenklassen auch mit Z,, und es folgt |Z,| = (Z : nZ) =
|Z/nZ| = n. Es gilt fiir alle a,b € {0,1,...,n—1}:

Ga+b=a+bfallsa+b<nunda+b=a+b—nfallsa+b>n.

Bei dieser Darstellung der Addition liegen die Reprisentanten der Nebenklassen immer in
{0,1,...,n — 1}. Es gilt aber stets

G+b=ua+bfiralea,beZ.
7, ist beziiglich der Addition eine zyklische Gruppe der Ordnung n.
Zwei ganze Zahlen a, b liegen nun genau dann in derselben Nebenklasse, wenn sie bei Division
durch n denselben Rest lassen. Die Nebenklassen werden daher auch als Restklassen modulo
n bezeichnet, und statt @ = b schreibt man auch

a=bmodn

und sagt: a und b sind kongruent modulo n.

Satz 2.8 (Homomorphiesatz) Sind G und H Gruppen und ist ¢ : G — H ein surjekti-
ver Gruppenhomomorphismus, dann ist

Y G/Kernp — H, aKerngp — ¢(a)
ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere gilt also

H = G/Kerngp.
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Beweis. Zunichst zeigen wir, dafl ¢ wohldefiniert ist. Gilt aKernyp = a’Kerny, so gibt es
ein n € Kerng mit a = a'n, also p(a) = p(a'n) = p(a’)p(n) = p(d’).
Wegen 1 ((aKerny)(bKerny)) = ¥ (abKerng) = p(ab) = ¢(a)p(b) = ¥ (aKernp)ip(bKerny)
ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus, und mit Satz 2.2 ergibt sich die Injektivitat von 1) aus
aKernp € Kerny <= ¢(aKerny) = ey <= p(a) = ey <= a € Kernp <= aKernp =
Kernp. Somit besteht also der Kern von ¢ nur aus dem neutralen Element von G/Kerngp,
d.h., v ist injektiv. Die Surjektivitdt von 1 ergibt sich direkt aus der Surjektivitat von ¢.
O

Bemerkung.

1. Sind G und H Gruppen und ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt
G/Kernp = ¢(G).

2. Fiir jede Gruppe G gilt G/{e} = G.

Beispiel.

1. Ist K ein Korper und n € N, dann ist det : GL(n; K) — K*, A —— det A ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus. Wegen Kern det = SL(n; K) folgt aus dem Ho-
momorphiesatz

GL(n; K)/SL(n; K) = K*.

2. Fiir jedes n € Ny;n > 1ist sgn : S, — {1, —1}, 7 — sgnr ein surjektiver Gruppen-
homomorphismus. Der Kern heifft alternierende Gruppe und wird mit A,, bezeichnet.
Die alternierende Gruppe besteht aus den geraden Permutationen und ist als Kern von
sgn ein Normalteiler in S,,. Wegen des Homomorphiesatzes gilt

S,/A, = {1,-1}.

3. Ist (a) eine zyklische (multiplikativ geschriebene) Gruppe, dann ist

0:Z— (a), z+—a*

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Gilt orda = oo, so folgt Kernp = {0}, d.h.
(a) = Z/{0} = Z (vgl. Bemerkung 2). Gilt aber orda = n < oo, so ist Kernp = nZ,
d.h. (a) =2 Z/nZ = Z,. Bis auf Isomorphie gibt es damit genau eine zyklische Gruppe
der Ordnung n,n € NU {oco}. Ist n € N, so bezeichnet man ”die” additiv geschriebene
zyklische Gruppe der Ordnung n mit Z,, und ”die” multiplikativ geschriebene mit Z,,.

Anwendung.

1. Ist p eine Primzahl, so gibt es ”"genau eine” Gruppe G mit |G| = p. Zunéchst ist Z,, eine
solche Gruppe, und ist G ebenfalls eine Gruppe mit |G| = p, so ist G wegen Korollar
1.12 zyklisch, also G = Z,,.
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2. Es gibt "genau zwei” Gruppen der Ordnung 4, und beide sind abelsch. Zunéchst sind
Zy und Zo x Zs solche Gruppen, und wegen a? = e fiir alle a € Zy X Zy ist Zo X Zo
nicht zyklisch, d.h. Zy X Zy 2 Z4.

Sei nun andererseits G eine Gruppe mit |G| = 4.

1. Fall: Es gibt ein g € G mit ordg = 4. Dann folgt G = (g) = Z,.

2. Fall: ¢ = e fiir alle g € G. Dann folgt G = {e,a,b,c} mit a®> = b? = ¢ = ¢ und
ab = c. Die Verkniipfung in G ergibt sich nun geméf folgender Tabelle:

e a b ¢
ele a b c
ala e ¢ b
b|b ¢ e a
cle b a e

Definieren wir die Abbildung ¢ : G — (a) x (b) durch
e— (e,e), ar— (a,e), b+— (e,b), c+— (a,b),
so zeigt man leicht, dal ¢ ein Gruppenisomorphismus ist, d.h. G = Zs X Zs.

Ist G eine nichtzyklische Gruppe der Ordnung 4, so heiit G Kleinsche Vierergruppe,
geschrieben G' = U,.

3. Aufgaben

A 3.1 Es sei G eine Gruppe und a, b Elemente aus G mit endlicher Ordnung. Zeigen Sie:

1. Fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt "™ = e genau dann, wenn die Ordnung orda von a
ein Teiler von n ist.

2. orda™! = orda.
3 0 1 orda—1

La’,a, ..., a sind genau die verschiedenen Potenzen von a.

4. Gilt ab = ba und sind die Ordnungen orda, ordb teilerfremd, so gilt ord(ab) = orda-ordb.

A 3.2 1. Sei G eine Gruppe und a € G mit orda < co. Zeigen Sie fiir alle k € N:

2. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und m = max{orda | a € G}. Zeigen Sie, dafl
orda ein Teiler von m ist fiir alle a € G.
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A 3.3 Wir betrachten Z als Gruppe beziiglich der gewthnlichen Addition. Zeigen Sie:
1. Ist U eine Untergruppe von Z, dann gibt es ein a € Z mit U = aZ = {az | z € Z}.

2. Fir a,b € Z \ {0} gilt
(a,b) =dZ und (a) N (b) = mZ

wobei d ein gg'T und m ein kgV von a und b ist.
A 3.4 Zeigen Sie, dafl jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe zyklisch ist.

A 3.5 Seien o, 7 € S,, disjunkt, d.h., fiir alle z € {1,2,...,n} gilt o(x) = x oder 7(z) = =.
Zeigen Sie, dafl dann fiir alle 7,5 € N auch ¢* und 77 disjunkt sind und daB c o7 =700
gilt. Weisen Sie weiterhin nach, daf§ gilt

ord(o o 7) = kgV(ordo, ordr).
A 3.6 Gegeben sind die Permutationen:

12 3 45 6 78 9 12 3 45 6 78 9
—= T = .
2 956 8 41 3 7) 38 1 2 7 5 9 46

Schreiben Sie o und 7 als Produkte disjunkter Zykeln. Berechnen Sie o o7 und 77! o o sowie
sgn(c o 7) und ord(77! o 7).

A 3.7 SeineN, n>2und o,7 € S,, mit
12 ... n—1 n 1 2 3 ... n—1 n
o= T = .
2 3 ... n 1)’ 1 n n—-1 ... 3 2
Die Untergruppe D,, :=< 0,7 > von S,, heiBBt Diedergruppe (vgl. Beispiel nach Korollar 1.7).

1. Zeigen Sie | D,, |= 2n.

2. Sei n = 4 und U =< 7 >. Berechnen Sie (D, : U) und geben Sie alle Links- und
Rechtsnebenklassen von U in Dy an. Ist U ein Normalteiler in D,?

A 3.8 Berechnen Sie (S, : Dy) und geben Sie alle Links- und alle Rechtsnebenklassen von
D4 in S4 an. Ist Dy Normalteiler in S;7

A 3.9 Berechnen Sie alle Untergruppen der Diedergruppe D4. Welche davon sind Normal-
teiler?

A 3.10 G sei eine Gruppe. Dann heifit Z(G) := {a € G | Vb € G : ab = ba} Zentrum von G.
1. Zeigen Sie, daB Z(G) ein Normalteiler in G ist.

2. Zeigen Sie fiir die Diedergruppe D,, = (0, 7),n > 2, daB Z(D,,) = {id, 02} fiir gerades
n und Z(D,,) = {id} fiir ungerades n gilt.

A 3.11 G sei eine endliche abelsche Gruppe mit | G |= m. Zeigen Sie: Fiir alle a,b € G
mit teilerfremden Ordnungen ist (a) x (b) zyklisch. Gilt aulerdem m = orda - ordb, so ist G
zyklisch und G = (a, b). Geben Sie ein sinnvolles Beispiel an.



21

A 3.12 Gegeben sind die reellen Matrizen

10 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 1 0 O
01 00 0 0 01 0 0 1 0 -1 0 0 O
E= 00 10 1= -1 0 0 0 = 0 -1 0 O K= 0 0 0 -1
00 01 0 -1 0 0 1 0 0 O 0 01 0

Zeigen Sie, daB G = {FE,—E,I,—I,J,—J, K, — K} eine Untergruppe der GL(4; R) ist. Geben
Sie alle Untergruppen von GG an. Welche sind Normalteiler?

A 3.13 Gegeben sind die Matrizen A, B € GL(2; Q) mit

0 -1 01
AZ(l—l) und Bz(lo).

Zeigen Sie ordA = 3, ordB =2 und AB = BA? und dafl G = {F, A, A%, B, BA, BA?} eine
Untergruppe von GL(2;Q) ist. Sind G und die Diedergruppe D3 isomorph?

A 3.14 G sei eine Gruppe mit dem neutralen Element e. Zeigen Sie:
1. Gilt g? = e fiir alle g € G, so ist G abelsch.

2. Sind U,V endliche Untergruppen von G mit UNV = {e}, dann gilt | UV |=| U | - | V|,
wobei UV ={u-v|ueUwveV}.

3. Ist U eine Untergruppe von G mit (G : U) = 2, so ist U ein Normalteiler in G.

4. Ist U Untergruppe von G und N Normalteiler in G, so ist UN Untergruppe in G.

A 3.15 Es sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, daf} es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen
der Ordnung 2p gibt.

A 3.16 Es seien G und H Gruppen und e das neutrale Element von G. Zeigen Sie: {e} x H
ist Normalteiler in G x H und (G x H)/({e} x H) = G. Hinweis: Betrachten Sie einen
geeigneten Homomorphismus ¢ : G X H — G und wenden Sie den Homomorphiesatz an.

A 3.17 G sei eine Gruppe und Aut(G) die Menge aller Automorphismen von G. Zeigen Sie,
dal Aut(G) eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderschaltung ist. Geben Sie alle Auto-
morphismen der Sz an und zeigen Sie Aut(S3) = S;.

A 3.18 Geben Sie alle Automorphismen der Kleinschen Vierergruppe U, an. Zeigen Sie
Aut (%4) = Sg.

A 3.19 Ist G eine Gruppe und a € G, so definiert man i, : G — G, g — aga™ .

1. Zeigen Sie, daB i, ein Automorphismus von G fiir jedes a € G ist. (Man nennt i, einen
inneren Automorphismus.)

2. Zeigen Sie, dafl die inneren Automorphismen von G eine Untergruppe von Aut(G)
bilden. (Die Gruppe der inneren Automorphismen bezeichnet man mit Inn(G).)

3. Zeigen Sie: Inn(G) = G/Z(G).



KAPITEL 2

Ringe

1. Ringe und ihre Homomorphismen

Definition 1.1 Fine Menge R mit den Verkniipfungen + und - heifit Ring, wenn gult:
i) R ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Verknipfung +.
ii) Die Verkniipfung - ist assoziativ.
iii) Es gelten die Distributivgesetze, d.h., fir alle a,b,c € R gilt

a-(b+c)=(a-b)+(a-c), (a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Bemerkung.

1. Zur Vereinfachung der Darstellung werden in einem Ring R meistens die Klammern um
Produkte weggelassen und die Regel Punktrechnung geht vor Strichrechnung eingefiihrt.
Fiir a,b, ¢ € R schreibt man also zum Beispiel a- (b+¢) =a-b+a-cstatt a- (b+¢) =

(a-b)+ (a-c).

2. Ein Ring R heifit kommutativ, wenn a - b =0 - a fiir alle a,b € R gilt.

3. Ein Ring R heifit Ring mit Eins, wenn R beziiglich der Multiplikation ein Einselement

hat. Dieses wird im allgemeinen mit 1 bezeichnet.

4. Ist R ein Ring und S eine Teilmenge von R, so heifit S Teilring von R, wenn S beziiglich

der in R definierten Addition und Multiplikation ein Ring ist.

Beispiel.

1. Z ist beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring mit

Eins.
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Ist R ein Ring und n € N, so ist die Menge R, ,, alle (n,n)—Matrizen iiber R beziiglich
der iiblichen Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation ein Ring. Hat R ein Eins-
element, so auch R, ,. Fir n > 1 ist der Matrizenring R, , im allgemeinen nicht
kommutativ.

Ry,..., R, seien Ringe und R := Ry X ... X R,,. Definiert man die Addition + und die
Multiplikation - in R komponentenweise, so ist R ein Ring. Hat jedes R; (i = 1,...,n)
ein Einselement, so auch R, und R ist genau dann kommutativ, wenn jeder Ring R;
(1 =1,...,n) kommutativ ist. R heiit direktes Produkt der Ringe Ry, ..., R,.

Bemerkung. Sei R ein Ring beziiglich der Verkniipfungen + und -.

1.

2.

+ heifit Addition und - Multiplikation.

Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet und das additive Inverse von
a € R mit —a.

. Man schreibt auch ab statt a - b und a — b statt a + (—b) fiir alle a,b € R.

. Da R beziiglich der Multiplikation eine Halbgruppe ist, gelten insbesondere die Ergeb-

nisse aus Kapitel 1 iiber Halbgruppen und Halbgruppen mit Einselement. Zum Beispiel
definiert man a! = a und o™ = a"a fiir alle n € N, und es gelten die Potenzrechenge-
setze. Hat R ein Einselement 1, so ist es eindeutig bestimmt, und man definiert a® = 1
fiir alle a € R.

Rechenregeln. Ist R ein Ring, so gilt fiir alle a,b,c € R:

1.

2.

a-0=0-a=0.

. a(b—c)=ab— ac.

(a —b)e = ac — be.

Definition 1.2 R sei ein Ring mit 1.

i) a € R heifst Einheit oder invertierbar, wenn es ein b € R mit ab = ba = 1 gibt.

it) R sei kommutativ und es gelte 1 # 0. Dann heifst R Integrititsbereich, wenn ab # 0

fir alle a,b € R\ {0} gilt. R heifit Korper, wenn jedes a € R,a # 0, Einheit in R ist.

Bemerkung.

1.

a € R ist invertierbar, wenn a in der multiplikativen Halbgruppe von R invertierbar
ist. ™! bezeichnet dann das inverse Element (vgl. Kapitel 1).
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2. Die Menge E(R) der Einheiten von R ist beziiglich - eine Gruppe (vgl. Satz 1.2 aus
Kapitel 1).

3. Ist K ein Korper und F' ein Teilring von K, der ebenfalls ein Korper ist, so heifit F
Teilkorper von K.
Beispiel.
1. Z ist ein Integrititsbereich mit E(Z) = {1, —1}.
2. Q,R und C sind Korper.

3. Sei R = Zy 5 der Ring der (2, 2)—Matrizen iiber Z. Dann ist ( 00

00 ) = 0 das neutrale
. 1 0
Element der Addition und <

01 ) = 1 das neutrale Element der Multiplikation. Wir

betrachten
1 2 -2 =2 11 1 2
(in) () ee) e (h)
Es gilt A, B # 0 und AB = 0. Man nennt A und B daher auch Nullteiler. Wegen
2 -1 2 -1
(5 )e=els )=

ist C' eine Einheit in R, und D ist weder Nullteiler noch Einheit in R.

Bemerkung.

1. Ein kommutativer Ring mit 1 ist genau dann ein Integritétsbereich, wenn 1 # 0 und
wenn R keine Nullteiler hat.

2. Da Einheiten keine Nullteiler sind, ist jeder Korper ein Integritéatsbereich.

Polynome iiber einem Integritéitsbereich.

R sei ein Integritéitsbereich. Der formale Ausdruck
f(x) =ag+a1r + ax® + . ..

mit a,, € R und a,, # 0 fiir nur endliche viele n heifit Polynom in der Unbestimmten z mit
den Koeffizienten ag, ay, as, . . ..
Ist

g(x) = by + byx + box® + ...

ebenfalls ein Polynom in x mit Koeffizienten aus R, so definiert man

flz)=g(x) <= (VneNy:a,=D0,).
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f(z) heifit Nullpolynom (geschrieben f(z) = 0), wenn ay = a; = ... = 0. Die Menge
aller Polynome in x mit Koeffizienten aus R bezeichnet man mit R[z], und auf R[z] wird
folgendermaflen eine Addition + und eine Multiplikation - eingefiihrt:

f(x)+g(x) = (ao+bo)+ (a1 + b))z + (ag + bo)z? + ...
f(z)-glx) = co+cix+er?+... mit c,= Z a;by_;.
=0

Man zeigt leicht, dal ¢,, # 0 nur fiir endlich viele n gilt, d.h., die Multiplikation ist wohlde-
finiert. Beziiglich dieser Addition und Multiplikation ist R[x] ein kommutativer Ring mit 1,
und es gilt 1 # 0. R[x] heiBt Polynomring in (der Unbestimmten) z iiber R. Man schreibt
oft die Summanden 0z™ nicht mit. Dann hat jedes Polynom f(x), f(z) # 0, die Darstellung

flz)=apa" +...+ a1z +ap mit a,#O0,

und n heiBt Grad von f(z), geschrieben gradf(z) = n. Gilt a,, = 1, so heiit f(x) normiert.
a, nennt man den fithrenden Koeffizienten von f(x). Das Nullpolynom hat den Grad —oo.

Es gilt gradf(z)g(x) = gradf(z) + gradg(x) :
Ist f(z) = 0 oder g(x) = 0, so folgt die Behauptung unmittelbar. Sei also f(z), g(x) # 0 und
grad f(z) = n,gradg(xz) = m. Dann ergibt sich mit den Bezeichnungen von oben

(anz™ + .. ) (D™ +...) = apbp ™™ + ...

Da R ein Integritdtsbereich ist, folgt a,b,, # 0, d.h. gradf(z)g(xz) = n + m.

Folgerung. Ist R ein Integritdtsbereich, so ist auch R|[x] ein Integritétsbereich.

Definition 1.3 Sind R und S Ringe, so heifit eine Abbildung ¢ : R — S Ringhomomor-
phismus, wenn fir alle a,b € R gilt:

pla+b)=p(a) + o), ¢(ab)=p(a)p(b).

Bemerkung.

1. Ein Ringhomomorphismus ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus zwischen
den additiven Gruppen.

2. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus und 1z Einselement von R, so ist im
allgemeinen ¢(1g) kein Einselement von S.

3. Ringisomorphismen und Ringautomorphismen werden entsprechend definiert.

4. Zwei Ringe R und S heiflen isomorph (geschrieben R = S), wenn es einen Ringisomor-
phismus ¢ : R — S gibt.

5. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so ist ¢(R) ein Teilring von S.
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Satz 1.4 Sind R und S Ringe und ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt fiir
I := Kernp = {a € R|¢(a) =0} :
1. I ist Untergruppe der additiven Gruppe von R.
2. Firalleae Rundi €I gilt ai,ia € 1.
3. @ ist injektiv <= I = {0}.

Beweis. Die Behauptungen 1 und 3 gelten wegen Satz 2.2 aus Kapitel 1. Um Behauptung
2 zu beweisen, sei a € R und ¢ € I. Dann folgt ¢(ai) = p(a)p(i) = ¢(a) -0 =0, also ai € I.
Entsprechend ergibt sich ia € 1.

O

Definition 1.5 Fine Teilmenge I eines Ringes R heifit Ideal von R, wenn gilt:
1. I st Untergruppe der additiven Gruppe von R.

2. Fiir alleae R undi e I gilt ai,ia € 1.

Beispiel.
1. Ist R ein Ring, dann sind {0} und R Ideale von R.
2. Der Kern eines Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist ein Ideal von R.

3. Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und a € R, dann ist (a) := {a-7 | r € R} ein Ideal
von R, das a enthélt.

Beweis: Wegen a = a-1 € (a) ist (a) nicht leer, und es gilt a € (a). Sind nun weiterhin
ar,as € (a) mit r,s € R, dann folgt ar — as = a(r — s) € (a). Wegen Satz 1.5
aus Kapitel 1 ist damit (a) Untergruppe der additiven Gruppe von R. Ist schliellich
ar € (a) mit r € R und s € R, so folgt (ar)s = a(rs) € (a), und damit ist insgesamt
die Behauptung gezeigt.

(a) heifit das von a erzeugte Hauptideal, und ist € eine Einheit in R, so gilt (a) = (ae).
Fiir a = 0 folgt (a) = (0) = {0}.

Bemerkung. Sei R ein Ring.

1. Gilt 1 € R und ist [ ein Ideal von R mit 1 € I, so folgt I = R, denn fiir alle r € R
gilt dann 7 = r -1 € I. Ist € eine Einheit in R und € € I, so folgt 1 = ¢! - ¢ € I, also
ebenfalls I = R.

2. Ist {I; | j € J} eine Menge von Idealen von R, so ist auch Njecs/; ein Ideal von R.
Insbesondere ist der Durchschnitt I; N...N I, endlich vieler Ideale I, ..., I, ein Ideal
von R.
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3. Sind I4,..., I, Ideale von R, so ist auch
L+...+L,={u+...+i,|;€l;,j=1,...,n}

ein Ideal von R.

Ist R ein Ring und I ein Ideal von R, dann ist [ eine Untergruppe der additiven Gruppe
von R, und mit R/I = {r+ 1 | r € R} bezeichnet man die Menge aller Nebenklassen von [
beziiglich +. Da die Addition in R kommutativ ist, ist I sogar ein Normalteiler.

Satz 1.6 Ist R ein Ring und I ein Ideal von R, dann ist R/I beziglich
(a+I)+(b+1):=(a+b)+1, (a+I)-(b+1):=ab+1

ein Ring und
¢o:R— R/I,a—a+1

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kernp = 1.

Beweis. Wegen Satz 2.6 aus Kapitel 1 ist R/I beziiglich + eine abelsche Gruppe. Wir zeigen
nun, dafl - wohldefiniert ist. Ist a+1 =a'+ I, alsoa = a'+i fireini € [, und b+ 1 =0 +1,
also b = + j fiir ein j € I, dann folgt

(a+D)b+1) = ab+I=((+i)) +j)+1=dV +dj+ibl+ij+1
= d''+1 (dadyib,ijel)
= (d+ D +1).

Das Assoziativgesetz der Multiplikation und die Distributivgesetze gelten offenbar. Damit ist
R/I ein Ring. Wegen Satz 2.6 aus Kapitel 1 ist ¢ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
mit Kernp = I, und wegen

plab) =ab+ 1= (a+1)(b+ 1) = p(a)p(b)

fiir alle a,b € R ist ¢ ein Ringhomomorphismus.

Bemerkung.

1. Die Idealeigenschaft "ai,ia € [ fiir alle i € I und a € R” wurde lediglich zum Nachweis
der Wohldefiniertheit der Multiplikation benotigt.

2. Ist R kommutativ, so auch R/I.
3. Gilt 1 € R, so ist 1 + I das Einselement von R/I.

4. Man schreibt auch @ statt a + I fiir alle a € R.
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Definition 1.7 Ist R ein Ring und I ein Ideal von R, so heifst R/I beziiglich der in Satz 1.6
angegebenen Verkniipfungen Faktorring von R nach I, und ¢ heifit zugehoriger kanonischer
Homomorphismus.

Beispiel. Wir betrachten den Ring Z sowie I = nZ = (n),n € N. Dann ist I das von n
erzeugte Hauptideal. Im Faktorring

Z/nZ =1{0,1,...,n—1} =7,

gilt

G+b=a+b und a-b=a-b
fiir alle a,b € Z.

Satz 1.8 (Homomorphiesatz) Sind R und S Ringe und ist o : R — S ein surjektiver
Ringhomomorphismus, dann ist
Y R/Kernp — S, a+ Kernp — ¢(a)
ein Ringisomorphismus. Insbesondere gilt also
S = R/Kernep.

Beweis. Wegen Satz 2.8 aus Kapitel 1 ist ¢ ein Gruppenisomorphismus zwischen den addi-
tiven Gruppen von R/Kerngp und S. Fiir alle a,b € R gilt schlieflich

(@ b) =1 (ab) = p(ab) = p(a)p(b) = Y(@)y(b).

2. Teilbarkeit in Integrititsbereichen

Im folgenden ist R ein Integritatsbereich. Sind a, b, ¢ € R mit b # 0, so gilt die Kiirzungsregel:
ab=cb=—= a=rc,

denn aus ab = ¢b folgt (a —¢)b = 0, d.h. a — ¢ = 0, da b # 0 und R nullteilerfrei ist. Sind
a,b € R, so heifit a Teiler von b (oder man sagt auch a teilt b), wenn es ein ¢ € R mit
b = ac gibt, geschrieben alb. Gilt a|b und b|a fiir a,b # 0, so gibt es ¢,d € R mit b = ac und
a = bd, also b = bdc. Wegen der Kiirzungsregel folgt dc = 1, d.h. d und ¢ sind Einheiten. Ist
andererseits ¢ € R eine Einheit und b = ac, dann gilt a|b und wegen a = bc™! auch bla. Die
Elemente a und b heiflen dann assoziiert, geschrieben a ~ b, d.h.

a~b <= Es gibt eine Einheit € € R mit a = be.

Offenbar induziert ~ auf R eine Aquivalenzrelation.
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Beispiel.
1. Fiir den Ring R = Z der ganzen Zahlen gilt wegen E(Z) = {1, —1} fiir alle a,b € Z

a~b <= |a| =1}

2. Ist K ein Korper und R = K|[z] der Polynomring von K iiber z, dann gilt E(R) =
K> = K\{0}, denn ist f(z) € K|z| eine Einheit in K[x], so gibt es ein g(z) € K|x]
mit f(z)g(x) =1, also 0 = grad(f(z)g(x)) = gradf(x) + gradg(x), d.h. gradf(z) = 0.
Somit folgt fiir alle f(z), g(z) € K|x]

f(x) ~g(zr) <= Esgibtein k€ K* mit f(z) =k - g(x).

Definition 2.1 Ist R ein Integrititsbereich und sind ay,...,a, € R, dann heifit d € R
grofster gemeinsamer Teiler (ggT) wvon aq, ..., a,, wenn folgendes gilt:

i) d teilt ay,. .., ay.

ii) Fir jedes d' € R gilt: Ist d’' Teiler von ay, ..., a,, dann ist d' Teiler von d.

Bemerkung.
1. Entsprechend definiert man das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV).

2. Im allgemeinen braucht kein ggT zu existieren (vgl. Aufgabe 4.2). Ist d ein ggT von
ai,...,a, und d' auch, dann folgt d ~ d’. Andererseits ist mit d fiir jedes ¢ € E(R)
auch ed ein ggT. Ein ggT ist also nur bis auf eine Einheit eindeutig bestimmt. Man
schreibt d ~ (aq,...,a,), wenn d ein ggT von ay,...,a, ist.

3. Entsprechendes gilt fiir das kgV.

Beispiel. Im Ring Z der ganzen Zahlen sind wegen E(Z) = {1, —1} sowohl ggT als auch
kgV nur bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt.

Satz 2.2 FEuxistiert in etnem Integrititsbereich R der gg'T von je zwei Elementen, so existiert
er auch von n Elementen, n € N,n > 2.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollstédndige Induktion nach n, wobei sich der Induk-
tionsanfang n = 2 direkt aus der Voraussetzung ergibt.

n > 2: Sind aq,...,a, gegeben, so existiert nach Induktionsvoraussetzung ein gg'T' von
ay,...,an_1. Sei also d’ ~ (ay,...,a,-1) und d ein ggT von d’ und a,. Dann ist d als Teiler
von d’ auch Teiler von ay,...,a,_1, d.h., d teilt a,...,a,. Ist nun ¢t € R ebenfalls Teiler von
ai,...,a,, dann ist ¢ auch Teiler von d’, da d’ ~ (ay,...,a,_1). Also werden d’ und a,, von ¢
geteilt, d.h., t teilt d, da d ~ (d', a,,).

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dafl d ein ggT von aq,...,a, ist.
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Rechenregeln. Im folgenden ist R ein Integritétsbereich.

1. Haben in R je zwei Elemente einen ggT, so kann man in (ay,...,a,) fir beliebige
ai,...,a, € R die Reihenfolge der a; beliebig &ndern, und man kann beliebig klammern.
Zum Beispiel gilt:

(d ~ (al,ag) A\ d/ ~ (a3,a4)) — (al,ag,a37a4) ~ (d, d/)
Man schreibt auch (ay, as, az, aq) ~ ((a1,a2), (as,aq)).
2. Faralle ay, ... an,b1,...,b, € Rgilt (ay,...,a,) ~ (a1,...,a,,b1a1 + ...+ byay).

3. Fiir alle a,b,r € R gilt (a,b) ~ (a,b+ ra).
Definition 2.3 R sei ein Integrititsbereich.

i) p € R heifst prim oder Primelement, wenn p # 0, p keine Einheit und wenn fir alle
a,b e R gilt: Ist p Teiler von a - b, dann ist p ein Teiler von a oder ein Teiler von b.

ii) ¢ € R heifst unzerlegbar oder irreduzibel, wenn q # 0, q keine Einheit und wenn fir
alle a,b € R gilt: Ist g = a - b, dann ist a eine Einheit in R oder b eine Einheit in R.

Satz 2.4 Ist R ein Integrititsbereich und p € R prim, dann ist p unzerlegbar.

Beweis. Zunéchst ist p # 0 und p keine Einheit, da p prim ist. Sei p = a - b mit a,b € R.
Dann gilt insbesondere plab, also pla oder plb. Gilt pla, so folgt a = pc fiir ein ¢ € R, also
p = pcb, d.h. 1 = ¢b. Damit ist b Einheit. Entsprechend ist a eine Einheit, wenn p|b.

O

Bemerkung. Im allgemeinen sind unzerlegbare Elemente nicht prim. Dazu betrachten wir
den Integritétsbereich
& R =Z[V=5] = {a + bV=Bla,b € Z}

(vgl. Aufgabe 4.2). Zunichst zeigen wir, dafi 3 in Z[y/—5] unzerlegbar ist. Sei also 3 =
(a+byv/—=5)(c+ dy/—=5) mit a, b, c,d € Z. Wenden wir die Normfunktion aus Aufgabe 4.2 an,
so erhalten wir 9 = N(3) = (a® + 50?)(c? + 5d?). Wegen a? + 5b* < 9 ist [b| = 0 oder |b] = 1.
Ist |b| = 1, dann folgt |a|] = 2, da a® + 5b* Teiler von 9 ist, und es ergibt sich ¢® + 5d* = 1,
d.h. c+dy/—5 =1 oder ¢+ dy/—5 = —1. Damit ist ¢ + dv/—5 eine Einheit. Ist aber [b| = 0,
so folgt |a] = 1 oder |a] = 3, da dann a? Teiler von 9 ist. Fiir |a| = 1 ist a + by/=5 = 1
oder a + by/—5 = —1, in jedem Falle eine Einheit. Ist schlieBlich |a| = 3, dann ergibt sich
2+ 5d% =1, also ¢ + dy/—5 = 1 oder ¢ + dv/—5 = —1. Damit ist ¢ + dv/—5 eine Einheit.
Insgesamt haben wir also gezeigt, dafl bei jeder Zerlegung von 3 ein Faktor eine Einheit ist.

Wegen (2+ v/ —5)(2 —+/—5) =9 ist 3 Teiler von (2+ +/—5)(2 — v/—5). Offenbar teilt 3 aber
weder 2 4+ y/—5 noch 2 — y/—5. Damit ist also 3 unzerlegbar und nicht prim.
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3. Euklidische Ringe

Definition 3.1 Ist R ein Integrititsbereich, dann heifit R euklidischer Ring, wenn es eine
Funktion
g ”\{0} — No

mit folgender Figenschaft gibt: Zu a,b € R, b # 0, existieren q,r € R mit a = q-b~+r, wobei
r =0 oder g(r) < g(b).

Bemerkung.

1. g heifit Wertefunktion.

2. g heiBt regulir, wenn g(a) < g(ab) fiir alle a,b € R\{0} gilt.

Beispiel.

1. Fiir den Ring Z der ganzen Zahlen ist der Absolutbetrag eine regulére Wertefunktion,
d.h., Z ist ein euklidischer Ring.

2. Ist R := Zli] = {a+ bila,b € Z} mit > = —1 wie in Aufgabe 4.2, dann ist R beziiglich
der Normfunktion
N : Z[i] — Ny, a+ bi — a® + b*
ein euklidischer Ring. Die Normfunktion ist sogar eine regulidre Wertefunktion (vgl.
Aufgabe 4.3).

3. Ist K ein Korper und R := KJz| der Polynomring iiber K in der Unbestimmten z,
dann ist K[x] beziiglich der Gradfunktion ein euklidischer Ring, d.h., sind g(x) =
gn™ + ...+ go und h(z) = hpa™ + ...+ ho,hy # 0 Polynome in z, so gibt es
q(z),r(xz) € K[z] mit

g(x) = q(x)h(z) + r(z),
wobei r(z) = 0 oder gradr(x) < gradh(z).
Beweis. Gilt g(z) = 0, so wahlen wir ¢(z) = r(z) = 0. Sei also g(z) # 0 und gradg(z) =
n. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n.
n=0: Im Falle gradh(z) > 0 wéhlen wir g(z) = 0 sowie r(z) = g(x) = go, und es
gilt go = 0 - h(z) + go mit 0 = gradgy < gradh(z). Ist aber gradh(z) = 0, also
h(z) = ho # 0, dann gilt go = q(z)h(x) + r(x) mit ¢(z) = gohy " und r(x) = 0.
n>0: Ist m > n, so gilt g(x) =0-h(x)+ g(x) mit gradg(z) < gradh(z). Sei also m < n
und k(z) := g(x) — goh,ta" " h(x) = (g0 — gnhy hm)x™ + . .., d.h. k(z) = 0 oder
gradk(z) < gradg(z). Nach Induktionsvoraussetzung existieren ¢(z),r(x) € K|x]
mit k(z) = ¢(x)h(x) 4+ r(x), wobei r(z) = 0 oder gradr(z) < gradh(z). Es folgt
g(x) = k(z)+ gahs,'a" " h(z)
= G(x)h(z) +r(z) + g.h e " h(x)
= (@(x) + gohy ") M() + ().
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Damit ist K [x] ein euklidischer Ring beziiglich der Gradfunktion, die sogar eine regulére
Wertefunktion ist.

Beispiel. (Polynomdivision)

Die Berechnung von k(z) = g(x) — g,h;,'2" ™h(x) 148t sich am unten aufgefiihrten Schema
veranschaulichen. Wir withlen K = Q, g(x) = 2* — 422 + 6z + 4 und h(z) = 2% + 2z — 2.
Dann gilt k(z) = —223 — 22% + 6z + 4. Wie beim schriftlichen Dividieren reeller Zahlen
wird h(z) so mit einer geeigneten x—Potenz z” und einer geeigneten Konstanten a € K
multipliziert, dal g(x) — axPh(x) einen kleineren Grad als g(z) hat. Danach schreibt man
axPh(z) wie im Beispiel unter g(x) in die zweite Zeile, und k(z) erscheint in der dritten Zeile
als Differenz g(z) — aaPh(z). Auf k(x) wird nun gemiB Induktionsvoraussetzung dasselbe
Verfahren angewandt. Wie obigem Beweis zu entnehmen ist, lassen g(x) und k(z) bei Division

durch h(z) denselben Rest.

a2t — 42 46 +4 22+ 20 —2=2>—-20+2
xt 4 223 — 222

— 223 — 222 +6x+ 4

— 23 —42? + 4z

212 +2x+ 4
202 4+ 4dxr— 4
—2rx+ 8

Insgesamt erhalten wir also z* — 422 4 62 + 4 = (2% — 2z + 2)(2? + 22 — 2) — 22 + 8.

Satz 3.2 Ist R ein euklidischer Ring und sind a,b € R, dann existiert ein gg'T' von a und
b, und es gibt z,y € R mit d = za + yb, wobei d ~ (a,b).

Beweis. Ist a = 0, dann ist b ein ggT von a und b, und ist b = 0, so ist a ein ggT von
a und b. In beiden Féllen gilt die Behauptung. Seien also a,b # 0. Wir berechnen rekursiv
r1,q1,72,q2, ... € R durch

= qgb+r, g(r) <g(b)
b = qri+r, g(r) <g(r)

Thn—2 = QqpTp—1 17Ty, g(rn> < g(rnfl)
Tn—1 = ({n4+1Tn-

Da die Werte von g in Ny liegen, bricht obiges Verfahren nach endlich vielen Schritten ab.
GeméB der Rechenregel 3 nach Satz 2.2 gilt

(a,b) ~ (a—qb,b) ~ (11,b) ~ (r1,b— qary) ~ (r1,7m2) ~ ...
~ (Tnflfrn) ~ (Qn+1rn;rn)
~ r,=:d.

Die Darstellung von d in der Form d = za + yb erhilt man durch ”Riickwértseinsetzen”.
O
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Bemerkung. Obiges Verfahren zur Berechnung eines gg'T' bezeichnet man als euklidischen
Algorithmus.

Durch vollstédndige Induktion erhélt man

Korollar 3.3 Ist R ein euklidischer Ring und sind aq,...,a, € R, dann existiert d ~
(a1,...,a,), und es gibt x1,...,x, € R mit d = x1a1 + ... + Tpay.

Beispiel. Wir berechnen im Ring Z der ganzen Zahlen einen gg'T von 6, 10 und 15.

Berechnung von (6, 10) Riickwirtseinsetzen
10 = 1-6+4 6—-1-4=2
6 = 1-4+2 6-1-(10—1-6)=2
4 = 2-2, also 2:6—-1-10=2.
2~ (6,10).

Nun muf noch ein ggT von 2 und 15 berechnet werden. Wegen (15,2) ~ (15 —2-7,2) ~
(1,2) ~ 1ist 1 ein ggT von 6,10 und 15, und es folgt

1=15-7-2=15-7-(2-6—-1-10)=15—-14-6+ 7 - 10.

Satz 3.4 Ist R ein euklidischer Ring und ist ¢ € R unzerlegbar, so ist q prim.

Beweis. Da ¢ unzerlegbar ist, gilt ¢ # 0, und ¢ ist keine Einheit. Sei nun ¢ Teiler von a-b mit
a,b € R, sowie d ~ (q,a). Dann existieren z,y,r, s € R mit d = ax 4+ qy und a = dr, q = ds.
Da g unzerlegbar ist, ist d eine Einheit oder s eine Einheit.

1. Fall: s ist eine Einheit. Dann folgt a = ¢(s~'r), d.h. ¢la.

2. Fall: d ist eine Einheit. Dann folgt

b= baxd ' + bqyd .

Da ¢ Teiler von ab ist, folgt ¢|b.

Satz 3.5 Ist R ein euklidischer Ring, dann lifit sich jedes a € R,a # 0, das keine Finheit
1st, eindeutig als Produkt von Primelementen schreiben, d.h.

i) Es gibt Primelemente py,...,pp, € R mita=py-...- py,.
i1) Sind q1, . ..,qm € R Primelemente mit a = qy + ... Gm, S0 gill n = m und bei geeigneter
Indizierung p; ~ q; firi=1,...,n.

Beweis. Sei g eine Wertefunktion von R, die wegen Aufgabe 4.4 sogar als reguldr an-
genommen werden kann. Wir beweisen zunéchst i) und nehmen an, daf§ es ein Element
a € Rya # 0,a ¢ E(R) gibt, das nicht Produkt von Primelementen ist. Wir kénnen wei-
terhin annehmen, dafi a mit dieser Eigenschaft einen minimalen Wert g(a) hat, d.h., ist
b€ R,b+# 0 und b keine Einheit mit g(b) < g(a), dann ist b Produkt von Primelementen.
Zunéchst ist a selbst kein Primelement und wegen Satz 3.4 damit nicht unzerlegbar, d.h., es
gibt b,c € R\ {0} mit b,c € E(R) und a = bc.

Da R ein euklidischer Ring ist, existieren nun ¢, € R mit b = ¢ -a + r, wobei r = 0
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oder g(r) < g(a). Gilt r = 0, so folgt a = cqa, d.h. 1 = ¢q und damit ¢ € E(R), also ein
Widerspruch. Es folgt
0#r=>b—qa=0b—gbc="0b(1— qc)

und g(a) > g(r) = g(b(1 — qc)) > g(b) auf Grund der Regularitidt von g, also g(a) > g(b).
Entsprechend ergibt sich g(a) > g(c). Wegen der Minimalitdt von g(a) lassen sich nun b und
¢ und mit a = be auch a als Produkt von Primelementen schreiben.
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Zerlegung a = p; - ... - p,, durch Induktion nach n.
n=1Esglta=p =q ... qn, wobei qq,...,q, prim sind. Da p; als Primelement
unzerlegbar ist, ist ¢y - ... - ¢, Einheit, also ¢o,...,qn € E(R), dh. m =1 und p; = ¢;.
n>1:Seip;-...-pp=q1 ... qn. Da p; prim ist, folgt py|g; fireini=1,...,m. O.B.d.A.
sei p; Teiler von ¢y, also ¢; = p; - e mit e € E(R), da ¢, unzerlegbar ist. Somit gilt p; ~ ¢
und

P2 Pn=(€42) @3 ... G-

Wegen e € E(R) ist eqy prim, und nach Induktionsvoraussetzung folgt n — 1 = m — 1, d.h.
n = m, sowie p; ~ ¢; fiir © > 2 bei geeigneter Indizierung.

O
Beispiel.

1. Jede ganze Zahl z € Z,z # 0,1, —1 148t sich "eindeutig” als Produkt von Primzahlen
schreiben.

2. Ist K ein Korper und f(z) € K|x] mit grad f(z) > 1, so lait sich f(z) "eindeutig” als
Produkt von irreduziblen Polynomen schreiben.

Anwendung: Nullstellen eines Polynoms.

Ist K ein Korper und f(x) = a,2™ + ... + a1x + ag € K[x] ein Polynom, so heifit a € K
Nullstelle von f(z), wenn f(a) := a,a™ + ...+ aja + ag = 0.

Wir zeigen nun fiir alle a € K:
fla) =0 <= Esgibt ¢(z) € K[z] mit f(x) = q(x)(z — a).

Beweis. Gilt f(z) = q(z)(x — a), so folgt f(a) = q(a)(a — a) = 0. Ist nun andererseits a eine
Nullstelle von f(x), dann gibt es Polynome ¢(x),r(z) € Klz] mit f(z) = q(x)(z — a) + r(z),
wobei r(z) = 0 oder grad r(z) = 0, d.h. r(x) =r € K. Wegen 0 = f(a) = q(a)(a —a) +r
folgt r(x) = 0, also die Behauptung.

O

Sind ay, . .., a; paarweise verschiedene Nullstellen von f(x), so sind z—ay, ..., r—a; paarweise
nichtassoziierte Primteiler von f(x), d.h.

fl)=(r—a1) ... - (x —a) - h(z)

fir ein h(z) € K|x].
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Folgerung. Ist K ein Korper und f(z) € K[z] ein Polynom iiber K mit n = grad f(z) > 0,
so hat f(x) in K hochstens n verschiedene Nullstellen.

Bemerkung. Ist R ein euklidischer Ring und sind a,b € R\{0} keine Einheiten, so kann mit
Hilfe des euklidischen Algorithmus ein gg'T von a und b berechnet werden, ohne die Primfak-
torzerlegung von a und b zu kennen. Dieses ist fiir die praktische Durchfiihrung sehr wichtig,
denn z.B. fiir sehr grofle natiirliche Zahlen ist die Primfaktorzerlegung oft sehr schwierig und
zum Teil praktisch nicht durchfiihrbar. Ist d ein ggT von a und b, so ist %b ein kgV von
a und b, d.h., auch ein kgV kann berechnet werden, ohne die Primfaktorzerlegung von a
und b zu kennen. Liegt aber die Zerlegung vor, d.h., sind py, ..., p, paarweise ”verschiedene”

Primelemente in R mit

an~pt o (ko kp €N und b plt o opl (1, € Ny),
dann ist
prlnin{ll’kl} - -puin{leke} ein goT und prlnax{ll’kl} o predinkalein kgV von a und b.

Satz 3.6 Ist R ein euklidischer Ring, dann ist jedes Ideal I von R ein Hauptideal.

Beweis. Im folgenden ist g eine Wertefunktion von R, beziiglich der R ein euklidischer Ring
ist. Gilt I = {0}, so ist 1 = (0). Wir kénnen also I # {0} annehmen und definieren

M ={g(r) [ rel,r#0} CNo.

M ist nicht leer und hat somit ein kleinstes Element n. Es gibt ein a € I,a # 0, mit
g(a) =n =min{g(r) | r € I,r # 0}, und wir zeigen I = (a).
Wegen a € I folgt ar € I fur alle r € R, da I ein Ideal von R ist, d.h. (a) C I. Ist nun
andererseits ¢ € I, dann gibt es ¢, € R mit i = ¢ -a + r, wobei r = 0 oder g(r) < g(a).
Wire r # 0, so wire r =1 — ¢ -a € I mit g(r) < g(a), im Widerspruch dazu, daBl n = g(a)
in M minimal ist. Also folgt i = ¢-a € (a), d.h. I C (a).

O

Bemerkung. Ist R ein euklidischer Ring und sind a,b € R, so gilt fiir d € R:
d ist ein ggT von a und b <= (d) = (a) + (b),

d ist ein kgV von a und b <= (d) = (a) N (b).

Faktorringe von euklidischen Ringen.

Im folgenden ist R ein euklidischer Ring, der kein Koérper ist, und I ein Ideal von R. Wir
behandeln die Frage, unter welchen Voraussetzungen der Faktorring R/I ein Korper ist.
Zunichst gibt es wegen Satz 3.6 ein r € R mit I = (r). Ist » = 0, dann gilt / = (0) und
R/I = R/(0) = R, d.h., R/I ist kein Korper. Ist r eine Einheit, dann gilt I = (r) = R wegen
Bemerkung 1 nach Definition 1.5, dar € (r). Esfolgt 0 =0+ R=R=1+R=1,dh., R/I
ist kein Korper. Sei also im folgenden r # 0 und r ¢ E(R). Wir unterscheiden zwei Fille.
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1. Fall: r ist prim. Dann ist r keine Einheit, d.h. 1 & (r) = I, und es gilt 0 # 1. Wir zeigen
nun, dafl @ € R/I,a # 0 in R/I invertierbar ist. Wegen @ # 0 gilt a & (r), d.h., r teilt a
nicht. Da r prim ist, folgt 1 ~ (r,a), und es gibt x,y € R mit 1 = xr + ya, d.h.
1=7-74+7-a=7-a.
Damit ist ¥ das multiplikative Inverse von @, d.h., R/ ist ein Korper.
2. Fall: r ist nicht prim. Dann ist r nicht unzerlegbar, d.h., es gibt a,b € R mit r = a - b
und a,b # E(R). Wére a € (r), so wire a = r - s fiir ein s € R, dh. a = a-b- s, also
1 =b-s, im Widerspruch zu b ¢ E(R). Somit gilt @ # 0, und entsprechend folgt b # 0.
Wegen @ -b =7 = 0 sind damit @, b Nullteiler in R/I, d.h., R/I ist kein Kérper.

Insgesamt haben wir also gezeigt:

Satz 3.7 Ist R ein euklidischer Ring und r € R\ {0}, dann gilt

R/(r) ist ein Korper <= r ist prim.

Obiger Beweis liefert sogar:

Satz 3.8 Ist R ein euklidischer Ring und r € R\ {0}, dann gilt

R/(r) ist ein Integritdtsbereich <= R/(r) ist ein Korper.

Ziel ist es nun, folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.9 Ist R ein euklidischer Ring und sind ry,...,r, € R\ {0} keine FEinheiten und
paarweise teilerfremd, d.h., ist (r;,r;) ~ 1 firi# j, so gilt

R/(ry-...-mk) 2 R/(r1) X ... X R/(7g).

Korollar 3.10 Ist R ein euklidischer Ring sowie v € R\ {0} keine Einheit und ist r ~
pit .. pk die Primfaktorzerlegung von r mit “verschiedenen” Primfaktoren py, ..., py, so
qilt

R/(r) = R/(py") x ... x R/(py").

Wir werden Satz 3.9 mit Hilfe des sogenannten Chinesischen Restsatzes beweisen. Dazu
bendétigen wir einige Vorbetrachtungen. Ist » € R,r # 0 und sind a,b € R, so definiert man

a=bmodr <= rteilt a —0b.
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Gilt @ = b mod r, so sagt man, dal a und b kongruent modulo r sind, und a = b mod r heifit
Kongruenz. Offenbar ist folgendes erfiillt:

a=bmodr <= Esgibteinse€ Rmita—b=rs
<= Esgibtein s€ Rmita=>b+rs
<~ a+(r)=b+(r)
< a=bin R/(r).

Damit {ibertragen sich die Rechenregeln, die im Faktorring R/(r) gelten, auf das Rechnen
mit Kongruenzen. Fiir alle ¢ € R folgt zum Beispiel aus a = b mod r

a+c=b+cmodr und ac = becmod r.

Chinesischer Restsatz. Ist R ein euklidischer Ring und sind rq, ..., € R\ {0} paarweise

teilerfremd, dann existiert zu beliebigen aq,...,a; € R ein x € R mit
(%) r=a; modry,...,xr = a, mod ry.
Ist z eine Losung von (%), so ist @ + 71 - ... - rpR die Gesamtlosungsmenge von (x) in R.

T Tl

Beweis. Wir definieren u; := . Dann ist r; ein Teiler von w; fiir ¢ # j, und wu;, r; sind
1
teilerfremd. Es existieren s;, m; € R mit

1=s;-7r; +m; - u;, also mu; = 1 mod r;.
Mit z := ajuymq + ... + agupmy folgt

r = a;u;m; mod r;, also r = a; mod r;.

Jedes Element aus « 41 - ... riR ist offenbar ebenfalls eine Losung von (x), und ist ' € R
eine weitere Losung von (x), so ist jedes r; Teiler von 2/ — x, d.h. ry - ... -7y ist Teiler von
2 —x, dary, ..., r, paarweise teilerfremd sind. Es folgt ' —x =ry-...-ry - s fiir ein s € R,
alsox’ ex+ry-...-m.R.

O
Beispiel.

1. Folgendes Kongruenzensystem ist in Z zu losen:
(%) r=3mod 5, x=4mod8, z=2mod 11.

Zunéchst erhalten wir u; = 88, uy = 55, u3 = 40. Gesucht sind nun mq, mq, mz € Z mit
my1-88 = 1mod5, also m; -3 =1mod 5,
mo-H5 = 1mod8, also msy-7=1mod8§,
msz-40 = 1mod 11, also m3-7 =1 mod 11.
Nach Anwenden des euklidischen Algorithmus mit anschlieSendem Riickwirtseinsetzen
erhélt man zum Beispiel my = 2, my = 7, m3 = 8. Es ergibt sich
x=3-88-244-55-7+2-40-8 = 2708,

und 2708 + 440 - Z ist die Gesamtlosungsmenge von (x). Als betragskleinste Losung
erhélt man 68.
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2. (Zerlegung von Kongruenzen) Sind rq,...,r, nicht teilerfremd, so ist zunéchst nicht
klar, ob das gegebene Kongruenzensystem losbar ist. Wie in diesem Falle zu verfahren
ist, zeigt folgendes Beispiel. Wir betrachten iiber Z das System

r = 13 mod 55, x = 68 mod 88, x = 28 mod 40.

Wegen des Chinesischen Restsatzes konnen die einzelnen Kongruenzen wie folgt aqui-
valent umgeformt werden:

r=13mod b5 <= (r=3mod5 und x =2 mod 11),
r=68mod 8 <= (r=4mod8und x=2mod 11),
r=28mod 40 <= (z =3 mod5 und x =4 mod 8).

Aus den einzelnen neuen Kongruenzen ergibt sich ein neues System:
r=3mod5, r=4mod8, r=2mod 11,

das wegen des Chinesischen Restsatzes losbar ist. Die Gesamtlosungsmenge des neuen
Systems ist 68 + 440 - Z und damit die Gesamtlosungsmenge des urspriinglichen Sy-
stems. Andert man nun zum Beispiel die Kongruenz = = 13 mod 55 im urspriinglichen
System um in z = 23 mod 55, so erhédlt man x = 3 mod 5 und x = 1 mod 11 als neue
Kongruenzen. Die zweite Kongruenz widerspricht nun der zweiten Kongruenz, die sich
aus r = 68 mod 88 ergibt, d.h., das System

r =23 mod 55, z = 68 mod 88, x = 28 mod 40

hat keine Losung.

Es folgt nun der

Beweis von Satz 3.9.
Wir betrachten die Abbildung

o: R— R/(r1) x...x R/(ry), xv+— (x4 (r1),...,z+ (%))

Offenbar ist ¢ ein Ringhomomorphismus, und wir zeigen, dal ¢ sogar surjektiv ist. Zu
(a1 +(r1),...,a5+ (r)) aus R/(r1) x ... x R/(ry) gibt es wegen des Chinesischen Restsatzes
ein z € R mit

xr =a; modry,...,r = a; mod ry, also
r+(r)=ar+ (r1),...,x + (rg) = ax + (1), d.h.
ox)=(z+(r1),...,x+ (rg)) = (a1 + (1), ..., ar + (11)).
Der Kern von ¢ besteht schlieflich genau aus den x € R mit

(x+(r1),...,x+ () = 0+ (r1),...,04 (%)), also

r=0mod ry,...,z =0 mod rg.
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Wegen des Chinesischen Restsatzes folgt Kernp = 7 - ... 7 - R = (ry-... 1), und der
Homomorphiesatz (Satz 1.8) liefert

R/(ri-... 1) 2 R/(ry) x ... x R/(ry).
]

Wir wollen nun die obigen Ergebnisse speziell auf den euklidischen Ring Z anwenden. Wegen
der Satze 3.7 und 3.8 gilt fiir alle n € N:

Z,, ist ein Integritdatsbereich <= 7Z, ist ein Kérper <= n ist eine Primzahl.

Ist p eine Primzahl, so kann das multiplikative Inverse von @ € Z,,a # 0 mit Hilfe des

euklidischen Algorithmus berechnet werden. Wegen @ # 0 gilt a & (p), d.h., p ist kein Teiler

von a. Da p prim ist, sind a und p teilerfremd. Es gibt also x,y € Z mit
rp+ya=1,alsol=y-aunda ' =7.

Als Beispiel withlen wir p =19 und @ = 7.

Berechnung von (7, 19) Riickwirtseinsetzen
19 = 2.7T+5 (19-2-7)-3—-2-7=19-3-8-7=1.
7 = 1.5+2 5-2.(T—1-5)=5-3-2.7=1
5 = 2-2+41, also 5—2-2=1.

Damit gilt 7' =11 in Zy.
Ist n € N,n > 1 keine Primzahl, so ist nicht jedes a@ € Z,,a # 0 in Z,, invertierbar. Es gilt
aber

@ ist in Z, invertierbar <= Esgibteinbe Z, mita-b=1
<— Esgibtbr€Zmita-b=1+n-z

<= a und n sind teilerfremd.
Fiir die Einheitengruppe E(Z,,) von Z, ergibt sich damit

E(Z,) ={a € Z, | (a,n) ~ 1} sowie
|E(Z,)| ={aeN|1<a<nund (a,n) ~ 1}.

Definition 3.11 Die Funktion
¢: N— N,n+—— |E(Z,)|

heifst Eulersche o-Funktion.
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Satz 3.12 1. Ist p eine Primzahl und k € N, so gilt o(p*) = p* — pF~1L.

2. Sind n,m € N teilerfremd, so gilt p(n-m) = @(n) - p(m).

3. IstneN undn = p'fl L -pf’ die Primfaktorzerlegung von n, so gilt
1 1
n)=n-(1——)-...-(1——).
p(n) ( pl) ( pz)
Beweis.

1. Fiir alle a € N gilt (a,p*) # 1 genau dann, wenn p ein Teiler von a ist, also

{aeN[1<a<p'und (a,p") £ 1} = [{p-1|1<p-1<p"}
= [{l|1<i<p M}
— pkfl.
Es folgt
{aeN|1<a<p’und (a,p*) ~1}] = p*—|{aeN|1<a<p"und (a,p") # 1}
k k—1
= p'—p L

2. Mit Satz 3.9 gilt Zpm = Zy X Zuy, 8150 |E(Zpm)| = |E(Z,)| - |E(Zy)], d.h.

p(n-m) = p(n) - p(m).

3. Wegen 1. und 2. gilt ¢(n) = @(pf*) - ... o(p") = (P —p* ") ... (" — p)* "), also
1 1 1 1
k k
) =p (1= =)ol =) =n-(1——=)...-(1—=).
p(n) =pi' - ( p1) ' Pz) ( pl) ( Pz)
O
Satz 3.13 (Euler) Sind a,n € N teilerfremd, so gilt a¥™ = 1 mod n.
Beweis. Sind a,n € N teilerfremd, so ist @ Einheit in Z,, d.h. @ € E(Z,). Wegen |E(Z,)| =
¢(n) und Korollar 1.13 aus Kapitel 1 gilt T = a@®Z»)l = g#™ also a¥™ =1 mod n.
O

Korollar 3.14 (Fermat) Ist p € N eine Primzahl, so gilt a? = a mod p fiir alle a € N.

Beweis. Ist p ein Teiler von a, so gilt a = a? = 0 mod p. Ist aber p kein Teiler von a, so sind

a und p teilerfremd, und wegen ¢(p) = p — 1 folgt a?~! = 1 mod p mit Satz 3.13.
O
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4. Aufgaben

A 4.1 Zeigen Sie: Ist R ein Ring und sind [y, ..., I} Ideale von R, dann ist auch I1 + ...+ I}
ein Ideal von R.

A 4.2 Es sei d € Z quadratfrei und d # 0, 1. Auf dem Integritétsbereich
Z|Vd) == {a+bVd|abeZ} CC
sei die Normfunktion N definiert durch
N : Z[Vd] — Ny, a+ bVd—|a? — db*| .

Berechnen Sie die Einheiten von Z[+/d] fiir den Fall d < 0 und zeigen Sie fiir alle z, y € Z[v/d]:
a) N(zy) = N(z)N(y)-
b) Ist = Teiler von y, so ist N(z) Teiler von N(y).
¢) x ist genau dann eine Einheit, wenn N(x) = 1.
d) z und y sind genau dann assoziiert, wenn N(x) = N(y) und z Teiler von y ist.
e) Ist N(x) eine Primzahl, so ist « unzerlegbar.
f) Ist z ein Teiler von x und y, dann ist N(z) ein Teiler von ggT(N(x), N(y)).

Zeigen Sie speziell fiir Z[v/—3]:

a) 1+ /=3 ist unzerlegbar, aber nicht prim.

b) 4 besitzt zwei verschiedene Darstellungen als Produkt unzerlegbarer Elemente.
¢) 4 und 2(1 + 4/—3) haben keinen ggT.

d) Berechnen Sie die folgenden ggT, falls sie existieren:

2eT(24+v=3,1+2V=3), ggT(1 +v=3, -1+ 3v=3), ggT(7 +v=3,3 — vV=3).

A 4.3 a) Zeigen Sie, daB Z[i] ein euklidischer Ring beziiglich der Normfunktion ist und daf
die Normfunktion eine reguldre Wertefunktion ist.

b) Zeigen Sie, daf eine Primzahl p € N genau dann in Z[i] zerlegbar ist, wenn p in N Summe
von zwei Quadraten ist.

c) Zeigen Sie: Ist « € Z[i| prim, so gilt z | p fiir eine Primzahl p € N.

d) Berechnen Sie die Primfaktorzerlegung von 7 + 4i und 16 — 13i in Z][i].

e) Berechnen Sie einen ggT von 7 + 47 und 8 — ¢ in Z[1].

f) Stellen Sie in Z[i] einen ggT von 3 — 117 und 3 + 47 in der Form (3 — 11¢) 4+ y(3 + 44) mit
z,y € Z[i] dar.

A 4.4 Zeigen Sie: Ist R ein euklidischer Ring beziiglich der Wertefunktion g : R\ {0} — N,
dann ist R auch beziiglich h : R\{0} — Ny, z — min{g(zy) | y € R\{0}} ein euklidischer
Ring, und h ist sogar regulér.
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A 4.5 Berechnen Sie in Q[z] einen ggT von fi(x), fo(2), f3(z), wobei fi(z) = 2°+ 23— 221,
fo(z) = 2%+ 2% — 42t + 523 — 622 + 4z — 1, f3(x) = 27 + 32% + 2% + 3% — 223 + 22 — 22 + 1.
A 4.6 Sei R ein euklidischer Ring mit a,b,d, m € R\ {0}. Zeigen Sie:

d ~ ggT(a,b) < (d) = (a) + (b) und m ~ kgV(a,b) <= (m) = (a) N (b).
A 4.7 a) Zeigen Sie: Ist p € N eine Primzahl, dann ist die multiplikative Gruppe Z) des
Korpers Z,, eine zyklische Gruppe der Ordnung p — 1.

b) Ein a € Z heifit Primitivwurzel modulo p, wenn a mod p ein erzeugendes Element von /s
ist. Geben Sie alle Primitivwurzeln modulo 11 und 13 an.

A 4.8 Welche der folgenden Kongruenzensysteme sind in Z losbar? Geben Sie im Falle der
Losbarkeit alle Losungen an.

a) r =1mod 6, 5r=1mod14, 8z =17 mod 21,
b) x =2mod 6, 5x=1mod 14, 8z =17 mod 21.

A 4.9 Sind 33 und 34 modulo 1615 invertierbar? Berechnen Sie ggf. die Inversen in Zig15.

A 4.10 Gegeben ist im euklidischen Ring Z[i| das System von Kongruenzen:
(*) z=amodl—2i,x=bmod1+i,xr=cmod2+ 3i.

1. Zeigen Sie, daf§ (x) fiir alle a, b, ¢ € Z[i] losbar ist.

2. Geben Sie fiir a = 1,0 = i,¢ = 2 alle Losungen x € Z[i] an.

3. Zeigen Sie, daf§ (*) nicht mehr fiir alle a,b,c € Z[i] 16sbar ist, wenn man 1 — 2i durch
1 — 3i ersetzt. Geben Sie ein Beispiel dazu an.

A 4.11 Erlautern Sie die Neuner- und Elferprobe fiir die Dezimaldarstellung natiirlicher
Zahlen.

A 4.12 a) Die Gleichung n'® = 5460999706120583177327 ist in N 16sbar. Berechnen Sie die

Losung. Hinweis: Berechnen Sie die Losung zundchst modulo 10 und 11.
b) Zeigen Sie, dafl es kein n € N mit n'3 = 104972647676132430295971 gibt.

A 4.13 K sei ein Korper und fi(z),. .., fi(z) € K|z] nichtkonstante, paarweise teilerfrem-
de Polynome sowie

f@)=filz)- . fmle) und gi(w) = £ =1, m.
Zeigen Sie, daB es zu jedem Polynom h(z) € Klx] mit gradh(z) < gradf(z) eindeutig be-
stimmte Polynome hy(z), ..., hy,(z) € K[z] mit gradh;(x) < gradf;(z) so gibt, daf gilt:
W) = hy(2)g1(2) + ... + B (2) g ().
A 4.14 K sei ein Korper und f(z) € KJz| ein Polynom mit gradf(z) = n > 1. Zeigen
Sie, daf es zu jedem Polynom g(z) € Klz|, g(x) # 0 ein eindeutig bestimmtes m € Ny

und eindeutig bestimmte Polynome py(z), ..., py(z) € Klz] mit p,,(z) # 0 und gradp;(z) <
gradf(z) fir i = 0,...,m gibt, so daf gilt

g(x) = pm(2) M () + ...+ pr(2) f(x) + po(x).




KAPITEL 3

Der Korper der reellen Zahlen

1. Die natiirlichen und die ganzen Zahlen

Die folgenden Axiome (Peano-Axiome) bilden ein Axiomensystem fiir die Menge N der
natiirlichen Zahlen.

Axiom 1. 1 € N.

Axiom 2. Zu jedem n € N gibt es ein n’ € N.
Axiom 3. Es gibt kein n € N mit n’ = 1.

Axiom 4. Fiir alle n,m € N mit n’ =m’ gilt n = m.

Axiom 5. (Induktionsaxiom) Ist M eine Teilmenge von N, so ist M = N, wenn folgendes gilt:
1 € M und fiir alle n € M gilt n’ € M.

Bemerkung.
1. Fiir n € N heifit n’ Nachfolger von n.

2. Das Induktionsaxiom ermoglicht es, Sétze {iber die natiirlichen Zahlen mit Hilfe der
vollstéandigen Induktion zu beweisen.

Einfache Eigenschaften.
1. Fiir alle n,m € N gilt: n #m = n' #m/.
2. Fir alle n € N gilt n # n'.
3. Fiir alle n € N,n # 1 gibt es genau ein m € N mit m’ = n.

Die folgenden Sétze und Eigenschaften sind zwar elementar beweisbar, zum Teil sind die Be-
weise aber recht mithsam und langatmig, so dafl wir im folgenden meistens auf sie verzichten
werden (vgl. E. Landau, Grundlagen der Analysis. Leipzig 1930, repr. Chelsea 1960).
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Satz 1.1 Es gibt genau eine Abbildung
+:NxN-—N, (n,m)+— n+m,

so daf$ fir alle n € N gilt:
1.)n+1=n'
2.) Fir allem € N gilt n+m/' = (n +m)".

Definition 1.2 Die in Satz 1.1 angegebene, eindeutig bestimmte Funktion
+:NxN—N, (n,m)—n+m

heifit Addition.

Bemerkung. Ublicherweise werden folgende Symbole eingefiihrt:
2:=1,3:=2,4:=3,5:=4,6:=5,7:=6',8:=7,9:=8.
Beispiel. Die Addition zweier natiirlicher Zahlen soll an folgendem Beispiel erldutert werden.

3+2 = 3+1 (Definition von 2)
= (34 1)" (Eigenschaft 2 der Addition)
= (3')" (Eigenschaft 1 der Addition)
= 4" (Definition von 4)
= 5 (Definition von 5).

Satz 1.3 Die Addition auf N ist assoziativ und kommutativ.

Einfache Eigenschaften. Fiir alle n € N gilt:
4. Fiir alle m € N gilt n +m # n.

5. Firalle,m e Ngilt: n#m=n+1#m+ 1L

Lemma 1.4 Fir alle n,m € N gilt genau eine der folgenden Aussagen:
1. n=m.
2. Es gibt (genau) einl € N mit m =n + [.

3. Es gibt (genau) einl € N mit n =m + [.
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Definition 1.5 Seien n,m € N.

n<m <= FsgbtemleNmitm=n+l.

n<m <= (n<m odern=m).

Bemerkung.

1. Gilt n < m, so heifit n kleiner als m und m grofler als n.

2. Durch < wird auf N eine lineare Ordnung definiert, d.h., fiir alle [, m,n € N gilt:
n <n (Reflexivitét).
(n<m A m<n) = n=m (Antisymmetrie).
(n<m A m<Il) = n<I[ (Transitivitit).

n<m Vm<mn (Linearitit).

3. Die Ordnung ist mit der Addition vertraglich, d.h., fiir alle [, m,n € N gilt:

n<m = n+l<m+L

Einfache Eigenschaften. Fiir alle n,m € N gilt:
6. n <n-+m.

7.1 <n.

8 n<m = n+1<m.

Satz 1.6 (Wohlordnung von N) Jede nichtleere Teilmenge M von N besitzt ein kleinstes
Element.

Beweis. Wir definieren S := {s € N | s < m fur alle m € M}. Gébe es ein m € M mit
m+1 € S, so wire insbesondere m +1 < m, also m < m+1 < m wegen Eigenschaft 6. Auf
Grund der Antisymmetrie erhielten wir m = m + 1 = m’ im Widerspruch zu Eigenschaft 2.
Also gilt m + 1 ¢ S fiir alle m € M, und da M nicht leer ist, folgt S # N. Wegen 1 € S
(Eigenschaft 7) kann auf Grund des Induktionsaxioms nicht &’ € S fiir alle k € S gelten. Sei
also k € S mit k' € S. Ware k < m fiir alle m € M, so ware k' = k+ 1 < m fiir alle m € M
(Eigenschaft 8), d.h. k¥’ € S ein Widerspruch. Also gilt k = m fiir ein m € M, und k ist das
kleinste Element von M.

O

Satz 1.7 Es gibt genau eine Abbildung
:NxN-—N, (n,m) — n-m,
so daf fir alle n € N gilt:
1.)n-1=n.
2.) Fir allem € N gilt n-m/ =n-m+n.
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Definition 1.8 Die in Satz 1.7 angegebene, eindeutig bestimmte Funktion
:NXxN-—N, (n,m)—n-m

heifst Multiplikation.

Satz 1.9 Die Multiplikation auf N ist assoziativ und kommutativ; es gelten die Distributiv-
gesetze. Die Ordnung ist mit der Multiplikation vertrdglich, d.h., fir alle [,n,m € N gilt:
n<m=—=mn-l<m-l.

Wegen Lemma 1.4 hat nicht jede Gleichung
n=m-4+=ux

mit n,m € N eine Losung in N, d.h., N ist keine Gruppe beziiglich der Addition. Ziel ist
es nun, N zu einem Zahlbereich zu erweitern, in dem alle Gleichungen der Art a = b+ x
l16sbar sind. Dazu fithren wir zunéchst die neuen Symbole 0 sowie —n fiir alle n € N ein und
definieren

No:={0}UN, Z:={-n|neN}u{0}uN.

Dabei soll —n # 0 fiir alle n € N und —n # —m fiir alle n,m € N mit n # m gelten. Die
Elemente von Z heiflen ganze Zahlen.

Die Addition und Multiplikation lassen sich nun folgendermaflen von N auf Z fortsetzen.
Seien n,m € N.

O+m:=m, n+0:=n, 04+ (—m) :=—m, (—n)+0:=—-n, 0+0:=0.

(—n)+ (—=m) = —(n+m), (—n)+n:=0, n+ (—n) := 0.

{ n<m n+l=m

(—n) +m := falls und leN
-1 m<n m+l=n
{ m<n m+l=n

n+ (—m) = falls und leN.

—1 n<m n+l=m
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Satz 1.10 Beziglich obiger Addition und Multiplikation ist Z ein Integrititsbereich. Dabei
st 0 das neutrale Element der Addition, 1 das Einselement und —n das additive Inverse von
n fir jedes n € N.

Definition 1.11 Seien x,y € 7Z.

r<y <= FEsgibtemmneNmity=z+n.
r<y <= (r<yoderx=y).

Bemerkung. Durch < wird auf Z eine lineare Ordnung definiert.

Definition 1.12 Ist R ein Integrititsbereich (Korper), dann heifit R geordneter Integritdts-
bereich (Korper), wenn es auf R eine lineare Ordnung gibt, so daf fir alle x,y,z € R gilt:

r<y =z+z < y+z.

i) (t<y N0<2z) = z-2 < y- 2

Satz 1.13 Z ist beziiglich der angegebenen Addition, Multiplikation und Ordnung ein geord-
neter Integritditsbereich.

Bemerkung. Die hier vorgestellte Methode, den Ring Z aus N zu konstruieren, ist mathema-
tisch nicht besonders elegant. Durch die explizite Vorgabe der neuen Elemente 0, —1, -2, . ..
entspricht die gewédhlte Darstellung eher der natiirlichen Vorstellung, den Ring Z der ganzen
Zahlen einzufithren. Wie aus der Definition der Addition und Multiplikation zu erkennen ist,
hat man zum Beispiel beim Nachweis der Assoziativgesetze eine Vielzahl von Fallunterschei-
dungen vorzunehmen, so dafl die Beweise langatmig und miihsam werden. Eine Methode
zur systematischen Zahlbereichserweiterung ohne Fallunterscheidungen wird im folgenden
Paragraphen vorgestellt.
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2. Q als Quotientenkorper von Z

Ziel dieses Paragraphen ist es, Q als sogenannten Quotientenkérper von Z einzufiihren. Die
hierbei benutzte Methode kann aber nicht nur auf Z, sondern auf jeden Integritidtsbereich
R angewendet werden. Wir werden also nicht nur QQ als Quotientenkorper von Z erhalten,
sondern zum Beispiel fiir jeden Kérper K den Kérper K (z) der gebrochen rationalen Funk-
tionen als Quotientenkorper des Polynomringes K{[z].

Im folgenden ist R ein Integritétsbereich sowie

RxR = {(r,s)|r,s€ R} und
F(R) = {(r,s)|r,s € Rund s # 0}.

Die Elemente von F(R) werden spéter nicht die gewiinschten Briiche sein, also nicht die Ele-
mente des Quotientenkorpers, sondern nur ”mogliche Bezeichnungen”. Unter welcher Voraus-
setzung zwei Elemente aus F(R) denselben Bruch bezeichnen, wird durch folgende Relation
festgelegt.

Fiir alle (r, s), (1, s") € F(R) definieren wir:
(r,s) ~(r',s") < rs =sr'.
Dann gilt fiir alle (r, s), (', s'), (r",s") € F(R):
1. (r,8) ~ (r,s) (Reflexivitét)
2. (ry,s) ~(r',s") = (r',s') ~ (r,s) (Symmetrie)
3. ((rys) ~ (1, s") N (r,s") ~(r",8") = (r,s) ~ (r",s") (Transitivitat)
Beweis. 1.) Wegen rs = sr gilt (r,s) ~ (1, s).

2.) Ist (r,s) ~ (1',5"), so folgt rs’ = s’ also 's = s'r, d.h. (7',5") ~ (r,s).

3.) Gelten (r,s) ~ (r',s') und (r',s") ~ (r",s”), dann ist rs’ = sr’ und r's” = §'r". Aus
rs's” = sr's” und r's"s = §'r”s folgt nun rs's” = s'r”s. Wegen der Nullteilerfreiheit von R
und s’ # 0 ergibt sich schliellich rs” = r"s, d.h. (r,s) ~ (", s").

O

Damit ist ” ~” eine Aquivalenzrelation, und fiir r,s € R, s # 0 ist dann

r

5= {(z,y) €e F(R) | (r,s) ~ (z,y)}

die Aquivalenzklasse, in der (r, s) liegt. Es gilt somit
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Zum Beispiel gilt = = % fiir alle € R, 7 # 0. Die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnen
wir mit

Q(R) = {g |r,s € Rund s # 0},

und auf Q(R) wird folgendermafien eine Addition und eine Multiplikation definiert:

r r r-s+s-r r
s

s 8 s-s

Da beide Verkniipfungen mit Hilfe von Représentanten definiert sind, mufl zunéchst die
Wohldefiniertheit {iberpriift werden.

. . . / !/
Wohldefiniertheit von +: Gilt £ = % und 5 = %, dann folgt 7v = su und r'v' = s'u/,
also rvs'v! + r'v'sv = sus'v' + s'u'sv, d.h. (rs’ 4+ sr')vv’ = ss'(uv’ 4+ w'v). Somit ergibt sich
rs'+sr’ _ wv'4ou

ss’ vv!

Die Wohldefiniertheit der Multiplikation beweist man entsprechend. Mit etwas Ausdauer
rechnet man nun nach, dal Q(R) beziiglich der oben definierten Addition und Multiplikation
ein kommutativer Ring ist. Dabei gilt:

° % ist das neutrale Element der Addition.
e —" ist das inverse Element von £ beziiglich der Addition.

° % ist das Einselement.

SchlieBlich zeigen wir noch, dafl Q(R) ein Korper ist:
Fiir £ € Q(R) mit £ # ¢ gilt (r, s) % (0,1), d.h. 71 # 0, also r # 0. Es folgt £ € Q(R) und

r — st —
s sr

S |»

i
. L

Damit ist zundchst Q(R) formal der ”Korper aller Briiche” von R, aber R selbst ist keine
Teilmenge von Q(R). Das Ziel ist es nun, die Elemente von R mit geeigneten Elementen aus
Q(R) zu identifizieren. Dazu definieren wir

,

[ J:R—QR), r— .

[ ] ist ein injektiver Ringhomomorphismus (eine Einbettung), so dafi das Einselement von
R auf das Einselement von Q(R) abgebildet wird, denn es gilt:

o Firaller,s € Rist [r+s] =[r] + [s], da 5= =T + £

o Firaller,s € Rist [r-s] = [r]-[s],da =* =T - {.

e [1] ist das Einselement von Q(R).

e [ ]ist injektiv, denn [r] = 2 gilt genau dann, wenn £ =9, d.h. r = 0. Damit besteht
der Kern von [ | nur aus 0, und, da [ ] ein Ringhomomorphismus ist, folgt mit Satz

1.4 aus Kapitel 2 die Behauptung.
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Fiir jedes = aus Q(R) ist nun weiterhin:

Jedes Element aus Q(R) laBit sich also als Quotient von zwei Elementen der Form [r], [s]
schreiben.

Definition 2.1 Ist R ein Integritdtsbereich, K ein Korper und f : R — K ein injektiver
Ringhomomorphismus, dann heifst K Quotientenkérper von R, wenn es zu jedem k € K
Elemente r;s € R, s # 0 mit

k= f(r)f(s)™
gibt.

Somit wurde oben bewiesen:

Satz 2.2 Jeder Integrititsbereich hat einen Quotientenkorper.

Bemerkung.

1. Identifiziert man die Elemente r und f(r) mit r € R, dann gilt R C Q(R), und R ist ein
Teilring von Q(R). Mit dieser Bezeichnung ist dann Q(R) = {rs™' | r,s € R, s # 0}.

2. Wir werden spéter sehen, daf} es fiir jeden Integrititsbereich R im wesentlichen genau
einen Quotientenkorper gibt.

Beispiel.
1. Den Quotientenkorper von Z bezeichnet man mit Q, und es gilt
n
Q={—|n,meZund m # 0}.
m
Die Elemente von Q heiflen rationale Zahlen.

2. Ist K ein Korper, so bezeichnet man den Quotientenkorper von K[x] mit K (z). Es gilt

K(x) = {% | f(2). 9(x) € K[a] und g(x) # 0}.

Man nennt K(z) den Korper der gebrochen rationalen Funktionen iiber K in der
Unbestimmten z.
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Satz 2.3 R sei ein Integrititsbereich und Q(R) ein Quotientenkérper von R mit der Fin-

bettun,
g f:R— Q(R).
Ist K ein Kérper und g R—K
ebenfalls ein injektiver Ringhomomorphismus, so gibt es genau einen injektiven Ringhomo-
morphismus h:QR) — K
mit

h(f(r)) = g(r) fir alle r € R.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Sei also die Abbildung h : Q(R) — K wie
im Satz angegeben und x € Q(R). Dann gibt es r,s € R,s # 0 mit z = f(r)f(s)™}, also
h(z) = h(f(r))h(f(s))"" = g(r)g(s)~*. Damit ist h, falls h existiert, eindeutig bestimmt. Wir
zeigen nun, dafl es tatsédchlich einen solchen Ringhomomorphismus h gibt. Dazu definieren
wir
h:QR) — K, f(r)f(s)~" +— g(r)g(s)™",

und weisen zunidchst nach, dafl A wohldefiniert ist. Sind r,7’,s,s" € R mit s,s # 0 und
fr)f(s)™t = f)f(s) 7" so folgt f(rs) = f(r)f(s') = f(r')f(s) = f(r's), also rs" =1's,
da f injektiv ist. Somit gilt g(r)g(s’) = g(r")g(s), d.h. g(r)g(s)~' = g(r')g(s’)"'. DaB h
tatsichlich ein Ringhomomorphismus ist, rechnet man nun leicht nach. Wegen h(f(r)) = g(r)
fiir alle r € R bleibt nur noch die Injektivitdt von h zu zeigen. Dazu betrachten wir den
Kern von h, der ein echtes Ideal von Q(R) ist, denn es gilt 1 & Kernh. Somit enthélt Kernh
keine Einheit. Da Q(R) ein Korper ist, folgt Kernh = {0}, d.h., h ist injektiv.

O

Bemerkung. Satz 2.3 besagt, dafl sich jede Einbettung von R nach K eindeutig zu einer
Einbettung von Q(R) nach K fortsetzen l&8t.

Anwendung.

1. Ist R ein Integritétsbereich, so ist der Quotientenkérper Q(R) bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmt. Um das zu beweisen, betrachten wir zwei Quotientenkorper Q(R),
Q(R)" mit den entsprechenden Einbettungen f : R — Q(R) und f' : R — Q(R)".
Wegen Satz 2.3 gibt es einen injektiven Ringhomomorphismus h : Q(R) — Q(R)’
mit f’ = ho f und einen injektiven Ringhomomorphismus A’ : Q(R)" — Q(R) mit
f="hof.Damitist ¥ oh:Q(R) — Q(R) ein injektiver Ringhomomorphismus mit
hWohof=f. Daido f = f fur die Identitdt id : Q(R) — Q(R) gilt, 148t sich die
Einbettung f : R — Q(R) einerseits zu h' o h : Q(R) — Q(R) und andererseits zu
id : Q(R) — Q(R) fortsetzen. Auf Grund der Eindeutigkeit der Fortsetzung (verglei-
che Satz 2.3) folgt h' o h =1id, d.h., A’ ist surjektiv und damit ein Isomorphismus.

Im folgenden werden wir also von dem Quotientenkorper eines Integritédtsbereiches R
sprechen, der dann mit Q(R) bezeichnet wird. Dabei wird R wie oben beschrieben als
Teilring von Q(R) aufgefait, und es gilt

QR)={rs' | r,s€ Rund s #0}.
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2. Ist K ein Korper mit dem Einselement 1x, dann definieren wir n - 1 = 0 fiir n = 0,

n-lg=1g+...+1g sowie (—n) -lx=—1g—...— 1k firn eN.
— N ~~
n-mal n-mal

Mit dieser Bezeichnung ist die Abbildung
f:2Z— K, z+—— z-1g

der einzige nichttriviale Ringhomomorphismus f : Z — K. Insbesondere ist f(Z) ein
Teilring von K, und der Kern I := Kernf von f ist ein Ideal von Z. Wegen Satz 3.6
aus Kapitel 2 ist I sogar ein Hauptideal, also I = (n) mit n € Ny. Da 1 nicht in I liegt,
ist I # 7, d.h. n # 1. Es sind nun zwei Félle zu unterscheiden.

1. Fall: n # 0. Wegen des Homomorphiesatzes fiir Ringe (Satz 1.8 aus Kapitel 2) gilt
f(Z) = 7Z/(n). Als Teilring mit Eins eines Korpers ist f(Z) ein Integritétsbereich, d.h.,
n ist eine Primzahl wegen der Sitze 3.7 und 3.8 aus Kapitel 2. Es folgt f(Z) = Z, mit
p prim.

2. Fall: n = 0. Dann ist f : Z — K eine Einbettung, die sich wegen Satz 2.3 zu einer
Einbettung von Q nach K fortsetzen laft.

Ergebnis: Ist K ein Korper, so treten folgende Félle alternativ auf:

1. Es gibt genau eine Primzahl p, so dafi K einen Teilkorper enthélt, der isomorph
zu Z, ist (man nimmt dann Z, als Teilkérper von K an). Es gilt fir jedes n € N
genau dann n-1x = 0, wenn p ein Teiler von n ist, und nennt p die Charakteristik
von K, geschrieben x(K) := p.

2. K enthilt einen Teilkorper, der isomorph zu Q ist (man nimmt dann Q als
Teilkérper von K an). Es gilt dann n - 1 # 0 fiir alle n € N. In diesem Fal-
le definiert man y(K) := 0.

3. R als vollstidndiger archimedisch geordneter Korper

Im folgenden ist R ein Integritétsbereich. Ist R ein geordneter Integritéitsbereich (vergleiche
Definition 1.12), dann heit a € R positiv (negativ), wenn 0 < a (a < 0) gilt. Fiir jedes
a € R,a # 0 ist zum Beispiel a® > 0, denn gilt a > 0, so folgt > > 0-a = 0, und ist a < 0,
so folgt —a > 0, also a®> = (—a)? > 0. Insbesondere gilt also 1 > 0, da 1 = 12. Sind nun
ai,...,a, € Rvon 0 verschieden, so gilt a? > 0 und somit a? +...+a? > 0. Insbesondere ist
also 1 4+ ...+ 1 > 0. Damit folgt einerseits, dafl es genau eine lineare Ordnung von Z gibt,
beziiglich der Z ein geordneter Integritatsbereich ist, und andererseits, dafi jeder geordnete
Korper K die Charakteristik 0 hat. Man kann also Q als Teilkérper von K auffassen.

Definition 3.1 Ist R beziiglich < ein geordneter Integrititsbereich, so heifst
PSZ{GER | O<CL}

Positivbereich von R beziiglich <.
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Bemerkung.

1. Ist R ein geordneter Integritatsbereich mit dem Positivbereich P und R’ ein Teilring
von R, so induziert die Ordnung < von R eine Ordnung <’ von R’ mit dem Positivbe-
reich PN R'. Man sagt auch, dafi < die Ordnung <’ fortsetzt.

2. Ist P< ein Positivbereich von R, so nennt man
—Po={-a€R | 0<a}={a€eR | a<0}
Negativbereich von R beziiglich <.

3. Wegen a<b<=0<b-—a+=b—-acPc

ist < eindeutig durch P< bestimmt.
4. Ist P< ein Positivbereich von R, so gilt
(a) {O} U PS U _PS = R und PS N _PS - @
(b) P« + P C P, dh a+0bePc firalle a,b e P<.
(C) PS 'PS Q PS’ dh.a-be PS fiir alle a,be PS'
Satz 3.2 Ist R ein Integrititsbereich und P eine Teilmenge von R mit
1. {0UPU—-P =R und PN—P =10,
2. P+PCP,
3. P-PCP,
dann gibt es genau eine lineare Ordnung < auf R, so daff R ein geordneter Integritdtsbereich
mit P = P< ist.
Beweis. Die Eindeutigkeit der Ordnung ergibt sich aus Bemerkung 3. Wir definieren nun
fiir alle a,b € R

a<b<=b—a€cP, also a<b<=b—ac PU{0}

und zeigen zunéchst, dafl < auf R eine lineare Ordnung definiert. Dazu seien a, b, c € R.

i) Wegen a —a € PU{0} gilt a < a.

ii) Fiira < b,b <aunda # bfolgt b—a,a—b € P, d.h. b—a € PN—P, also ein Widerspruch.
Damit ist a = b, falls a < b und b < a.

iii) Ist a < b sowie b < ¢ und @ = b oder b = ¢, so folgt a < ¢ unmittelbar. Gilt aber a < b
und b < ¢, alsob—a,c—be P,;sofolgtc—a=b—a+c—be P,dh.a<ec.

iv) Gilt a < b nicht, so folgt b—a#0und b—a & P, alsob—a € —P, dh.a—b € P und
b < a.

Zu zeigen bleibt, dafl < mit der Addition und der Multiplikation vertréglich ist.

v) Ist a <b,alsob—a€ P,sofolgt b+c—(a+c) € P,dh.a+c<b+ec.
vi) Gilt 0 < ¢ und a < b, so folgt ¢,b —a € P, also bc —ac € P- P C P, d.h. ac < be.
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Satz 3.3 Ist R ein geordneter Integrititsbereich mit dem Quotientenkidrper K, so gibt es
genau eine lineare Ordnung auf K, beziglich der K ein geordneter Korper ist und die die
Ordnung von R fortsetzt.

Beweis. Sei R beziiglich < ein geordneter Integritétsbereich. Wir zeigen zunéchst die im
Satz behauptete Eindeutigkeit. Dazu sei P ein Positivbereich von K mit P N R = P<. Fiir
jedes ab™ € K mit a,b € R,b # 0, gilt 0 < ab™! genau dann, wenn 0 < ab~'0* = ab.
Damit ist P also eindeutig durch die Ordnung von R bestimmt. Zum Nachweis der Existenz
definieren wir

P:={ab" |0 < ab},

und weisen zuniichst die Wohldefiniertheit nach. Sind a,b,c,d € R\ {0} mit ab™! = c¢d 1,
so folgt abd? = cdb?, d.h. 0 < ab gilt genau dann, wenn 0 < cd. Dafl nun P tatséchlich ein
Positivbereich ist, weisen wir mit Hilfe von Satz 3.2 nach.

i) Sei ab™! € K. Ist ab = 0, so folgt a = 0 und ab™! = 0. Gilt ab < 0, so folgt —ab™! € P,
also ab™' € —P, und ist schliefllich 0 < ab, so gilt ab~! € P. Damit ist {0} UP U —-P = K
gezeigt. Wiire schliefSlich ab™! € PN —P, so wiire 0 < ab und ab < 0. Also gilt PN —P = (.
ii) und iii) Sind ab™! und cd™! aus P, also 0 < ab,cd, dann gilt 0 < abd?, cdb?, also
0 < abd* + cdb?, d.h. ab™ + cd™' = (ad + cb)(bd)~" € P. Weiterhin ist 0 < abcd, also
(ac)(bd)™ = ab~ted™t € P.
Zu zeigen bleibt schliefflich, dafl die durch P auf K definierte Ordnung die Ordnung < von
R fortsetzt, dh. PN R = P<. Ist a aus P<, so gilt a € P wegen a =a-1"' und 0 < a - 1,
und ist a = a- 171 aus PN R, so folgt 0 < a-1=a, also a € P<.

O

Bemerkung. Da Z als geordneter Integritdtsbereich eindeutig geordnet ist, gibt es wegen
Satz 3.3 genau eine lineare Ordnung von Q, beziiglich der Q ein geordneter Korper ist. Ist
K ein beliebiger geordneter Korper, so kénnen wir Q als Teilkorper von K auffassen, und
die Ordnung von K induziert auf Q genau diese eindeutig bestimmte Ordnung.

Satz 3.4 Ist K ein geordneter Korper, so sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Zu jedem a € K gibt es ein n € N mit a < n.
2. Zu beliebigen a,b € K,0 < a gibt es einn € N mit b < na.

3. Zu jedem a € K,0 < a, gibteseinnENmit0<%<a.

Bemerkung. Da K ein geordneter Korper ist, konnen wir Q als Teilkorper von K auffassen.
Ist 15 das Einselement von K, so identifizieren wir insbesondere n - 15 und n fiir alle n € N,
und a < n bedeutet zum Beispiel a < n - 1.

Beweis von Satz 3.4
"1) = 2)": Wegen 1) gibt es ein n € N mit ba™! < n, also b < na.
”2) = 3)": Wegen 2) gibt es ein n € Nmit 1 < na, also 0 < + < a.
"3) = 1)": Ist a < 0, so gilt @ < 1. Sei also 0 < a. Dann gibt es wegen 3) ein n € N mit
0<i<al alsoa<n.
O
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Definition 3.5 FEin geordneter Kiorper K heifit archimedisch geordnet, wenn eine der Aus-
sagen aus Satz 3.4 gilt.

Beispiel. Fiir jedes ¢ € Q,0 < ¢ mit ¢ = 7+ und m,n € N gilt ¢ <n <n +1, dh., der
Korper Q ist archimedisch geordnet. Ein Beispiel fiir einen geordneten Korper, der nicht
archimedisch geordnet ist, findet man in Aufgabe 6.4.

Satz 3.6 FEin geordneter Korper K ist genau dann archimedisch geordnet, wenn es zu belie-
bigen a,b € K mit 1 < a einn € N mit b < a™ gibt.

Beweis. Ist K archimedisch geordnet und sind a,b € K mit 1 < a, so gibt es ein n € N
mit b—1<n(a—1),da0<a—1. Esfolgtb<1l+n(a—1) < (1+(a—1))" =a" Ist
andererseits a € K gegeben, so gibt es ein m € N mit a < 2™. Fiir n = 2™ folgt a < n, also

die Behauptung.
O

Definition 3.7 Ist K ein geordneter Korper und a € K, so heifst
la| :== max{a, —a}

Betrag von a.

Einfache Eigenschaften. Fiir alle a,b € K gilt:
1. |la] =] —a|] > 0, und |a| = 0 gilt genau dann, wenn a = 0.
2. la-b| = |al - |b].

3. la+b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung).

Beweis. O.B.d.A. sei a < b. Da die Félle a < b < 0 und 0 < a < b trivial sind, nehmen
wir weiterhin @ < 0 < b an. Gilt |a| < |b], also —a < b, so folgt |a +b] = a+b <
—a+b=a|+1b|. Gilt |b| < |al|, also b < —a, so folgt |a+b| = —b—a < b—a = |b|+]al.

4. |la] = bl < la —b].
Beweis. Wegen der Dreiecksungleichung gilt |a| = [(a—b)+b| < |a—b|+]b], also |a|—]b] <
la —b|. Analog folgt |b| — |a| < |a—b|, also ||a| —|b|| = max{|a|] — |b], |b| — |a|} < |a—b].

Im folgenden ist K ein geordneter Korper und "e > 0" soll stets "e € K und € > 0” bedeuten.

Eine Folge (a,) aus K heift ...
1. ... beschréankt, wenn es ein s € K gibt, so daf |a,| < s fiir alle n € N gilt.

2. ... konvergent in K, wenn es ein a € K gibt, so daf fiir alle € > 0 ein ny € N existiert
mit
la —a,| <€

fiir alle n > ng. Man nennt a dann Grenzwert der Folge (a,,).
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3. ... Cauchy-Folge, wenn es fiir alle € > 0 ein ng € N gibt, so dafl
|an — am| < €

fiir alle n,m > nq gilt.

Bemerkung. Ist K archimedisch geordnet, so kann "Fiir alle € > 0" stets ersetzt werden
durch "Fiir alle e € Q, e > 0".

Einfache Eigenschaften.

A) Eine konvergente Folge (a,) hat genau einen Grenzwert a; man schreibt lima, = a.
Gilt lim a,, = 0, so heiBt (a,,) Nullfolge.

B) Sind (a,) und (b,) konvergent in K, so auch (a, £ b,), (a, - b,) und (|a,|). Dabei gilt
lim(a, £b,) = lima, £ limb,.

lim(a, -b,) = lima, -limb,.

limla,| = |lima,|.
Die letzte Behauptung folgt wegen ||a| — |a,|| < |a — a,| mit a = lim a,,.
C) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge, die Umkehrung gilt i.a. nicht.

D) Jede Cauchy-Folge ist beschréinkt.
Beweis. Sei (a,,) eine Cauchy-Folge. Dann gibt es ein ny € N mit |a, — a,,| < 1 fiir alle
n,m > ng. Definieren wir s := max{|ay|,..., |an,|} + 1, so gilt offenbar |a,| < s fiir alle
n < ng, und fiir ng < n ist wegen |a, — a,,| <1

lan| = |ano + (an — ano)| < |ano| + an — ano| < |ano| +1<s.

E) Sind (a,) und (b,) Cauchy-Folgen in K, so auch (a, £ b,), (a, - b,) und (|a,|).

Definition 3.8 Fin geordneter Korper heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in ihm
konvergiert.

Im folgenden ist K ein archimedisch geordneter Korper und C die Menge aller Cauchy-Folgen
aus K. Fir alle (a,), (b,) € C definieren wir

(an) + (bn) := (a, + by,) sowie (ay,) - (b,) = (ay - by),

und es gilt (a,) + (bn), (an) - (b,) € C. Man zeigt leicht, dal C bzgl. dieser Addition und
Multiplikation ein kommutativer Ring mit dem Einselement (1,1, 1,...) ist. Sei nun weiterhin
N die Menge aller Nullfolgen aus K.

I. NV ist ein Ideal in C.
Beweis. Da jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist, gilt NV C C, und wegen
(0,0,0,...) € N ist NV nicht leer. Seien nun (a,), (b,) € N und (¢,) € C. Wegen
lim(a, — b,) = lima, — limb, = 0 folgt (a,) — (b,) € N. Zu zeigen bleibt noch
(ay) - (¢,) € N. Dazu sei € > 0. Da (¢,) als Cauchy-Folge beschriinkt ist, gibt es ein
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s € K mit |¢,| < s fur alle n € N, und da (a,) eine Nullfolge ist, gibt es ein ng € N
mit .
la,| < — fur alle n > ny.
s

Somit folgt [a, - cp| = |an| - [ca] < S -5 = € fiir alle n > ng.

Der Faktorring K := C/N ist ein kommutativer Ring mit 1.

K ist ein Korper. o
Beweis. Ist (a,) aus K und (a,) # 0, dann ist (a,) keine Nullfolge, und wegen Aufgabe
6.1 gibt es ein ny € N und ein g > 0 mit |a,| > p fiir alle n > ny. Definieren wir die
Folge (b,,) durch

by =...=by, = pund b, = a, fiir n > ny,

so ist (by,) eine Cauchy-Folge, d.h. (b,) € C, mit (a,) = (b,) und
|b,| > p > 0 fiir alle n € N.

Wir zeigen nun, daf$ (b,') ein Cauchy-Folge ist. Dazu sei € > 0 gegeben. Weil (b,,) eine
Cauchy-Folge ist, gibt es ein £ € N mit

b — b| < € - p? fiir alle n,m > k,

also
|b7:1 - b7_nl| = [by — bm||bnbm|_1 <e€- ,u2,u_2 = €.

Da (ay,) - (b;') = (bn) - (b;1)= (1,1,1,...) = 1, ist (a,) in K bzgl. der Multiplikation

n
invertierbar.

|

Wegen 1 = m setzen wir
n:=(nn,n,...)
fiir jedes n € N und fiir jedes ¢ € Q damit
q:=1(4:¢.q,...)

Auf diese Weise konnen wir Q als Teilkérper von K auffassen.

Die Menge P := {(a,) | Es gibt ein € > 0 und ein ny € N mit a,, > € fiir alle n > ng}
ist ein Positivbereich von K.

Beweis. Zunichst zeigen wir, da P wohldefiniert ist. Dazu sei (a,) = (b,) und
a, > €> 0 fir alle n > ng. Da (b, — a,,) eine Nullfolge ist, kann man sogar

b, — an| < % fiir alle n > ng
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annehmen. Es folgt —5 < by — ay, also

<a an+bn_an:bn

[\
N)Im
l\Dlm

fiir alle n > ng. Dal P tatséchlich ein Positivbereich von I ist, zeigen wir mit Hilfe
von Satz 3.2. Wegen Aufgabe 6.1 gilt (a,) € P oder —(a,) € P fiir alle (a,) € K,
(a,) #0, d.h. {0} UPU—P = K. Die iibrigen Eigenschaften PN—P =(,P+ P C P
und P - P C P folgen unmittelbar.

O
Somit ist K bzgl.

(an) < (by) <= (b,

)
ein geordneter Korper. Insbesondere gilt (a,) < (b,) fir (a,), (b,) € K falls a, < b,
fiir alle n > ng,ng € N.

—(ay) € P

IC ist archimedisch geordnet.

Beweis. Sei (a,,) € K, also (a,) eine Cauchy-Folge. Dann gibt es ein s € K mit a, < s
fiir alle n € N. Da K archimedisch geordnet ist, gibt es ein £ € N mit s < k, also
a, < k fiir alle n € N. Es folgt (a,) < (k,k, k,...) =k <k + 1.

O

IC ist vollstéandig.
Beweis. Sei (21, x2, . ..) eine Cauchy-Folge aus . Wegen Aufgabe 6.2 gibt es zu jedem
n € N ein ¢, € Q mit

1
|xn - Qn| < —.
n

Wir zeigen zunéchst, dafl (¢,,) eine Cauchy-Folge in K ist. Sei € > 0,¢e € Q. Dann gibt
es ein ng € N mit n—lo < g und |z, — 2| < £ fiir alle n,m > ng. Es folgt

€ €
+t5 =€

1 1 €
|q _Qm’<|Qn—$n|+|$n—$m’—{—’$m—qm|< + — _|__ +§ 3

3 3

fiir alle n,m > ny.

Damit gilt (qx) € C, also (¢x) € K, und wir beweisen limx, = (gi). Sei € € Q,e > 0.
Dann gibt es ein ng € N mit nio < $und [gn — gqn| < § fiir alle n,m > ng, also

M

—— < — O < %, d.h.

D) S@—Qn < % und damit

_— _— € €
|Tn = (qr)| < |20 — gnl + |gn — (q)] < gtg=c¢

[QN\)

fir alle n > ny.
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Satz 3.9 Bis auf Isomorphie gibt es genau einen wvollstindigen archimedisch geordneten
Korper.

Beweis. Wir betrachten den archimedisch geordneten Kérper K = Q und wéhlen die Be-
zeichnungen wie in den vorangegangenen Uberlegungen, d.h., C ist der Ring aller Cauchy-
Folgen und A das Ideal aller Nullfolgen aus K. Dann ist K := C/N ein vollstéindiger archi-
medisch geordneter Korper. Ist nun F' ebenfalls ein vollstdndiger archimedisch geordneter
Korper, dann ist Q ein Teilkérper von F', und jedes x € F ist Grenzwert einer Folge aus Q,
denn wegen Aufgabe 6.2 gibt es zu jedem n € N ein ¢, € Q mit |z —g¢,| < %, also lim ¢, = .
Wir zeigen nun, daf§ F' und K isomorph sind. Ist (g, ) eine Cauchy-Folge aus Q, d.h. (¢,) € C,
dann ist (g,) wegen der Eindeutigkeit der Ordnung von Q auch eine Cauchy-Folge in F' und
konvergiert damit in F'. Die Abbildung

¢:C— F (¢q,) — limg,

ist offenbar ein Ringhomomorphismus mit Kernp = {(g,) | lim¢g, = 0} = N. Da jedes z aus
F Grenzwert einer Folge aus Q ist (s.0.), ist ¢ sogar surjektiv. Wegen des Homomorphiesatzes
fiir Ringe folgt

K=C/N=F.

Definition 3.10 Den bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten vollstindigen archimedisch
geordneten Korper bezeichnet man mit R. Die Elemente von R heiflen reelle Zahlen.

Bemerkung. Der Kérper R der reellen Zahlen hat folgende Eigenschaften:
R1) Q ist Teilkorper von R.

R2) R ist vollstandig.

R3) Jedes Element von R ist Grenzwert einer Folge aus Q.

Aus diesem Grund heifit R auch Komplettierung (Vervollstandigung, vollsténdige Hiille) des
Korpers Q.

Weitere Eigenschaften von R.

R4) Fir alle x € R gilt: + > 0 <= x ist in R ein Quadrat.
Ist x ein Quadrat, so wurde x > 0 bereits fiir beliebige geordnete Korper gezeigt. Sei
nun andererseits > 0. Dann definieren wir eine Folge (a,,) rekursiv durch

1
a; :=1und a1 := §(a” + £) fiir n > 1.

Wegen x > 0 gilt a,, > 0 fiir alle n € N. Wir zeigen, daB (a,) ab dem zweiten Folgeglied
monoton fallend ist:

1 x 1,
Up — U1 = an—é(an—ka)—ﬁ(an—z)
= (= (a,_ —2)= —(ap_1 — > 0.
Qan(4(a 1t an,l) 7) 8ay, (@n an,l)

Wegen Aufgabe 6.5 existiert a := lima,, mit a® = 1(a? + z), also a® = z.
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Definition 3.11 Sind K, und K, zwei geordnete Kéorper mit den Ordnungen <i; und <o,
so heifit ¢ : K1 — Ky ordnungstreu, wenn fir alle x,y € Ky gilt:

<1y <= @o(x) < py).
Wegen R4) folgt nun:

R5) Sind K; und K5 zwei vollstdndige archimedisch geordnete Korper, so ist jeder Isomor-
phismus ¢ : K3 — K5 ordnungstreu.

Anwendungen.

1. Ist K ein Korper und ¢ : K — R ein (injektiver) Ringhomomorphismus, dann ist K
beziiglich

r<y <= o) <p(y)

ein archimedisch geordneter Korper, wie man sich leicht iiberlegt. Es gilt nun auch,
dal man auf diese Weise alle archimedischen Ordnungen von K erhilt, so dafl K
ein geordneter Korper ist. Um das einzusehen sei also K ein archimedisch geordneter
Korper und

v: K —K:=C/N, k+—— (k,k,k,...),

wobei wir die Bezeichnungen von oben benutzen. K ist ein vollstéindiger archimedisch
geordneter Korper und 1 ein ordnungstreuer (injektiver) Ringhomomorphismus. We-
gen Satz 3.9 gibt es einen Isomorphismus p : K — R, der wegen R5) ordnungstreu
ist. Dann ist ¢ = po1 : K — R ein (injektiver) Ringhomomorphismus mit

<y <<= @) <o)

2. Ist ¢ : R — R ein Automorphismus, so gilt ¢ = id, d.h., R hat nur den trivialen Au-
tomorphismus. Um das zu beweisen sei z € R und ¢(x) # x, z. B. x < ¢(z) =: y. Dann
gibt es ein ¢ € Q mit x < ¢ < y, denn es gibt einn € Nmit 1 < n(y—x) = ny—nz, also
ein m € Z mit nx < m < ny, dh. r <= <y. Wegen p(q) = ¢ folgt der Widerspruch
p(q) < ().

Dieses Resultat kann zum Beispiel folgendermafien in der analytischen Geometrie be-
nutzt werden. Der Hauptsatz der affinen Geometrie besagt: Ist K ein Korper mit
mindestens drei Elementen und 2 ein mindestens 2-dimensionaler affiner Raum diber
K, so ist jede Kollineation ¢ : A — 2 eine Semiaffinitdit. Da jede Semiaffinitit von 2
eine Affinitét ist, wenn K nur den trivialen Automorphismus hat, liefert obiger Haupt-
satz:

Jede Kollineation eines reellen affinen Raums der Dimension > 2 ist eine Affinitdt.
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4. Darstellungen reeller Zahlen

Im folgenden ist g eine natiirliche Zahl mit ¢ > 2 und S, := {0,1,...,9 — 1}. Ist (¢,) eine
Folge von Zahlen aus S,, dann konvergiert die Reihe

Z g =g F g i+ esg i+

wegen

Ci — < — 1
Gilt weiterhin ¢; # g — 1 fiir mindestens ein 4, so folgt

o0

Zcig_ie[(),l) ={reR|0<z <1}

=1

Satz 4.1 Jedes x € [0,1) hat genau eine Darstellung

T = i cz-g_i

i=1

mit ¢; € Sy fir alle v € N und ¢; # g — 1 fiir unendlich viele i € N. Definiert man rekursiv
x1:=x und mq = {x,g} fir i€eN,

so folgt ¢; = [x;9].

Bemerkung.

1. Fir z € R ist [z] die grofite ganze Zahl z mit z < z und {z} := = — [z] € [0,1).
Dabei heifit [x] ganzer Teil von x und {z} gebrochener Teil von z. Da R archimedisch
geordnet ist, existiert [z] fiir alle z € R.

2. Betrachtet man das aus der Schule bekannte Verfahren zur Umwandlung eines Bruches
in eine Dezimalzahl, so stellt man schnell fest, dafl der dort verwendete Algorithmus
zur Berechnung der einzelnen Ziffern eine praktische Umsetzung der in Satz 4.1 ange-
gebenen Methode zur Berechnung der einzelnen c¢; ist.

Beweis von Satz 4.1. Wegen z; € [0,1) gilt ;9 € [0,¢), also
d; := [xig] € S, fiir allei € N.
Fiir alle j € N folgt 241 = 2,9 — d;, also

=djg " + 513j+19_1
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Mit Hilfe der vollstéandigen Induktion beweist man leicht, dafl

j+k—1
_NT g g
l’]— 19 ‘Tj+kg

=7

fiir alle k € N gilt. Wegen limy_o. 7,119 " = 0 folgt speziell fiir j = 1

r=x = idig_i.
i=1

Wir zeigen nun durch einen Widerspruchsbeweis, dafl es unendlich viele j € N mit d; # g—1
gibt, und nehmen also an, da8l d; # g — 1 nur fiir endlich viele j € N gilt. Dann existiert ein
J € N mit

dj:dj_H:...:g—l,
d.h., es gilt
jAk—1
ri= Y (g=1Dg " +aiugt
=]
fiir alle £ > 1. Fiir £ — oo konvergiert die rechte Seite der Gleichung gegen
1
—1)-q1t. =1
G=1-9 17— p=

im Widerspruch zu z; € [0,1), d.h., es gibt tatséchlich unendlich viele j € N mit d; # g — 1.

Zu zeigen bleibt der Nachweis der Eindeutigkeit. Sei z = Y .2, ¢;¢”  mit ¢; € Sy und ¢; # g—1
fiir unendlich viele Indizes i. Wir nehmen an, dafl es einen Index j mit ¢; # d; gibt, und
0.B.d.A. sei j mit dieser Eigenschaft minimal. Dann folgt

1< Jdj—gl =) (ci—di)g’ ™|

i>j
< D le—dilg™
i>]
< (9-1)) g'=1

t>1

Also gilt |¢; —d;| = g—1 fiir alle i > j, und entweder sind alle ¢; — d; positiv oder alle negativ
fiir « > j. Im 1. Fall folgt ¢; = g — 1 fiir alle 2 > j und im 2. Fall d; = g — 1 fiir alle ¢ > j,
also ein Widerspruch.

O

Satz 4.1 148t sich nun leicht zu folgendem Satz verallgemeinern.

Satz 4.2 Jedes x € R, x > 0 hat eine Darstellung

[e o]

mitk € Z,c; € Sy und cj # g — 1 fiir unendlich viele Indizes j. Ist x # 0 und c_, # 0, so ist
die Darstellung eindeutiq.
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Bemerkung. Die eindeutige Darstellung von = € R,x > 0 aus Satz 4.2 heiflit g-adische
Entwicklung oder g-adische Darstellung (bzw. Dezimalbruchentwicklung oder Dezimaldar-
stellung falls ¢ = 10) von z. Die ¢; heiflen (¢g—) Ziffern von z. Fiir £ > 0 schreibt man

r=C_f...C_1Cp,C1C2C3 . ...
Fiir £ <0, also [ := —k > 0, schreibt man
x:O’O--.OClCl+1....

Die g-adische Darstellung heif3t . ..

. abbrechend, falls hochstens endlich viele Ziffern ungleich 0 sind.

. periodisch, falls es ein [ € Ny und ein p € N gibt, so daf§ ¢; 4, = ¢; fiir alle ¢ > [ gilt. Sind
[ und p minimal, so heif}t [ Vorperiodenléinge und p Periodenléinge der Darstellung. Die
Darstellung heif3t reinperiodisch, falls [ = 0, sonst gemischtperiodisch. Man schreibt

r=...,CC...CLC41...Clqp.
— ——

Vorperiode  Periode

Ist die g-adische Darstellung von x periodisch, dann folgt mit obiger Bezeichnung;:

{2} = g '+ . dag ' tang "+ L ey, P
g ) e, )
! »
= Y ag +a ' Qamg M (L+g P HgP )
=1 k=1

(. J
-~

1—g—P
l 4
1

T gigr—1) [(g" = 1) Z cig' ™+ ; crrrg” .

=1

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.3 Ist die g-adische Entwicklung von x € R, x > 0 periodisch, so ist x rational.

Beispiel. Wir wihlen g = 10 und betrachten x = 0,12456 2314. Dann gilt [ = 5 und p = 4.
Obige Formel liefert

(107 — 1)12456 + 2314 124549858
T = = :
105(10% — 1) 999900000

Wie bereits aus dem Beweis von Satz 4.3 zu entnehmen ist, entspricht dabei die Ziffernfolge
von 12456 gerade der Ziffernfolge der Vorperiode und die Ziffernfolge von 2314 der Ziffern-
folge der Periode.
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Als néchstes soll gezeigt werden, dal umgekehrt die g-adische Darstellung einer positiven
rationalen Zahl x periodisch ist. Wir wollen weiterhin untersuchen, wie sich die Vorperioden-
und die Periodenlénge von x berechnen lassen, auch wenn die g-adische Darstellung explizit

nicht bekannt ist. Sei also x = # mit a,b € N, wobei wir a und b als teilerfremd annehmen
konnen. Dann existieren ¢ € Ny und r € {0,...,b — 1} mit a = ¢ - b+, also

a T a T
S g+l qn (ol
;= a4ty dho{gk=g

Wir benutzen die Bezeichnungen aus Satz 4.1, d.h.
a
Ty = {g}, Tiv1 = {gzi}, ¢ = [gzi]

fir ¢ € N, und setzen b; := x; - b. Dann gilt b; € {0,...,b — 1}, und damit existieren
s, t € N1 < s < t mit by = by, also xy = x; und x4y; = x4y, sowie cgyy = ¢y flir
alle i > 0. Damit ist die g-adische Entwicklung von ¢ periodisch. Sei nun [ die zugehorige
Vorperiodenlédnge und p die Periodenlénge. Dann gilt

B
2 2 firein BEN,
b g'(gp—1)

wie man dem Beweis von Satz 4.3 entnehmen kann. Da a und b teilerfremd sind, ist b ein

Teiler von ¢'(gP — 1). Wir setzen

b* := max{m € N | m teilt b und g, m sind teilerfremd} sowie b™* := e

Dann ist b* ein Teiler von ¢” —1, d.h. ¢ = 1 mod b*, und b** ein Teiler von ¢'. Wir definieren
nun

g:=min{s € N | ¢g°=1mod b*} und m :=min{s € Ny | b** teilt ¢°}

und zeigen p = ¢ sowie [ = m, wobei ¢ < p und m < [ offenbar gelten. Zu beweisen bleibt
q > pund m > [. Da b* ein Teiler von g? — 1 und b** ein Teiler von g™ ist, ist b ein Teiler
von g™ (g? — 1), also

a m
{5,397 (¢" = 1) € No.
Es existieren nun u,v € Ny mit
{%}gm(gq—l) =u-(¢g?—1)+v und 0<wv<g?—1,
also 0 < u < ¢g™. Wegen Satz 4.2 lassen sich u und v eindeutig in der Form

w=ur g™+ U1 F U,
v=uvg"" 4. v 19+,
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mit u;, v; € Sy und vy, # g—1 fiir mindestens ein £ schreiben, wobei sich die letzte Behauptung
wegen v < g? — 1 ergibt. Es folgt

—(m+q)
a, . g
{=} = wg™+v g

b
m q o0
= > wg+g O vg )OO g7
i=1 j=1 k=0
= Z dz'g_i‘
=1

Dabei gilt
dl = Uz ... 7dm:uma
Adpy1 = Vi, oo Amyq = Vg
dm+kq+1 = V1, ... 7dm+kq+q = Uq fur k € N.

Wegen d; € S, fiir alle 7 und d; # g — 1 fiir unendlich viele ¢ ist damit

5= dig™
=1

die g-adische Entwicklung von {§}. Fiir die Vorperiodenldnge [ gilt somit I < m, und fiir die
Periodenlange p gilt p < ¢. Insgesamt ist also [ = m und p = q.

Offenbar ist die g-adische Entwicklung von {#} genau dann abbrechend, wenn v = 0, d.h.
wenn {§}g™ € Ng. Damit ist die g-adische Entwicklung genau dann abbrechend, wenn b ein
Teiler von g™ ist, d.h. wenn b* = 1.

Insgesamt haben wir also folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.4 Sei g € N, g > 2 und seien a,b € N teilerfremd. Ist b* € N der grofite Teiler von
b, der zu g teilerfremd ist, sowie b** = b%, dann gilt: Die g-adische Entwicklung von § ist
periodisch. Die Periodenlinge ist die Ordnung von g modulo b*, und min{s € Ny | b** teilt g°}
st die Vorperiodenlinge. Die Entwicklung ist abbrechend genau dann, wenn b* = 1, d.h.,
wenn jeder Primteiler von b auch g teilt.

Bemerkung.

1. Sind a,b € N teilerfremd, so hingt die Periodenlénge der g-adischen Entwicklung nur
von b und ¢ ab.

2. Wegen der Sétze 4.3 und 4.4 ist die g-adische Entwicklung einer positiven reellen Zahl
x genau dann periodisch, wenn z € Q.

Beispiel. Wir wéhlen ¢ = 7 und untersuchen die 7-adische Entwicklung von %, also

a =1 und b = 5. Da 5 und 7 teilerfremd sind, gilt b* = 5 und b** = 1. Damit hat die
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7-adische Darstellung von % die Vorperiodenlange 0, d.h., die Darstellung ist reinperiodisch.
Zur Berechnung der Periodenlinge ermitteln wir die Ordnung von 7 in Zs. Es gilt

T=3, 7 =4,7=37=1

Damit ist 4 die Ordnung von 7 modulo 5. Die 7-adische Entwicklung von % ergibt sich geméf

Satz 4.1: .
- =0,1254.
5 )

Bemerkung. Die Periodenlénge ist stets ein Teiler von ¢(b*). Sie ist gleich ¢(b*) genau dann,
wenn ¢(b*) die Ordnung von g mod b* ist, d.h., wenn E(Z~) zyklisch ist und E(Z;-) = (7).
Man nennt g dann Primitivwurzel modulo b*.

Sind speziell b und g teilerfremd, dann gilt b* = b und b** = 1. Die g-adische Entwicklung
von ¢ (a € N) ist dann reinperiodisch. Genau dann ist ¢(b) die Periodenlédnge, wenn E(Z)
zyklisch und ¢ eine Primitivwurzel modulo b ist.

Beispiel. Wir wihlen g = 10 und b = 7. Dann sind b und g teilerfremd. In Z; gilt:

10=3 10°=2 10 =6, 10 =4, 10° =5, 10° = 1.

E(Z7) ist also zyklisch (vergleiche Aufgabe 4.7 aus Kapitel 2) und 10 eine Primitivwurzel
modulo 7. Es gilt

= 0,142857 (Dezimalbruchentwicklung),

=0,010212 (3-adische Entwicklung).

Wir untersuchen nun speziell den Fall g = 10, also die Dezimalbruchentwicklung von 3 mit
a,b € N, wobei a und b wieder teilerfremd sind. Wegen Satz 4.4 ist die Dezimalbruchent-

wicklung genau dann ...
. abbrechend, wenn b = 2"5™ mit n,m € Nj.
. reinperiodisch, wenn b weder von 2 noch von 5 geteilt wird.

Ist die Dezimalbruchentwicklung reinperiodisch, so ist die Periodenlédnge ein Teiler von ¢(b)
und gleich p(b) genau dann, wenn 10 eine Primitivwurzel modulo b ist. Die Periodenldnge
von ¢ ist also hochstens b — 1. Ist b keine Primzahl, so gilt ¢(b) < b — 1, und damit ist die
Lénge der Periode kleiner als b — 1. Die Periodenlénge ist also genau dann gleich b — 1, wenn
b eine Primzahl und 10 eine Primitivwurzel modulo b ist.

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht fiir den reinperiodischen Fall bis b = 21, wobei
ord,10 die Ordnung von 10 modulo b bezeichnet.

b | 37911 |13]17|19]21
o) | 2] 6|6 |10 12|16 | 18| 12

ordp10 | 1 | 6 | 1 2 6 16 | 18 6
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Sei nun g € N, g > 2 und b € N eine Primzahl, die g nicht teilt, sowie g eine Primitivwurzel
modulo b. Ist 0,¢1c3 .- ¢, die reinperiodische g-adische Entwicklung von %, so gilt

1
E:clg_1+029_2+....

Fiir jedes s € N folgt

B \019371 +. gt + C§+§s+1971 + Cs2g 2+ ok

(] 0,671 CpeiCs

Wir wollen nun die g-adische Entwicklung von ¢ berechnen, wobei a € N mit 0 < a < b. Da
g eine Primitivwurzel modulo b ist, gibt es ein s € N mit a = ¢°* mod b, d.h. a = ¢g* + mb fiir
ein m € Z. Mit den Bezeichnungen von oben ergibt sich

g _ e - _
=m+ = [7] +eng Y e S
=0

a
b

d.h., 0,571 601 ¢ st die g-adische Entwicklung von ¢, die sich aus der g-adischen
Entwicklung von % durch zyklisches Vertauschen der Ziffern ergibt. Gilt a = ¢® mod b mit

s € N, so erhilt man die Darstellung von #, nachdem man in der Darstellung von % die

Ziffern genau um s Positionen nach links zyklisch vertauscht hat.

Beispiel. Wegen
10" =3 mod 7, 10> =2mod 7, 10° = 6 mod 7,

10* =4 mod 7, 10°=5mod 7, 10° =1 mod 7

folgt fiir die Dezimaldarstellung

I
=
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(0.¢]
(@]
=~

I
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I
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[\
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(@)
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=
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1
-3
—_
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no
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I
\.O
(@)
3
—_
W
[\
uOO
I
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-3
[a—
1N
[\]
0]
ot

Exkurs. Eine Menge M heifit abzéhlbar, wenn es eine surjektive Abbildung
fN— M

gibt. Ist M nicht abzdhlbar, so heifit M iiberabzahlbar. Jede endliche Menge ist abzéhl-
bar, und offensichtlich sind auch N und Z abzéhlbar. Weniger offensichtlich ist, dafl auch Q
abzéhlbar ist. Die Abzéhlbarkeit von QQ ergibt sich geméfl des ersten Cantorschen Diagonal-
verfahrens aus folgendem Schema:
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o — 4 — i F—

7 / / /

_1 _2 _3 _4

1 1 1 1

L/ 7 /! /

1 2 3 4

2 2 2 2
/ / /

_1 _2 _3

2 2 2

L/ 7

..ol
.o Wi

Man {iiberlegt sich nun leicht, dal die Produktmenge M; x ... x M, der Mengen My, ..., M,
abzahlbar ist, wenn jede Menge M;,i € {1,...,n} abzdhlbar ist, und dafl die abzdhlbare
Vereinigung

UM =rmumu. ..

ieN
der abzédhlbaren Mengen M;, ¢ € N abzéhlbar ist. Hieraus ergibt sich sofort, daf3 die Menge
Q[z] der Polynome iiber Q abzdhlbar ist. Da jedes vom Nullpolynom verschiedene Polynom
aus Q[x] nur endlich viele Nullstellen in R hat, ist die Menge der reellen algebraischen Zahlen
abzihlbar. Dabei heifit eine reelle Zahl algebraisch, wenn sie Nullstelle eines f(z) € Q[x] mit
f(x) # 0 ist. Die reellen Zahlen, die nicht algebraisch sind, heifen transzendent. Zum Beispiel

ist v/ v/5 — v/41 algebraisch, wihrend 7, e und \/5\/i transzendent sind.

Wir zeigen nun mit Hilfe des zweiten Cantorschen Diagonalverfahrens, dal R iiberabzéahlbar
ist. Dazu nehmen wir zunéchst an, da R abzéhlbar ist. Dann ist auch [0, 1) abzédhlbar, etwa

[0, ].) = {Tl,TQ, Ts,.. }
Wegen Satz 4.1 hat jedes r; eine eindeutige Dezimaldarstellung:

r1 = 0,ana2a13. ..
To = O, 21092204923 . . .

s = O, a31a32a33 . . .

Es gibt nun ein 7 € [0,1) mit der Dezimaldarstellung r = 0, a;asas . .. wobei

1 ai; # 1

Wegen a; # a;; fiir alle i € N gilt » & {ry,ro,r3,...}, im Widerspruch zu r € [0, 1).
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Insbesondere ist damit die Menge der transzendenten reellen Zahlen iiberabzadhlbar. Im all-

gemeinen ist es sehr schwierig, von einer gegebenen Zahl (zum Beispiel 7 oder \/5\@) die
Transzendenz nachzuweisen. Einfacher ist dagegen, iiberhaupt transzendente Zahlen zu kon-
struieren. So gilt zum Beispiel folgender

Satz 4.5 Firge N,g>2 undd; € S, (i € N) mit d; # 0 fir unendlich viele Indizes i ist

i dv;gfi!
i=1

transzendent.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen zum Beispiel iiberabzihlbar viele transzendente reelle Zahlen
in ihrer Dezimaldarstellung angegeben werden.

5. Zahlen reeller Nullstellen

In diesem Abschnitt wird die Frage behandelt, wie die Anzahl reeller Nullstellen eines Po-
lynoms f(z) € Rlz], f(z) # 0 berechnet werden kann, ohne die Nullstellen selbst explizit
ermitteln zu miissen. Dabei ist zunéchst nicht klar, dal dieses iiberhaupt moglich ist. Als
wichtiges Hilfsmittel in diesem Zusammenhang erweist sich dabei der Weierstraische Null-
stellensatz fiir Polynome.

Weierstraflscher Nullstellensatz fiir Polynome.
Ist f(x) ein reelles Polynom und sind a,b € R,a < b mit f(a) < 0 und 0 < f(b), so gibt es
ein ¢ € (a,b) mit f(c) = 0.

Beweis. Siehe Aufgabe 6.8.

Eine unmittelbare Anwendung des Weierstraischen Nullstellensatzes ist

Satz 5.1 Ein reelles Polynom f(z) ungeraden Grades hat mindestens eine reelle Nullstelle.

Satz 5.1 folgt aus dem Weierstra3schen Nullstellensatz sobald gezeigt ist, dafl es a,b € R,
a <bmit f(a) <0 und 0 < f(b) gibt. Dieses liefert nun

Satz 5.2 Ist f(z) = 2"+ a,_ 12" ' + ...+ a1 + ag € R[z| und

M = max{l, |a,_1| + ...+ |a1| + |aol},
so gilt f(s) > 0 fir alle s > M und (—=1)"f(s) > 0 fir alle s < —M.
Beweis. Sei |s| > M > 1. Dann gilt

Qo |an_1| + ...+ |CLO|
—| <
s I+ +|s” - |s]

’an_l Ap—1

< 1.

a,
+.o+—| <
S
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Also folgt

Ay a . Uy a
fl8)=s"(1+ "+ ...+ =) mit 1+ "L+ . +— >0
S S S S

Ist s > M, dann gilt f(s) > 0, und ist s < —M, dann gilt (—1)"f(s) > 0.

Korollar 5.3 Mit den Bezeichnungen des obigen Satzes gilt: Jede reelle Nullstelle von f(x)
liegt im Intervall [—M, M].

Mehrfache Nullstellen.

Ist K ein Kérper mit der Charakteristik 0 und f(z) = a,2"+a, 12" ' +.. .+ a1z +ag € K|x]
ein Polynom iiber K sowie a € K eine Nullstelle von f(z), dann gibt es ein h(x) € K[z] mit
f(x) = (z —a)h(x). Ist a auch Nullstelle von h(x), so heifit a mehrfache Nullstelle von f(z).
Genauer heifit a nun [-fache Nullstelle von f(x), wenn

f(x)=(x—a) h(xr) mit h(z) € K[z] und h(a) #0
gilt. Zur Untersuchung mehrfacher Nullstellen fithrt man die formale Ableitung
f(2) = na, 2" '+ (n — Da,_12" 2+ ...+ 2002 + ay

des Polynoms f(z) ein, und man rechnet leicht nach, dafi die aus der Analysis bekannten
Rechenregeln wie zum Beispiel die Summen-, Produkt- und Kettenregel auch hier gelten.
Somit ist dann

flx) = Uo—a)"h(z) + (v — a) W (z)

(x — a)l’l(]h(:ic) + (x —a)h/(2))
(e — ) i),

wobei h(a) # 0, d.h., a € K ist genau dann eine I-fache Nullstelle von f(x), wenn a eine
Nullstelle von f(z) und eine (I — 1)-fache Nullstelle von (f(x), f'(x)) ist, wobei (f(z), f'(x))
ein ggT von f(x) und f'(z) ist. Damit erhalten wir folgendes Ergebnis:

Jede Nullstelle von ist einfach, und bis auf Vielfachheit

f(z)
(f(=).f'(z))
stimmen die Nullstellen von f(z) und % tiberein.

Mit dhnlichen Argumenten ergibt sich sogar allgemeiner: Jeder irreduzible Faktor des Poly-

noms f(z) € Klz|, f(z) # 0 tritt in der Zerlegung von % nur einfach auf, und die
f(z)

beiden Polynome f(z), 7).y Raben bis auf Vielfachheit dieselben irreduziblen Faktoren.
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Beispiel. Wir betrachten das Polynom f(z) = 2% + 2* — 22 — 1 € R[z]. Dann gilt fiir die
Ableitung f'(x) = 6x° + 423 — 2z, und

fl@)=(@—-DE+1)@*+1)?2  fl(z) =2+ 1)(V6z + V2)(V6r — V2)

sind die Zerlegungen von f(z) und f’(z) in Primelemente (irreduzible Polynome) in R[z].
Offenbar gilt (f(z), f'(x)) ~ 2* + 1. In R hat f(x) nur einfache Nullstellen, in C treten die
doppelten Nullstellen +¢, also +v/—1 auf.

Wir untersuchen nun das Verhalten des Vorzeichens eines Polynoms beim " Passieren” einer
Nullstelle. Dazu seien a,b,c € R mit a < b < ¢, und es gelte

f(b) =0 sowie f(t),f'(t)#0 firalle t € [a,c|,t#Db.

Dann gilt f(x) = (z — b)!r(z), wobei das Polynom r(z) in [a,c] keine Nullstelle hat, und
f'(x) = l(x — b)"Lr(x) + (z — b)'r'(z) sowie (f(x), f'(x)) = (x — b)"Ls(z), wobei auch s(x)
in [a, c|] keine Nullstelle hat. Definieren wir

@) e
wie) = ey = @ Oy € Rl

P @)t - )
9@ = T @) (@)

so gilt

(V) go(a) und g¢1(a) haben verschiedene Vorzeichen, d.h. go(a)g:(a) < 0.
go(c) und g;(c) haben gleiches Vorzeichen, d.h. go(c)g1(c) > 0.

Beweis von (V). Zundchst gilt go(a) = (a — b)“2. Da ¢,(z), s(z) und r(z) in [a, ¢ keine

s(a)

Nullstelle besitzen, haben ¢;(a) und g1(b), s(a) und s(b) sowie r(a) und r(b) jeweils dasselbe
Vorzeichen. Wegen g, (b) = l% und a — b < 0 folgt die erste Behauptung. Die zweite Be-

hauptung ergibt sich entsprechend.
O

Bemerkung. Wegen f(z) = go(x)(f(x), f'(x)) und f'(x) = g:(2)(f(x), f'(x)) gilt

fla)f'(a) <0 und f(c)f'(c) > 0.
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Wir wenden uns nun der Frage zu, wie man die Anzahl der reellen Nullstellen eines reellen
Polynoms f(z) = a,z™ + An_12" "+ ... 4+ a1z + ag berechnen kann. Dazu fithren wir den
Begriff der Sturmschen Kette ein. Dabei heifit die Folge f(x), f'(x), fo(x), f3(z), ..., fr(z) von
Polynomen Sturmsche Kette von f(x), wenn sie sich folgendermaflien aus dem euklidischen
Algorithmus mit "negativem Rest” ergibt:

f(x) = folx)
f@) = filz)
folz) = aq(@)fi(z) - fa(z)

filx) = q1(7)fir1(z) — fiya()

fra(x) = g (2)fr(2).

Es gilt also grad f; < grad f;_y fir i = 1,...,r. Fir jedes a € R sei weiterhin w(a) die
Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Zahlenfolge

f(a)7 f/((l),fQ(CL), R f?‘(a>7

in der man die Nullen weggelassen hat. Mit diesen Bezeichnungen gilt nun der folgende

Satz 5.4 (Theorem von Sturm) Sind a,b € R,a < b, mit f(a), f(b) #0, so hat f(x) im
Intervall [a,b] genau w(a) — w(b) verschiedene Nullstellen, wobei mehrfache Nullstellen nur
einfach gezihlt werden.

Beweis. Der Einfachheit halber beweisen wir den Satz nur fiir den Fall, daf§ kein f;(z) bei a
oder b eine Nullstelle hat. Der allgemeine Fall 1a8t sich aus den folgenden Argumenten leicht
ableiten.

Zunichst ist klar, daB f,(x) ein ggT von f(z) und f’(z) ist (vgl. Kapitel 2.3). Definieren wir

gi(z) = }2((?), so folgt g;(x) € Rlz] und

go(x) = q(x)gi(z) = ga(x)

6(2) = G (@)gin (@) — giralz) S ()

Gr—2() : ¢r—1(2)gr—1(x) — 1. )

Damit ist fiir jedes ¢ € R mit f(c) # 0 die Anzahl der Vorzeichenwechsel (nach dem Weg-
lassen der Nullen) in

fole), fi(e), ..., fr(c) und go(c),g1(c), ..., g-(c)

gleich. Weiterhin folgt wegen (%) fiir jedes ¢ € R und jedes k € {0,...,r — 2}: Gilt gx(c) =
gr+1(c) = 0, so auch gria(c) = ... = g,—1(c) = g-(¢) = 0, im Widerspruch zu g,(z) = 1.
Damit gilt fiir jedes ¢ € R und jedes k € {1,...,r — 1}

(+%)  gr(c) =0 = grs1(c), gp_1(c) # 0.
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Sei nun
a=by<a<b <a<...<a,<b,=0>,

so daf} fiir alle 2 =0, ..., r gilt:
Ist ¢ € [a,b] Nullstelle von g¢;(x), so folgt ¢ € {a,as,...,an}.

Mit V; bezeichnen wir die Anzahl der Vorzeichenwechsel in

go(bs), ..., gr(bi)

und untersuchen den Zusammenhang zwischen V;_; und V; fir e =1,...,m:

1. Fall: gx(a;) # 0. Dann haben gx(b;—1), gr(a;) und gx(b;) dasselbe Vorzeichen.
2. Fall: gx(a;) = 0 und k > 0. Wegen g,(z) = 1 ist dann k < r, und wir betrachten

gkfl(bifl). gk71.<ai> .gk71<bi)
ge(bic1)  grlai)  gr(bi)
Ges1(bic1)  ger1(ai)  grra(b)

Wegen (xx) gilt dann g1(a;), gg—1(a;) # 0, d.h., gr—1(bi—1), gr—1(a;), gr—1(b;) haben dasselbe
Vorzeichen und gg+1(bi—1), gr+1(ai), gk+1(b) haben dasselbe Vorzeichen. Wegen () haben
aber gx_1(a;) und gx41(a;) verschiedene Vorzeichen. Somit liegt in beiden Folgen

1)

79k( )7gk+1<bz’—1) und gy 1(5) gk(b) 9k+1(b)

jeweils ein Vorzeichenwechsel vor.

3. Fall: go(a;) = 0, d.h. f(a;) = 0. Dann haben wegen (V) die Zahlen go(b;—1) und g1 (b;—1)
verschiedene Vorzeichen sowie go(b;) und gy (b;) gleiche Vorzeichen.

Gre—1(bi-

Somit erhalten wir folgendes Ergebnis:

Vi_1 =V falls a; keine Nullstelle von f(z) ist.

Vi1 = V; + 1 falls a; eine Nullstelle von f(x) ist.

Hieraus folgt nun unmittelbar die Behauptung des Satzes.
O

Beispiel. Wir untersuchen das Polynom f(z) = 2% + 222 — 2 — 2 auf reelle Nullstellen. Wie
man leicht nachrechnet gilt

f’(l’) =322 4 4x — 1, fi(x) = %(14:{: +16) und fy(x) = %

Wieviele reelle Nullstellen hat f(x)? Dazu berechnen wir wegen Satz 5.2 und Korollar 5.3

M :=max{1,2+1+2} =5,
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und erhalten:

f(=5)=-72 f(0)=-2 [f(5)=168
f(=5)=54 f(0)=-1 [f'(5) =94

fo(=5) =5 £(0) =8 fo(5) = 5L

3 Wechsel 1 Wechsel 0 Wechsel

Somit hat f(x) drei reelle Nullstellen, und zwar zwei negative und eine positive. In diesem
Falle kann das Ergebnis leicht iiberpriift werden, da -2,-1 und 1 die Nullstellen von f(x)
sind.

6. Aufgaben

A 6.1 Sei K ein geordneter Korper und (a,) eine Cauchy-Folge in K, die keine Nullfolge
ist. Zeigen Sie, daf} es dann ein € > 0 und ein ng € N gibt, so dal entweder a,, > € fiir alle
n > ng oder —a,, > € fiir alle n > ng gilt.

A 6.2 Sei K ein geordneter Korper. Zeigen Sie, dafl K genau dann archimedisch geordnet
ist, wenn es zu jedem z € K und € > 0 ein ¢ € Q mit | x — ¢ |< € gibt.

A 6.3 Sei K ein geordneter Korper und seien (a,), (b,) zwei Cauchy-Folgen in K. Zeigen
Sie, daf§ dann auch (a, +b,) und (a, - b,) Cauchy-Folgen in K sind.

A 6.4 Sei P={a,2"+...+a1x+ap | n€Nyund ag,...,a, € Q,a, >0} C Qlx].

1. Zeigen Sie, daB es auf Q[z] eine lineare Ordnung gibt, beziiglich der Q[z] ein geordneter
Integritdtsbereich mit dem zugehorigen Positivbereich P ist.

2. Q(z) ist der geméB Satz 3.3 geordnete Quotientenkorper von Q[x]. Zeigen Sie, dafl
Q(z) nicht archimedisch geordnet ist. Hinweis: Betrachten Sie © — n,n € N.

A 6.5 Zeigen Sie, daff in R jede nach unten beschréinkte, monoton fallende Folge konvergiert.

A 6.6 Zeigen Sie fiir R das Intervallschachtelungsaxiom: Ist [a1,b1] 2 [ag, be] D [as, b3] D ...
eine Folge von ineinander enthaltenen abgeschlossenen Intervallen mit lim(a,, — b,) = 0, so
gibt es genau eine reelle Zahl x mit = € [a;, b;] fir alle ¢ € N.

A 6.7 Zeigen Sie: Ist K ein archimedisch geordneter Korper, in dem das Intervallschach-
telungsaxiom gilt, so ist K vollstiandig, d.h, jede Cauchy-Folge aus K konvergiert in K.
Dabei gilt in K das Intervallschachtelungsaxiom, wenn es zu jeder Folge [a1,b1] 2 [ag, ba] D
las, b3] D ... von ineinander enthaltenen abgeschlossenen Intervallen mit lim(a, — b,) = 0
genau ein z € K mit = € [a;, b;] fiir alle i € N gibt.
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A 6.8 Zeigen Sie: Ist f(x) € R[z] ein reelles Polynom und gibt es a,b € R,a < b mit
f(a) <0und f(b) > 0, so hat f(z) eine Nullstelle in (a, b).

A 6.9 Zeigen Sie, dafl in R der Satz vom Supremum gilt: Ist M C R eine nichtleere Teil-
menge von R, die in R eine obere Schranke hat, dann existiert in R das Supremum von M,
d.h., M hat in R eine kleinste obere Schranke.

A 6.10 Berechnen Sie die g-adische Darstellung von % fiir verschiedene ¢ € N, ¢ > 2 und

diskutieren Sie die Léangen der Vorperiode und Periode. Geben Sie g € N, g > 2 so an, daf

die Periodenlénge der g-adischen Darstellung von % maximal ist. Welche Periodenléngen

konnen grundsétzlich auftreten? Geben Sie jeweils Beispiele an.

A 6.11 Geben Sie ein g € N, g > 2 so an, dafl die Periodenlénge der g-adischen Darstellung
VoI 55, a5, 5= jeweils 10, 12 bzw. 9 ist (jeweils fiir dasselbe g).

A 6.12 Geben Sie alle Primzahlen p an, so daf§ 5 die Periodenlénge der 3-adischen Darstel-
lung von ]lj ist. Berechnen Sie jeweils die 3-adische Entwicklung.

A 6.13 i) Zeigen Sie, dafl 5 eine Primitivwurzel modulo 23 ist.

ii) Geben Sie die 5-adische Darstellung von 2—13 an.

iii) Berechnen Sie moglichst effizient die 5-adische Darstellung von %, 19 2 20

237 237 237 23
A 6.14 Berechnen Sie b € N so, daf§ 0,0165 die 8-adische Darstellung von % ist. Geben
Sie die 3-adische Darstellung von % an. Welche Periodenléngen kénnen bei einer g-adischen

Darstellung von % genau auftreten? Geben Sie jeweils ein zugehoriges g an.

11
und 3

A 6.15 Zeigen Sie, dafl es zu jedem g € N, g > 2 stets zwei verschiedene b € N gibt, so

daB die g-adische Darstellung von % reinperiodisch mit der Periodenlédnge 4 ist. Geben Sie

speziell fiir g = 6 alle b € N mit dieser Eigenschaft an und berechnen Sie hierfiir die 6-adische
Entwicklung.

A 6.16 Sei f(x) = 2"+ a, 12" '+ ...+ a1z + ag, n > 1 ein reelles Polynom mit n reellen
Nullstellen. Zeigen Sie:

i) Genau dann sind alle Nullstellen von f(z) positiv, wenn die Zahlenfolge 1,a, 1, ..., a1, ag
insgesamt n Vorzeichenwechsel hat.

ii) Genau dann sind alle Nullstellen von f(z) negativ, wenn a,,_1, ..., a1, ag alle positiv sind.
A 6.17 Wieviele reelle Nullstellen hat das Polynom f(z) = 2° — 5z* + 5z — 17

A 6.18 Berechnen Sie die Anzahl der lokalen Maxima der Funktion
f:R— R, 2+ 2%+ 625 — 1522 — 62 + 1.

A 6.19 i) Berechnen Sie die Anzahl der reellen Nullstellen des reellen Polynoms f(z), wobei
gilt f(r) = x°— 52+ 15z — 3.
ii) Zeigen Sie fiir das reelle Polynom

fx) = 2" +ap_12" '+ dax+1,

n>2.ay,...,a4,—1 > 0: Gilt a; = 0 fiir mindestens ein ¢ € {1,...,n — 1}, so zerfillt f(x)
iiber R nicht vollstdndig in Linearfaktoren.



KAPITEL 4

Der Korper der komplexen Zahlen

1. Die komplexen Zahlen

Da R ein geordneter Korper ist, gilt 22 > 0 fiir alle z € R, d.h., die Gleichung z?+1 = 0 hat in
R keine Losung. Ziel dieses Paragraphen ist es zunéchst, R so zu erweitern, dafl in dem neuen
Zahlbereich jedes Element ein Quadrat ist. Dazu definieren wir C := R x R. Die Elemente
von C heiflen komplexe Zahlen und fiir sie sind folgende Addition und Multiplikation erklért:

(-731>y1) + (95273/2) = (5171 + 22,91 + y2)> (5’31,?/1) : (9527y2) = (371332 — Y1Y2, T1Y2 + ylx2)-

Wie man nun leicht nachrechnen kann, ist C beziiglich dieser Verkniipfungen ein kommuta-
tiver Ring mit dem Nullelement (0,0) und dem Einselement (1,0). Wir zeigen, dafl C sogar
ein Korper ist. Dazu sei (z,y) # (0,0), also 2% + y? # 0, weil R angeordnet ist. Dann gilt

T -y
* - 1 0
(:L‘7y) (.Z'Z yg?xg yg) ( ) )7

d.h., in C hat jedes von (0,0) verschiedene Element ein multiplikatives Inverses, und C ist
damit ein Korper. Zunéchst ist C keine Zahlbereichserweiterung von R, da R in C nicht
enthalten ist. R kann aber auf natiirliche Weise in C eingebettet werden, denn offenbar ist

¢:R— C, z+— (z,0)

ein injektiver Ringhomomorphismus. Schreibt man nun z statt (z,0) fir alle z € R, so ist
R ein Teilkorper von C, und mit der iiblichen Bezeichnung i := (0, 1) erhélt man

C={z+iy|z,y € R} wobei i*= —1.
Fiir alle x1, x5, y1,y2 € R ergeben sich folgende Rechenregeln:
1. x1 4+ 1y1 = 29 + iy gilt genau dann, wenn x; = x5 und y; = ¥ys.
2. (z1 +iy1) + (w2 + iy2) = (x1 + 22) +i(y1 + y2)-

3. (x1+iyr) - (2 + 1y2) = (T122 — Y1y2) + i(T1Y2 + Y122).
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Da —1 in C ein Quadrat ist, ist C beziiglich keiner Anordnung ein geordneter Korper.

Fiir jedes z =z 4+ iy € C mit x,y € R heifit ...
. x Realteil von z (geschrieben Rez = z).
.y Imaginérteil von z (geschrieben Imz = y).

. z:=x — 1y € C die zu z konjugiert komplexe Zahl.

2| =z - Z =/ + y? der Betrag von z.
¥ +

Die Konjugation
—:C—C, z2+—7Z

ist ein Automorphismus des Korpers C, d.h., eine bijektive Abbildung, so da8 fiir alle kom-
plexen Zahlen zy, 2 gilt

2t =721+7% und Z1 2 =71 - %
Offenbar gilt Z = 2 fiir alle z € C, und damit ist die Konjugation ein Automorphismus der

Ordnung 2. Genau dann gilt Z = z, wenn z reell ist.

Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen
Da die komplexen Zahlen als Paare reeller Zahlen definiert sind, kénnen sie in der reellen

Ebene dargestellt werden. Man spricht dann von der Darstellung der komplexen Zahlen in
der GauBschen Zahlenebene:

21+ 29

29

21

Dabei entspricht die Addition von komplexen Zahlen der gewohnlichen Vektoraddition im
R2. Um die Multiplikation von komplexen Zahlen geometrisch zu veranschaulichen, fiihren
wir die trigonometrische Darstellung (Polarkoordinaten) ein. Fiir jedes z € C,z # 0 mit

z =z + 1y gilt
x , Y
2=z +y? +i :
<\/x2+y2 \/x2+y2)

N~
a

b
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Wegen a® + b? = 1 gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢ € [0, 27) mit a = cos ¢ und b = sin ¢,
d.h.

z =r(cosp + isinp),
wobei r = |z| der Betrag von z ist. Man nennt ¢ auch das Argument von z. Auf Grund der

Additionstheoreme der Trigonometrischen Funktionen ergibt sich fiir die Multiplikation von
komplexen Zahlen

r1(Cos 1 + isin py) - ma(cos o + i 8in pg) =
= r179(C0S 1 COS Yo — Sin 1 Sin Py + (oS 1 Sin Yy + sin Y1 €os P3))

= r17r9(cos(p1 + p2) +isin(p1 + p2)).

Bei der Multiplikation komplexer Zahlen werden also die Betrdge multipliziert und die Ar-
gumente modulo 27 addiert. Hieraus ergibt sich unmittelbar die

Moivresche Formel: (cosp + isinp)” = cosnp + isinnp, n € N,

Mit Hilfe der Moivreschen Formel lassen sich zum Beispiel schnell die Darstellungen von
cosny und sinny als Polynome in cos ¢ und sin ¢ ermitteln. So erhélt man fiir n = 3

cos 3 = cos® ¢ — 3cos psin® p und sin3p = 3cos? psinp — sin® .

Als weitere Anwendung ergeben sich die Losungen der Gleichung 2™ — 1 = 0 in C in der

Form

2k 2k
ek:cosi—l—isini, k=0,1,...,n—1.
n n

Fiir diese Ergebnisse benttigt man die Cosinus- und Sinusfunktion, die wir allerdings nicht
eingefiihrt haben. Ohne zusétzliche Hilfsmittel konnen wir zunéchst nur den folgenden Satz
beweisen.

Satz 1.1 In C st jedes Element ein Quadrat.

Beweis. Zunichst ist in R jedes > 0 ein Quadrat (vergleiche Eigenschaft R4 nach Defini-
tion 3.10 in Kapitel 3). Ist also z € C mit z = = + iy, so gilt

[o2 2 _ 2 .2
(\/93+ ;+y +i\/ Tt 233 +?J)2:Z falls >0

und

(\/x+\/x2—|—y2 ,\/—x—i— x2—|—y2)
— =
2 2

=7 falls y<0.

d

Im néchsten Paragraphen beweisen wir den Fundamentalsatz der Algebra, der besagt, dafl
jedes nichtkonstante Polynom iiber C eine komplexe Nullstelle hat. Dabei werden wir ledig-
lich benutzen, daf} in C jedes Element ein Quadrat ist, also Satz 1.1, und jedes reelle Polynom
ungeraden Grades eine reelle Nullstelle hat, also Satz 5.1 aus Kapitel 3. Zur Vorbereitung
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des Beweises erweitern wir den Begriff der Konjugation auf Polynome mit komplexen Koef-
fizienten.

Ist f(z) = apz"+a,_12" ' +...+a1x+ag € C[z] ein Polynom mit komplexen Koeffizienten,
so heif3t
f(z) = apa"™ + @Gpaz™ '+ ...+ ax 4+ ag € Cla]

das zu f(x) konjugierte Polynom, und die Konjugation

~: Cla] — Cla], f(z) — f(2)

ist ein Automorphismus des Polynomrings C[x], d.h., eine bijektive Abbildung, so da8 fiir
alle komplexen Polynome f(z), g(x) gilt

f(@) +9(x) = f(x) + g(x) und f(z)-g(z) = f(z) - g(2).

Hieraus folgt nun unmittelbar fiir alle f(z), g(z) € C[z] und z € C:

1. Ist g(z) ein Teiler von f(z), so ist g(x) ein Teiler von f(z).

2. Genau dann ist z Nullstelle von f(x), wenn z Nullstelle von f(x) ist.
3. Ist f(z) ein reelles Polynom, so ist mit z auch z eine Nullstelle von f(z).

4. Genau dann ist f(x) ein reelles Polynom, wenn f(x) = f(x).

5. f(z) = f(z) und f(x)f(z) ist ein reelles Polynom.

2. Der Fundamentalsatz der Algebra

In diesem Paragraphen geben wir einen elementaren Beweis fiir den

Fundamentalsatz der Algebra. Jedes nichtkonstante komplexe Polynom hat in C eine
Nullstelle.

Ist also f(x) ein komplexes Polynom mit grad f(xz) > 1, so gibt es wegen des Fundamen-
talsatzes ein z € C und ein nichtkonstantes g(x) € Clz] mit f(z) = (x — z)g(x). Wendet
man auf g(z) den Fundamentalsatz an, so erhdlt man mit Hilfe der vollstdndigen Induktion
folgende dquivalente Version fiir den

Fundamentalsatz der Algebra. Ist f(z) ein nichtkonstantes komplexes Polynom, so gibt
es a € C\ {0} sowie z1,..., 2, € C mit

flx)=alr —z1) ... (& — 2p).
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Ist nun f(z) reell, so ist mit jeder Nullstelle z = a + ib auch Z = a — ib Nullstelle von f(z).
Ist also z nicht reell, d.h. b # 0, so ist

(x—2)(x—2) =2 —2ar +a* +b* und (—2a)* —4(a* +b*) = —4b* < 0.
Damit erhalten wir wegen Satz 1.1 folgende dquivalente reelle Version fiir den

Fundamentalsatz der Algebra. Ist f(x) ein nichtkonstantes reelles Polynom, so gibt es
ein a € R\ {0} sowie z1,...,2, € Rund ay,...,am,b1,...,b, € R mit

f@)y=alx—z)-...- (v —z) - (@ +a@+b)-...- (2> + aps +by),

wobei a? —4b; < 0, ..., a2, — 4b,, < 0.

Bevor wir den Fundamentalsatz beweisen, diskutieren wir die Frage, auf welche Weise ent-
schieden werden kann, ob zwei vom Nullpolynom verschiedene Polynome f(x), g(x) € K|z]
einen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler haben, wobei K ein belieber Korper ist. Besitzen
f(z) und g(z) einen solchen gemeinsamen Teiler, so ist (f(x), g(x)) nicht konstant und damit

grad < grad f(z), grad < grad g(x) sowie

(f (), g(x))

Gibt es nun andererseits Polynome a(z),b(z) € K[z] mit 0 < grad a(z) < grad f(x) und
0 < grad b(z) < grad g(z) sowie f(z)b(z) = g(x)a(zx), so sind f(x) und g(x) nicht teiler-
fremd, denn anderenfalls wére dann zum Beispiel f(z) ein Teiler von a(z), im Widerspruch
zur Gradbedingung. Somit erhalten wir folgendes Kriterium:

Ist K ein Korper und sind f(z) und ¢g(z) vom Nullpolynom verschiedene
Polynome iiber K, so haben f(z) und g(z) genau dann einen nichtkonstan-
ten gemeinsamen Teiler, wenn es vom Nullpolynom verschiedene Polynome
a(z),b(z) € K[z] mit grad a(z) < grad f(x) und grad b(z) < grad g(z) sowie
F(a)b() = g(x)alz) gibt.

Um herauszufinden, ob es a(z), b(x) € K[z] mit obigen Eigenschaften tatséchlich gibt, schrei-
ben wir f(x) = fox"+ fu12™ .+ frz+ fo sowie g(2) = g™+ Gmo12™ .+ g1+ go
mit f;,¢9; € K und machen den Ansatz a(z) = a,—12" ' 4+ ... + a1x + ap und b(z) =
bn12™ ...+ bix + by. Die Identitéit f(x)b(z) = g(x)a(x) fithrt dann auf ein homogenes
lineares Gleichungssystem fiir die a; und b; mit folgender Koeffizientenmatrix
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n Spalten m Spalten
g O .0 —f, 0 ... 0 \
Im—1 Im _fnfl _fn :
: Im—1 _fnfl
Jo 9Im _fO _fn
0 9o Im—1 0 _fO _fn—l
: 0 5 : 0 :

Dieses System hat genau dann eine nichttriviale Losung, wenn die Determinante der obigen
Koeffizientenmatrix 0 ist. Definiert man nun im Falle f,, g,, # 0

fo foc1 oo ... o 0O ... ... 0

0 fo  foo1 oo oo o 0 ... 0

R L ) £ £V RS (1
R(f.9) = Im Gm-1 .- ... g 0 ... ... 0
0 Gn  Gm-1 -+ --- Qo 0 ... 0

0 ¢ ¢ T

so ist R(f,g) ein ganzzahliges Polynom in den Koeffizienten von f(z) und g(z). Offenbar
unterscheiden sich R(f, g) und die Determinante der Koeffizientenmatrix hochstens um das
Vorzeichen. Damit erhalten wir folgendes Kriterium:

Ist K ein Korper und sind f(z) und g(x) vom Nullpolynom verschiedene Po-
lynome iiber K, so haben f(z) und g(z) genau dann einen nichtkonstanten
gemeinsamen Teiler, d.h. (f(z), g(x)) # 1, wenn R(f, g) = 0.

R(f,g) heifit Resultante der Polynome f(z) und g(x). Es gilt stets R(f,g) € K. Ist f, =1,
so kann man auf die Bedingung g,,, # 0 verzichten.

Wir beweisen nun den Fundamentalsatz der Algebra und benutzen dabei

1. Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat eine reelle Nullstelle (Kapitel 3, Satz 5.1).

2. In C ist jedes Element ein Quadrat (Satz 1.1).

Es reicht aus zu zeigen, daf jedes nichtkonstante reelle Polynom f(z) € R[z] eine Nullstelle in
C hat, denn ist f(x) nicht reell, so ist f(z)f(z) reell, und f(z)f(z) hat eine Nullstelle z. Ist 2
nicht Nullstelle von f(z), dann ist z Nullstelle von f(z), also Z Nullstelle von f(z). Wir neh-
men nun an, dafl es ein nichtkonstantes reelles Polynom f(z) = 2" +a,_ 12" ' +...+ a1z +ag

gibt, das in C keine Nullstelle hat. Sei grad f(z) = 2!m mit [ > 0 und m ungerade. Wir
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wéhlen f(z) so, daB8 | minimal und mit diesem ! dann m minimal ist. Wegen Satz 5.1 aus
Kapitel 3 gilt { > 1. Wir zeigen nun, dafl unter diesen Voraussetzungen f(x) doch eine kom-
plexe Nullstelle besitzt. Dieses ist zum Beispiel der Fall, wenn f(z) in R[z] reduzibel ist.
Dann gilt nimlich f(z) = g;(2)g2(z) mit g;(x) € R[z]. Ist grad g;(z) = 2%m; mit I; > 0 und
m; ungerade, so folgt I; < [ oder [; = [ und m; < m fiir ein 4, da 2'm = 24m, + 22m,. Fiir
dieses 7 hat dann g;(x) eine komplexe Nullstelle, also auch f(x).

Fiir jedes ¢t € C sei nun
Fi(x)=fz+1t)=F@)+ Fi(t)z+ ...+ F(t)a"

mit reellen Polynomen Fj(z). Es gilt Fj(x) = % wobei f*)(x) die (formale) k-te Ablei-
tung von f(x) ist (vgl. Aufgabe 3.4). Insbesondere ist Fy(x) ein reelles Polynom vom Grad
n — k und dem fithrenden Koeffizienten (Z) Zum Beispiel gilt F,,_i(x) = nz + a,_; und

F,(z) = 1. Wir betrachten nun die Polynome

Er(z) = Fy(t)+ F(t)z + Fy(t)x* + ... + Fu(t)x2,
Fo(z) = F(t)+ Btz + Fst)2* +... + F,_y(t)xz

Es gilt Fi(z) = F;"(2?) + zF, (2?). Gibt es ein t € C mit F, (x) = 0, so ist insbesondere
F,_1(t) = nt+a,_; = 0, also t reell und damit F;"(z) ein reelles Polynom vom Grad 5. Somit
hat F;t(z) eine komplexe Nullstelle und auch F;"(2?), da in C jedes Element ein Quadrat ist.
Wegen F,"(2?) = Fy(x) = f(x +t) hat auch f(z) eine reelle Nullstelle. Sei also im folgenden
F; (z) # 0 fiir alle t € C. Wir untersuchen die Resultante

R(t) := R(F" (z), Fy (x)).

Offenbar ist R(t) ein reelles Polynom in ¢, und - wie wir gleich zeigen werden - hat R(t) den
Grad @ = 271’ mit ungeradem m’. Somit gibt es ein ¢t € C mit R(t) = 0. Fiir dieses t
sind F;"(x) und F, (x) vom Nullpolynom verschiedene komplexe Polynome, die einen nicht-
konstanten gemeinsamen Teiler g(z) € C[x] haben. Dann ist g(z?) ein Teiler von F;" (2?) und
F; (2%), also auch von Fy(z), und g((z—t)?) ist ein Teiler von f(z), d.h. f(z) = g((x—t)*)h(z)
fiir ein komplexes Polynom h(z) € C[z]. Zunichst ist grad g(z) < grad F; (z) < %, also
grad g((z — t)?) < n = grad f(z). Damit ist i(x) nicht konstant, und die reellen Polynome
f(x) und h(z)h(z) sind nicht teilerfremd. Im Falle grad h(z) < § ergibt sich daraus, daf}
f(z) iiber R reduzibel ist. Im Falle grad h(z) > % betrachten wir g((x — t)?) statt h(x).
Zu diskutieren bleibt der Fall grad g((z — ¢)?) = grad h(x) = %. Dann hat aber das reelle
Polynom g(z — t)g(x — t) eine komplexe Nullstelle wegen grad g(z — t)g(x —t) = 2!"tm.
Folglich besitzt auch g(x — t) eine komplexe Nullstelle und damit auch g((z — )?), da in C
jedes Element ein Quadrat ist. Somit ergibt sich schliefllich, dafi auch f(z) eine komplexe
Nullstelle hat.

Zu zeigen bleibt nur noch, daf die Resultante R(F," (x), F, (x)) von F;"(z) und F, (x) ein
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n(n—1)

Polynom in ¢ vom Grad ==

ist. Zunéchst gilt

F, F,o .. F, 0 0
0 F, F,, F, 0 0

~ O ... 0 F, F,y F,y ... ... ... F

R(FY (2), Fy (7)) = F, .y Fos ... .. F12 04 00
0 F,, F,s ... F5 F 0 ... ... 0

0 ... ... 0 F,_4 Fr s ... ... ... F

Nach Vertauschen von geeigneten Zeilen ist dieses bis auf das Vorzeichen

Foy Fos ... ... F 0 .. 0
F, Foo ... ... ... F, 0 0
0 Fn—l Fn_g F3 Fl 0 0
(ri@) =] O Fu Fuz B k0 0
0O ... O F, Foyg Foy ... ... ... F,
0O ... ... 0 Foq Fog ... ... ... R

Bezeichnet r;;(t) das Polynom in der rechten Determinante, das in der i-ten Zeile an der
j-ten Stelle steht, so gilt 7;;(t) = 0 oder grad r;;(t) = 2j — i, da grad F,,_x = k. Berechnen
wir nun |(r;;(¢))| mit Hilfe der Leibnizformel, so ergibt sich

\(w(t))l = Z SgNo - Tig(1) * - -+ " 'n—1o(n—1)-

oESH_1
Wegen grad r1,1) - ... Tnoto(n-1) = "("2_1), falls 1501y * ... - Tneto(n—1) # 0, ist gemé&B der
Leibnizformel |(r;;(¢))| eine Summe von Polynomen vom Grad % Den Koeffizienten von
"% in R(t) erhalten wir also (bis auf das Vorzeichen) dadurch, dal wir in den obigen

Determinanten die Funktionen 7;;(¢t) bzw. Fj durch ihre fithrenden Koeffizienten ersetzen.

n(n—1)

Da (}) der fiihrende Koeffizient von Fj ist, ist der fithrende Koeffizient von ¢~ 2 in R(t)
durch
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gegeben. Dieses ist offenbar die Resultante der Polynome

Zu zeigen bleibt damit R(a(x),b(x)) # 0. Ware R(a(x),b(z)) = 0, so hitten a(z) und b(x),
also auch a(z?) und zb(z?) einen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler. Dann wéren aber
auch a(z?) — zb(2?) und a(x?) + xb(2?) nicht teilerfremd. Dieses ist nun ein Widerspruch,
da a(z?) — ob(z?) = (z — 1)" und a(x?) + zb(2?) = (x + 1)".

3. Aufgaben

A 3.1 Losen Sie die Gleichung 2z? + 6iz — 6 +4i = 0 in C.

A 3.2 Geben Sie fiir das Polynom f(z) = 2* 4+ ax + b € C[z] mit Hilfe von ¢ und b ein
Kriterium dafiir an, da§ f(x) in C nur einfache Nullstellen hat. Hinweis: Untersuchen Sie
die Resultante von f(z) und f'(x). Geben Sie sinnvolle Beispiele an.

A 3.3 Zeigen Sie: Hat f(x) = 2™ + ap_12" ' + ... + a1z + ag € Z[z] die rationale Nullstelle
q € Q, so gilt ¢ € Z, und q ist in Z ein Teiler von ayg.

A 3.4 K sei ein Korper mit der Charakteristik 0 und f(z) € K[z] ein Polynom vom Grad
n. Zeigen Sie, daf fiir alle t € K gilt

flx+1t) = Fy(t) + Fi(t)r + ... + F,(t)2",

wobei Fi(z) = % Dabei ist f*¥)(z) die formale k-te Ableitung von f(x). Zeigen Sie
weiterhin, dal Fi(z) den Grad n—k und - falls f(x) normiert ist - den fithrenden Koeffizienten
(%) hat.

A 3.5 Das Polynom f(z) = 2% — 22° + 5a* — 523 + 102% — Tz + 6 € Z[z] besitzt eine
Darstellung

f(x) = (2% + a1 + b)) (2® + apx + by) (2 + azx + bs),

wobei aq,as,as, by, by, b3 € 7Z. Berechnen Sie aq,as,as, by, by, bs. Hinweis: Finden Sie eine
Zerlegung von f(z) wie im Beweis des Fundamentalsatzes. Zur Berechnung einer Nullstelle
der Resultante verwenden Sie Aufgabe 3.3. Die Resultante ist ein ganzzahliges Polynom vom
Grad 15 mit groflen Koeffizienten, das sich als ganzzahliges Polynom in 2¢ schreiben la8t.
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