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KAPITEL 1

Gruppen

1. Gruppen

Definition 1.1 Sei G eine Menge und G x G — G, (a,b) — ab eine Verkniipfung.
G heif$t beziiglich dieser Verkniipfung Gruppe, wenn gilt:

i)
i)
iii)

a(bc) = (ab)c fir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz) .
Es gibt ein e € G, so daf$ ae = ea = a fir alle a € G gilt.

Zu jedem a € G gibt es b € G mit ab = ba = e.

Bemerkung.

1.

. Fiir jedes a € G gibt es genau ein b € G mit ab = ba = e. Man schreibt b = a7,

Die Verkniipfung von n Elementen fiihrt bei beliebiger Klammerung unter Einhaltung
der Reihenfolge immer zum gleichen Ergebnis (allgemeines Assoziativgesetz).

. G heiflt abelsch, wenn ab = ba fiir alle a,b € G gilt.

. e heifit neutrales Element oder Einselement und ist eindeutig bestimmt.

1

und a~! heifit inverses Element oder Inverses von a. Es gilt z.B. (a7!)™! = a und

(ay...an) "t =a;'. .. a]".

. Die Verkniipfung in Definition 1.1 bezeichnet man auch als (Gruppen-) Multiplikation,

und statt ab schreibt man auch a - b oder a o b. Insbesondere bei abelschen Gruppen
benutzt man auch die Addition als Gruppenverkniipfung. So ist zum Beispiel Z eine
Gruppe beziiglich 4. Das Inverse von a € G wird dann nicht mit a~! sondern mit —a
bezeichnet und das neutrale Element mit 0.

. Fiir jedes a € G und n € Ny definiert man die Potenz a” rekursiv durch a® = e und

a" = a" ta falls n > 1. Fiir alle n,m € Ny gilt dann



Potenzen mit negativen Exponenten definiert man durch
a"=(a")",n€N.
Fiir alle n,m € Z gilt dann

n+m n,m (an)m — anm'

Ist die Addition die Gruppenverkniipfung, so schreibt man na statt a™ fiir alle n € Z
und a € G. Die Potenzrechengesetze iibertragen sich entsprechend.

Beispiel.

1. Die Mengen Z,Q, R und C sind abelsche Gruppen beziiglich der Addition.

2. Beziiglich der gewohnlichen Multiplikation sind die Mengen Q*, R* und C* sowie
Qt={¢eQ|¢>0}und R = {r € R | r > 0} abelsche Gruppen.

3. Fiir jedes n € N ist

S, ={f:{1,....,n} — {1,...,n} | f ist bijektiv}
eine Gruppe beziiglich der Komposition (symmetrische Gruppe). Sie hat n! Elemente
und ist fiir n > 3 nicht abelsch.

4. Ist K ein Korper und n € N, dann sind GL(n; K) und SL(n; K') Gruppen beziiglich
des iiblichen Matrizenproduktes. Dabei ist GL(n; K) die Menge der regulédren (n,n)-
Matrizen iiber K und SL(n; K) die Menge der (n,n)-Matrizen iiber K mit Determi-
nante 1.

5. Die Affinitdten eines affinen Raums und die Kongruenzen eines euklidischen Raums
sind Gruppen beziiglich der Komposition.

6. Endliche Gruppen mit nicht zu vielen Elementen konnen durch ihre Verkniipfungstafeln

(Gruppentafeln) dargestellt werden. Mit G = {g, ..., g} schreibt man

g1 :
dn

So ist zum Beispiel G = {e, a, b, ¢} mit der Verkniipfungstafel

e a b ¢
ele a b c
ala e ¢ b
b|b ¢ e a
cle b a e

eine abelsche Gruppe.



Definition 1.2 Ist G eine Gruppe, so hat g € G unendliche Ordnung , wenn g" # e fir
alle n € N gilt (geschrieben ordg = 0o). Gilt aber g" = e fir n € N und g* # e fir alle
keN,1<k<mn, sohat g die Ordnung n (geschrieben ordg = n).

Satz 1.3 Sei G eine Gruppe und g € G. Hat g unendliche Ordnung, so sind alle g",n € N
verschieden. Hat g die Ordnung n € N, so gibt es nur endlich viele verschiedene Potenzen
von g, ndmlich ¢° = e, g,...,g" ", und jedes k € Z mit g* = e ist Vielfaches von n.

Beweis. Hat ¢ unendliche Ordnung und gilt ¢" = ¢™ fiir n,m € N mit n > m, so folgt
g" ™ =eund n —m € Ny, also n = m. Sei nun n = ordg € N und ¢* = e mit k € Z. Dann
gibtesg€ Zund r € {0,1,...,n— 1} mit k = qgn +r, also e = gF = g™"*" = (¢")1g" = ¢,
d.h. r = 0. Insbesondere gilt g¥* = ¢* fiir ki, ky € Z genau dann, wenn ¢gF1=*2 = e, also
ki — ky Vielfaches von n ist. Folglich sind ¢° = e,g,...,¢g" ! paarweise verschieden und
g*€le,g,...,g" '} fiir alle k € Z.

O

Bemerkung. In jeder endlichen Gruppe hat somit jedes Element endliche Ordnung; die
Umkehrung gilt jedoch nicht.

Das direkte Produkt von Gruppen.
Sind Gy, ..., G, Gruppen, so ist
Gy x---x Gy

beziiglich der komponentenweisen Verkniipfung eine Gruppe (direktes Produkt der Gruppen
G1,...,G,). Ist e; das neutrale Element von G; (i = 1,...,n), soist (eq,...,e,) das neutrale
Element von G; X --- X G, und fiir g; € G;,i =1,...,n gilt

(91, cee agn)_l = (91_17 R ’97:1)'

Offenbar ist G; x --- x GG, genau dann abelsch, wenn jedes GG; abelsch ist. Schreibt man die
Gruppen G; additiv, so spricht man von der direkten Summe und schreibt G; & --- & G,,.

Wiéhlen wir zum Beispiel Gi = G5 = {1, -1} C Q*, so sind G; und G5 Gruppen beziiglich
der Multiplikation.

G1 x Gy ={(g1,92) | 1,92 € {1, —1}}.

Mit e = (1,1),a = (1,-1),b = (—1,1) und ¢ = (=1, —1) ergibt sich folgende Gruppentafel
(vgl. Beispiel 6 nach Definition 1.1):

e a b c
ele a b c
ala e ¢ b
b|b ¢ e a
cle b a e



2. Untergruppen

Definition 2.1 Ist G eine Gruppe und U C G eine Teilmenge von G, so heifit U Unter-
gruppe von G, wenn U beziiglich der Verkniipfung von G selbst eine Gruppe ist.

Bemerkung. Ist U eine Untergruppe von G, so gilt insbesondere ab € U fiir alle a,b € U.
Beispiel.
1. G und {e} sind Untergruppen von G.

2. Beziiglich der Addition ist Z eine Untergruppe von Q und Q eine Untergruppe von R.
Beziiglich der Multiplikation ist Q* eine Untergruppe von R*.

3. Fiir jeden Korper K und n € N ist SL(n; K) eine Untergruppe von GL(n; K).

4. Fir n € N ist die Gruppe SO(n) der eigentlich orthogonalen Matrizen Untergruppe
von O(n), der Gruppe der orthogonalen Matrizen, die Untergruppe von GL(n;R) ist.

Satz 2.2 Fine nichtleere Teilmenge U einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe von
G, wenn ab™t € U fiir alle a,b € U gilt.

Beweis. ” =": Die Gleichung xb = a hat in U und G dieselbe eindeutige Losung.
" =" Wegen U # () gibt es ein a € U, und es folgt aa™' = e € U. Fiir jedes v € U gilt
somit u! = eu™! € U, und sind z,y € U, so ergibt sich y™' € U, also zy = z(y~')™' € U.
Damit induziert die Verkniipfung von G eine assoziative Verkniipfung in U.

O

Bemerkung. Aus obigem Beweis geht hervor, daf§ das neutrale Element einer Gruppe auch
das neutrale Element jeder Untergruppe ist.

Anwendung von Satz 2.2.

1. Ist G eine Gruppe, so heifit Z(G) :={z € G | Vg € G : zg = gz} Zentrum von G. Das
Zentrum Z(G) ist eine Untergruppe von G: Wegen e € Z(G) ist Z(G) nicht leer und
sind a,b € Z(G), so folgt fir alle g € G

ablg=a(g7'b) ' =albg ) =agh™t = gab™?,
also ab™! € Z(G).
2. Ist {U;]i € I} eine Menge von Untergruppen von G, so ist U := M;¢;U; eine Untergruppe
von G: Zunéchst gilt e € U; fiir alle © € I, also e € N;c;U;, d.h., N;cU; ist nicht leer.

Sind a,b € N;erU;, so folgt a, b € U, fiir jedes i € I, also ab=! € U; fiir jedes ¢ € I, d.h.
ab_l G mieri.



3. Sind a4, . ..,a, € G, dann bezeichnet (ay, ..., a,) den Durchschnitt aller Untergruppen
von G, die ay,...,a, enthalten. (ai,...,a,) heifit die von ay,...,a, erzeugte Unter-
gruppe und ist die kleinste Untergruppe von G, die a4, ..., a, enthélt. Insbesondere ist
(a) fur a € G die von a erzeugte Untergruppe von GG. Wie man sich leicht mit Hilfe
von Satz 2.2 iiberlegt, besteht (a) genau aus den Potenzen von a, d.h.

(a) ={a" | n € Z} und |{a)| = orda.

Die Gruppe G heifit zyklisch, wenn es ein a € G mit G = (a) gibt. Zyklische Gruppen

sind stets abelsch, denn fiir alle n,m € Z gilt a™a™ = a™a".

Beispiel.

1. Fiir jedes n € Nyn > 2 ist D,, = (o, 7) die Untergruppe von S,,, die von 0,7 € S,, mit
(1 2 ... n (1 2 3 .. n—=1n
“\23 .. 1) T \1ann-1.. 3 2
erzeugt wird. D,, heifit Diedergruppe. Offenbar gilt ordc = n, ordr = 2, und man
iiberlegt sich weiterhin, dafl auch folgendes gilt:
(a) o = T0™ L.
(b) D, ={id,o,0%, ...,0" 7,70,..., 70"}
(c) | Dy |= 2n.
Die Diedergruppe D,, 148t sich als Symmetriegruppe des regelméfligen n—Ecks deuten.
Dabei entspricht o der positiven Drehung um den Mittelpunkt mit dem Winkel %” und

7 der Spiegelung an einer fest gewihlten Geraden durch den Mittelpunkt und einen
Eckpunkt.

2. Beziiglich der Addition ist Z eine unendliche zyklische Gruppe, die von 1 und auch von
—1 erzeugt wird: Z = (1) = (—1).

3. Fir jedes n € N sei m, = (12...n) € S,,. Dann hat 7, die Ordnung n, und (m,) ist
eine zyklische Gruppe mit n Elementen.
Nebenklassen einer Untergruppe.
Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G, so definiert man fiir jedes a € G:
aU ={au|ueU} und Ua={ua|ueU}.
aU heifit Linksnebenklasse von U, und G/U bezeichnet die Menge aller Linksnebenklassen

von U. Entsprechend heifit Ua Rechtsnebenklasse von U, und U\G ist die Menge alle Rechts-
nebenklassen von U.
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Einfache Eigenschaften.

1.

laU| = |bU]| fiir alle a,b € G.
Wie man sich leicht iiberlegt, ist aU' — bU, au —— ba"'(au) = bu eine Bijektion.
Entsprechend gilt |Ua| = |Ub| fiir alle a,b € G.

Sind aU und bU verschieden, so gilt aU N bU = 0.
Wir zeigen: Ist aU N bU nicht leer, so gilt aU = bU. Insbesondere folgt dann

bealU — aU = bU.

Sei also g € aU NDU, d.h. g = av mit v € U und g = bw mit w € U. Fiir alle u € U
gilt dann au = bwv~'u € bU, also aU C bU. Entsprechend folgt bU C aU und damit
die Behauptung.

|G/U| = |U\G|.
Die Abbildung G/U — U\G, aU —— Ua™' ist wohldefiniert, denn fiir jedes a € G
gilt

Us'={ua |ueUt={utat |ueU}={(au) |ueU} = (aU)™".
Man iiberlegt sich nun leicht, dafl sie sogar eine Bijektion ist.

laU| = |Ub| fiir alle a,b € G.
Mit Eigenschaft 1 geniigt es, |aU| = |[Ua™!| zu zeigen. Im Beweis zu Eigenschaft 3
wurde bewiesen, daf Ua™! = (aU)™! gilt, also |aU| = |(aU)™}| = |Ua™!|.

G ist disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen (Rechtsnebenklassen).
Da jedes a € G in der Linksnebenklasse aU (Rechtsnebenklasse Ua) liegt, ist G Verei-
nigung der Nebenklassen. Wegen Eigenschaft 2 ist die Vereinigung disjunkt.

Definition 2.3 Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G, so heifit die Anzahl der
Linksnebenklassen (Rechtsnebenklassen) von U Index von U (in G), geschrieben (G : U).

Beispiel. Wir betrachten die symmetrische Gruppe G = S3. Die Diedergruppe D3 ist eine
Untergruppe von Sz, und wegen |D3| = |S3| = 6 folgt D3 = S3, also

: 2 2
G =S3=D3={id,0,0° 7,70, 70"},

wobei o7 = 70?2 gilt. Wir berechnen die Nebenklassen fiir U = () = {id, 7}.

idv = {id, v} = 71U vid = {id,7} = Ur

oU = {o,70%*} = 10°U Uo = {o,70} = Uro

o’U = {o*, 10} = 710U Us? = {o? 10°} = Uro?
Linksnebenklassen Rechtsnebenklassen

Offenbar gilt (G : U) = 3.
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Satz 2.4 (Lagrange) Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G, so gilt
G| =|U]- (G :U).

Beweis. Wegen Eigenschaft 5 ist G die disjunkte Vereinigung von (G : U) Mengen mit der
Michtigkeit |U| (vgl. Eigenschaft 1).
O

Bemerkung.

1. Der Satz von Lagrange besagt auch folgendes: Sind zwei der Groen |G|, |U| und (G : U)
endlich, so auch die dritte.

2. Ist G eine Gruppe, so bezeichnet man |G| als Ordnung von G, geschrieben ordG. Ins-
besondere sagt also der Satz von Lagrange aus, dafl die Ordnung einer Untergruppe die
Gruppenordnung teilt. So hat zum Beispiel die Gruppe GL(2;Z3) keine Untergruppe
der Ordnung 9, da |GL(2;Z3)| = 48. Ob allerdings GL(2;Z3) eine Untergruppe der
Ordnung 6 hat, kann mit Hilfe des Satzes von Lagrange nicht entschieden werden.

Beispiel.
1. Fiir jede Gruppe G gilt (G : G) =1 und (G : {e}) = |G].
2. Sein € N,n > 2 sowie G = S,, und U = D,,. Dann gilt

CISal ol (n—1)
S Dp 20 2

(S, : Dy)

3. Sei G die multiplikative Gruppe R* und U die Untergruppe R*. Dann hat R* die bei-
den Nebenklassen R* (die positiven reellen Zahlen) und (—1)R™ (die negativen reellen
Zahlen), d.h. (R* : R") = 2.

Folgerungen aus dem Satz von Lagrange.

1. Die Ordnung eines Gruppenelementes teilt die Gruppenordnung.
Beweis: Fiir jedes Gruppenelement a gilt orda = |{a)|. Mit Bemerkung 2 folgt die
Behauptung.

2. Gruppen von Primzahlordnung sind zyklisch.
Beweis: Ist |G| = p und p prim sowie a € G,a # e, dann ist (a) Untergruppe von G
und |(a)| ein Teiler von p. Damit gilt |(a)| = p = |G|, d.h. (a) = G.

3. Ist G eine Gruppe und |G| = n < oo, dann gilt a™ = e fiir alle a € G.
Beweis: Wegen Folgerung 1 gilt n = k - orda fiir ein k € N, also

orda)k — ek — e,

a" = (a
4. Sind U und V endliche Untergruppen einer Gruppe G und |U]|, |V| teilerfremd, so gilt
Unv = {e}.
Beweis: Da U NV Untergruppe sowohl von U als auch von V' ist, ist |U N V| ein ge-
meinsamer Teiler von |U] und |V, also [UNV| = 1.
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3. Gruppenhomomorphismen

Definition 3.1 Ist G eine Gruppe mit der Verkniipfung o und H eine Gruppe mit der Ver-
knipfung *, dann heifit ¢ : G — H Gruppenhomomorphismus, wenn ¢(aob) = p(a)*p(b)
fiir alle a,b € G gilt. Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heifit Gruppenisomorphismus,
und ein  Gruppenisomorphismus ¢ : G — G heifst Gruppenautomorphismus. Zwei Grup-
pen G und H heiffen isomorph (geschrieben G = H ), wenn es einen Gruppenisomorphismus
v :G— H gibt.

Einfache Eigenschaften. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.

1.

2.

Ist e das neutrale Element von G, dann ist ¢(e) das neutrale Element von H.

Ist a~! das inverse Element von a € G, so ist ¢(a™!) das inverse Element von ¢(a) € H,
d.h. p(a)™t = p(a™t).

. Die Komposition von Gruppenhomomorphismen ist ein Gruppenhomomorphismus.

Ist ¢ : G — H ein Gruppenisomorphismus, so ist ¢~ : H — G auch ein Gruppen-
isomorphismus.

Die Menge AutG der Automorphismen von G ist beziiglich der Komposition eine Grup-
pe mit dem neutralen Element id : G — G, g —— g; sie heiit Automorphismengruppe
von G.

Beispiel.

1.

. Fiir jedes g € Gist iy : G — G,z +— gzg~

Ist G eine Gruppe, so ist G — G,a —— e ein Gruppenhomomorphismus und die
Identitét id : G — G, a — a ein Gruppenautomorphismus.

! ein Automorphismus von G; er heifit

der durch ¢ induzierte innere Automorphismus .

Betrachten wir R als Gruppe beziiglich der Addition und R* := {z € R | z > 0} als
Gruppe beziiglich der Multiplikation, so ist exp : R — R™, z —— e ein Gruppeniso-
morphismus.

Ist K ein Koérper und n € N, so ist det : GL(n; K) — K*, A —— det A ein Gruppen-
homomorphismus.

Ist K ein Korper und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, so ist die Gruppe Autg (V)
der Vektorraumautomorphismen von V' isomorph zur Matrizengruppe GL(n; K'), d.h.
AutK(V) = GL(TL, K)

. Fiir jedes n € Nist sgn : S,, — {1, —1}, 7 — sgnm ein Gruppenhomomorphismus.
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Satz 3.2 Sind G und H zwei Gruppen mit den neutralen Elementen eqg bzw. ey und ist
v : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt:

1. Ist U Untergruppe von G, so ist p(U) = {p(a) | a € U} Untergruppe von H.
2. Ist V' Untergruppe von H, so ist o= (V) :={a € G | p(a) € V'} Untergruppe von G.
3. Kerny :={a € G | p(a) = ey} ist Untergruppe von G.
4. ¢ ist injektiv <= Kernp = {eg}.
Beweis.
1. Wegen eg € U ist p(eg) € o(U), d.h. p(U) # 0, und fiir alle a,b € U gilt:
pla)p(d) ™ = p(a)p(b™") = p(ab™") € (V).
Aufgrund von Satz 2.2 ist damit ¢(U) Untergruppe von H.

2. Wegen p(eg) = ey € Vist eg € o= (V), d.h. ¢ (V) # 0, und fiir alle a,b € ¢~ (V)
gilt: p(ab™!) = pla)p(b™') = pla)p(db)™' € V, also ab™! € p~ (V). Aufgrund von
Satz 2.2 ist damit ¢~ (V) Untergruppe von G.

3. Die Behauptung folgt sofort aus 2. mit V' = {eg}.

4. " =" Da ¢ injektiv ist, ist eg das einzige Urbild von ey, d.h. Kerny = {eq}.
" «<=": Sind a,b € G mit p(a) = ¢(b), so folgt

pab™") = p(a)p(b™") = p(a)p(b) ' = e,

also ab~! € Kerny, d.h. ab™! = eg, also a = b.

Definition 3.3 Sind G, H Gruppen und ist p : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so
heifst Kernyp der Kern von ¢.

Satz 3.4 Sind G, H Gruppen und ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus sowie
N := Kerny, so gilt aN = Na fiir alle a € G.

Beweis. Wir zeigen aN C Na, und Na C aN ergibt sich entsprechend. Sei also an € alN
mit n € N. Wegen p(ana™') = p(a)p(n)p(a™) = pla)p(a™) = ey gilt ana™ € N, also
an = ana~'a € Na.

O

Definition 3.5 Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G, so heifst U Normalteiler
in G, wenn aU = Ua, also aUa™t = U fiir alle a € G gilt.

Bemerkung. Eine Untergruppe U von G ist bereits dann Normalteiler in G, wenn aU C Ua
(Ua C aU) fiir alle a € G gilt, denn in diesem Falle ist auch a'U C Ua™' (Ua™' C a™'U)
fir alle a € G, also Ua C aU (aU C Ua).
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Beispiel.
1. Ist G eine Gruppe, so sind G und {e} Normalteiler in G .
2. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ist ein Normalteiler in G.
3. Das Zentrum Z(G) einer Gruppe G ist Normalteiler in G.
4. Ist GG abelsch, so ist jede Untergruppe Normalteiler; die Umkehrung gilt nicht.

5. Ist U eine Untergruppe von G mit (G : U) = 2, so ist U Normalteiler in G:
Sei g € G. Gilt g € U, so folgt gU = U = Ug. Gilt aber g ¢ U, so ist G = U U gU und
UNgU =0, da U den Index 2 hat, und es ergibt sich gU = G\ U. Entsprechend folgt
Ug=G\U, also gU = Ug.

6. Ist K ein Korper und n € N, so ist SL(n; K) ein Normalteiler in GL(n; K), denn
SL(n; K) ist Kern des Homomorphismus det : GL(n; K) — K*.

7. Fiir jedes n € Nist sgn : S,, — {1, —1},0 — sgno ein Gruppenhomomorphismus.
Der Kern heifit alternierende Gruppe und wird mit A,, bezeichnet; A,, ist Normalteiler
in S,, und besteht aus den geraden Permutationen von S,,.

8. Wie das Beispiel nach Definition 2.3 zeigt, ist in der Gruppe G = S3 = D3 die Unter-
gruppe U = (1) kein Normalteiler.

Satz 3.6 Ist G eine Gruppe und N ein Normalteiler in G, dann ist G/N beziiglich
aN - bN = abN
eine Gruppe und
¢:G— G/N, a — aN
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kernp = N.

Beweis. Zunichst muf} gezeigt werden, dafl die Verkniipfung der Nebenklassen wohldefiniert
ist, d.h., es mufl abN = a'b/ N gelten fiir alle a,a’, b, € G mit aN = a’N und bN = V' N. Sei
also a’ = an und b = bm mit n,m € N. Da N ein Normalteiler in G ist, gibt es ein n’ € N
mit nb = bn’, also

a'/ N = anbmN = abn'mN = abN.

Die Verkniipfung ist offenbar assoziativ, eN(= N) ist das neutrale Element, a !N ist das
inverse Element von aN, und ¢ ein Homomorphismus, denn fiir alle a,b € G gilt

p(ab) = abN = aN - bN = ¢(a)p(b).

Wegen p(a) = alN tritt jede Nebenklasse als Bild unter ¢ auf, d.h., ¢ ist surjektiv. Zu zeigen
bleibt Kerngp = N. Dieses folgt aus

a € Kernp <= p(a) =eN <= aN =eN <= a € N.
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Bemerkung.

1. In Satz 3.6 wird die Normalteilereigenschaft von N lediglich zum Nachweis der Wohl-
definiertheit gebraucht.

2. Satz 3.6 besagt insbesondere, dafl jeder Normalteiler der Kern eines Gruppenhomo-
morphismus ist.

3. In G/N schreibt man auch @ statt aN fiir alle a € G.
4. Ist G abelsch, so auch G/N.
5. Ist G = (a) zyklisch, so auch G/N, denn es gilt G/N = (a).

Definition 3.7 Ist G eine Gruppe und N ein Normalteiler, so heifst G/N beziiglich der in
Satz 3.6 angegebenen Verkniipfung Faktorgruppe von G nach N, und ¢ heifst zugehdriger
kanonischer Homomorphismus.

Beispiel. Wir betrachten Z als Gruppe beziiglich der Addition. Fiir jedes n € N ist dann
nZ = {nz | z € Z} eine Untergruppe von G, die sogar Normalteiler ist, da G abelsch. Jedes
z € Z 1aBt sich eindeutig in der Form z = gn + r mit ¢ € Z und r € {0,1,...,n — 1}
schreiben, d.h.,

Z/nZ ={04+nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ}={0,1,...,n—1}.

Man bezeichnet die Menge aller Nebenklassen auch mit Z,,, und es folgt |Z,| = (Z : nZ) =
|Z/nZ| = n. Es gilt fiir alle a,b € {0,1,...,n— 1}:

Ga+b=a+bfallsa+b<nunda+b=a+b—nfalsa+b>n.

Bei dieser Darstellung der Addition liegen die Représentanten der Nebenklassen immer in
{0,1,...,n— 1}. Es gilt aber stets

a+b=a+bfiralle a,b € Z.

Zy, ist beziiglich der Addition eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

Zwei ganze Zahlen a, b liegen nun genau dann in derselben Nebenklasse, wenn sie bei Division
durch n denselben Rest lassen. Die Nebenklassen werden daher auch als Restklassen modulo
n bezeichnet, und statt @ = b schreibt man auch

a=bmodn

und sagt: a und b sind kongruent modulo n.

Satz 3.8 (Homomorphiesatz) Sind G und H Gruppen und ist ¢ : G — H ein surjekti-
ver Gruppenhomomorphismus, dann ist

¥ G/Kernp — H, aKernp — ¢(a)
ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere gilt also

H = G/Kerngp.
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Beweis. Zunichst zeigen wir, dafl ¢ wohldefiniert ist. Gilt aKernyp = a’Kerny, so gibt es
ein n € Kerng mit a = a'n, also p(a) = ¢p(a'n) = p(a')p(n) = ¢(a')ey = p(a’). Wegen

¥ ((aKernp) (bKerngp)) = ¢(abKernp) = p(ab) = @(a)p(b) = t(aKerng)y(bKerng)

ist ¥ ein Gruppenhomomorphismus, und mit Satz 3.2 ergibt sich die Injektivitdt von v aus

aKernp € Kernyy <= ¢(aKerny) = ey
— ¢(a) =eg
<= a € Kernp
<= aKernyp = Kerne.

Somit besteht der Kern von ¢ nur aus dem neutralen Element von G/Kerngp, d.h.; v ist in-
jektiv. Die Surjektivitit von v ergibt sich direkt aus der Surjektivitédt von ¢, denn zu jedem
r € H existiert ein a € G mit ¢(a) = x, also ¥ (aKernp) = x.

O

Bemerkung.

1.

Sind G und H Gruppen und ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt
G/Kerng = ¢(G).

2. Fiir jede Gruppe G gilt G/{e} = G.

3. Bis auf Isomorphie ist {G/N | N ist Normalteiler in G} die Gesamtheit der homomor-
phen Bilder von G.

Beispiel.

1. Ist K ein Korper und n € N, dann ist det : GL(n; K) — K*,A — det A ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus. Wegen Kern det = SL(n; K) folgt aus dem Ho-
momorphiesatz

GL(n; K)/SL(n; K) =2 K*.
2. Ist (a) eine zyklische (multiplikativ geschriebene) Gruppe, dann ist

0:Z— (a), z+—a*

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Gilt orda = oo, so folgt Kerny = {0}, also
(@) 2 Z/{0} 2 7.

Gilt aber orda = n < o0, so ist Kernp = nZ, d.h.
(a) 2 Z/nl = L.

Bis auf Isomorphie gibt es damit zu jedem n € NU {oco} genau eine zyklische Gruppe
der Ordnung n, die fiir n € N als multiplikative Gruppe mit Z,, bezeichnet wird. Ins-
besondere gibt es also fiir jede Primzahl p (bis auf Isomorphie) genau eine Gruppe der
Ordnung p.
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Satz 3.9 (1. Isomorphiesatz) Ist G eine Gruppe, U eine Untergruppe von G und N ein
Normalteiler in G, dann ist UN mat

UN ={un|ueUundn e N}
eine Untergruppe von G sowie U N N ein Normalteiler in U und
0:U/(UNN)— UN/N, w(UNN)+— uN

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl UN eine Untergruppe von G ist. Da U und N nicht leer
sind, ist auch U N nicht leer. Sind weiterhin g, h € UN, also g = un und h = vm mit u,v € U
und n,m € N, dann folgt

gh ' =unm v = wwlonm ™! € UuNv™! = UN,
da N ein Normalteiler ist. Als Normalteiler in GG ist N auch ein Normalteiler in UN, und
Y :U — UN/N, ur— uN
ist ein Gruppenhomomorphismus mit dem Kern U N N. Da
(u) =uN =unN
fiir alle w € U,n € N gilt, ist ¥ surjektiv, und wegen des Homomorphiesatzes ist
0:U/(UNN)— UN/N, u(UNN)+— uN

ein Gruppenisomorphismus.
O

Beispiel. Gegeben sind die beiden Gruppen G; und G4 sowie ihr direktes Produkt G =
G1 x G. Wir betrachten die surjektiven Gruppenhomomorphismen

- G = Gl X GZ B G17 (91792) — 41,
Tro . G = G1 X G2 — G27 (91792) = g2.

Offenbar gilt
Kermrl = U2 = G2 und Kern7r2 = U1 = G1

wobei

Ur={(g1,€2) | g1 € Gi} und Uy = {(e1,2) | 92 € Ga}.

Damit sind U; und U, insbesondere Normalteiler in G. Wegen G = U Us und U; N U, = {e}
ergibt sich mit dem 1. Isomorphiesatz

G1 = U1 = Ul/{e} = Ul/(Ul N Ug) = UlUg/UQ = G/UQ,
G2 = U2 = Ug/{e} = U2/(U2 N Ul) = UQUl/Ul = G/U1



18

Definition 3.10 Ist G eine Gruppe und sind Uy, ..., U, Untergruppen von G, so heifst G
(inneres) direktes Produkt der Untergruppen Uy, ..., U,, wenn

o: Uy x - xU, — G, (U1,...,Up) —>up- ... Uy

ein Gruppenisomorphismus ist.

Bemerkung.

1. Ist die Gruppe G das (innere) direkte Produkt der Untergruppen U und V und ist
U das (innere) direkte Produkt der Untergruppen Ui, ..., U, sowie V das (innere)
direkte Produkt der Untergruppen Vi, ..., V,,, dann ist G das (innere) direkte Produkt

der Untergruppen Uy, ..., U,,Vi,...,V,. Umn das einzusehen, miissen nur die beiden
Isomorphismen
Uy x---xU,xVix---xV, — UxV — G
(Ul .oy Upy U1y e ey Upy) — (U Uy V] oo Upy) UL Uy s UL Uy

betrachtet werden. Wir beschéftigen uns daher im folgenden nur mit dem (inneren)
direkten Produkt von zwei Untergruppen; der allgemeine Fall 18t sich dann hieraus
mit obiger Uberlegung leicht durch Induktion ableiten.

2. Wie das Beispiel vor Definition 3.10 zeigt, ist jedes ”duBere” direkte Produkt in natiirli-
cher Weise auch ein inneres direktes Produkt, denn mit den Bezeichnungen aus dem
Beispiel ist

Uy x Uy — G, (ug,us) — ujug

ein Gruppenisomorphismus. Da auch jedes innere direkte Produkt kanonisch isomorph
zu einem " &ufleren” direkten Produkt ist, wollen wir im folgenden nicht mehr zwischen
inneren und ”aufleren” direkten Produkten unterscheiden, sondern wir schreiben stets
G =U; x --- x U, sowohl fiir das innere als auch das ”&uflere” direkte Produkt. Aus
dem Zusammenhang geht dann hervor, was gemeint ist.

Satz 3.11 Ist G eine Gruppe mit den Untergruppen U und V', dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

1. G ist das direkte Produkt von U und V', d.h. G =U x V.
2. U und V sind Normalteiler in G, und es gilt U NV = {e} sowie UV = G.
3. Es gilt UNV = {e} sowie UV = G und uwv = vu fir allew € U,v € V.

4. Jedes g € G ldfit sich eindeutig in der Form g = uwv mit uw € U,v € V schreiben, und
uv = vu gilt fir allew e Ujv € V.
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Beweis. 1) = 2): Sei ¢ : U XV — G, (u,v) — wwv ein Isomorphismus. Dann gilt UV =
G, da ¢ surjektiv ist. Um U NV = {e} zu zeigen, nehmen wir an, ¢ liegt im Schnitt U NV,
also (g7, 9) € U x V mit ¢((g71,9)) = g 'g = e. Da ¢ injektiv ist, folgt (g7, g) = (e, e),
also g = e und U NV = {e}. SchlieBlich hat der Homomorphismus

GQUXVLU, w — (u,v) — u

den Kern V', d.h., V ist ein Normalteiler in GG. Entsprechend folgt, dafl auch U Normalteiler
in G ist.

2) = 3): Zu zeigen ist nur uv = vu fiir alle u € U,v € V. Da U Normalteiler in G ist, gilt
wou o™t = u(vuto) € UvUv™! = U, und woutv™! = (wou o™t € uVu™V =V, da
V' Normalteiler ist, d.h. wou=to™t € UNV = {e} . Also folgt uv = vu.

3) = 4): Wegen G = UV lafit sich jedes ¢ € G in der Form g = wv mit w € U,v € V
schreiben, und gilt uv = u'v' mit u, v’ € U,v,v’ € V, so folgt v/ lu =vv"1 e UNV = {e},
alsou =u',v="1"

4) = 1): Da sich jedes g € G eindeutig als ¢ = uv mit u € U,v € V schreiben 1&8t, ist
p:UxV —G, (u,v) — uv
eine Bijektion. Fiir alle v, v’ € U und v,v" € V folgt

o ((u, v) (', ")) = @((uu', v0")) = ww've” = wvu'v’ = @((u, v)) (W', v)).

Damit ist ¢ ein Homomorphismus.
O

Bemerkung. Sind U,V Untergruppen der endlichen Gruppe G mit U NV = {e} und
|U||V| = |G], so folgt UV = G, denn wegen U NV = {e} gilt |UV| = |U||V]| (vergleiche
Aufgabe 5.9).

Beispiel. Sind n,m € N teilerfremd, so gilt
Zom = Zn X Zp.

Ist ndmlich Z,,, = (a), so hat a" die Ordnung m und @™ die Ordnung n. Wihlen wir
U= (a") und V = (a™), so sind |U| und |V| teilerfremd. Wegen Folgerung 4 aus dem Satz
von Lagrange ist U NV = {e}. Aus obiger Bemerkung ergibt sich weiterhin UV = G, weil
|U||V| = |G|. Die Elemente aus U und V' vertauschen miteinander, da G' abelsch ist, so daf3
schlieflich mit Satz 3.11

folgt. Fassen wir das direkte Produkt als inneres direktes Produkt auf, so 148t sich jedes
g € (a) eindeutig in der Form g = uv mit u € U und v € V schreiben. Fassen wir das direkte
Produkt als ”aufleres” direktes Produkt auf, so ist (a™) x (@) zyklisch und hat zum Beispiel
(a™,a™) als erzeugendes Element.
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4. Die Sylowschen Sitze

Definition 4.1 FEs sei G eine Gruppe und X eine nichtleere Menge. Dann operiert G auf
X, wenn es eine Abbildung

GxX—X, (g,xr)—gox
mit folgenden FEigenschaften gibt:
i) (gh)ox =go(hox) fir alle g,h € G und x € X.

ii) eox = fir allex € X.

Bemerkung.
1. Eine Gruppe G kann auf verschiedene Weise auf einer nichtleeren Menge X operieren.

2. Jede Operation von G auf einer nichtleeren Menge X entspricht einem Gruppenhomo-
morphismus ¢ : G — Sx, wobei Sy die Gruppe der Bijektionen von X ist.

3. Operiert G auf X, so schreibt man auch einfach gz statt g o x.

Beispiel.
1. Ist GG eine Gruppe und X eine nichtleere Menge, so heif3t
GxX—X, (g0)—x

triviale Operation. Im Sinne von Bemerkung 2 entspricht die triviale Operation dem
trivialen Homomorphismus ¢ : G — Sx, g — idy.

2. Ist K ein Korper und V ein K-Vektorraum, so operiert K* auf V' durch

K*xV —V, (k,v) — kv.

3. Ist G eine Gruppe und X die Menge aller Untergruppen von G, so operiert G auf X
durch Konjugation:

GxX — X, (g,U) — gUg™".

Man nennt die Untergruppen U und gUg~! konjugiert.

4. Ist K ein Korper und V ein K-Vektorraum, dann operiert die Gruppe Autg (V') der
Vektorraumautomorphismen auf V' durch

Autg (V) xV — V, (p,v) — ¢(v).
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Definition 4.2 Die Gruppe G operiere auf der nichtleeren Menge X . Fiir jedes x € X heif§t
Gox:={gox|geG}

Bahn (oder Orbit) von x, und x heifit Fizpunkt, wenn G o x = {x}.

Bemerkung.
1. Man schreibt auch Gz statt G o z.

2. Die Menge aller Fixpunkte wird mit Fixg(X) bezeichnet.

Beispiel.

1. K sei ein Korper und V' ein K-Vektorraum. K* operiere auf V durch ko v := kov.
Wegen K* 0O = {O} ist O ein Fixpunkt. Fiir v # O folgt K* ov = [v]\ {O}. Ist also
K = Z,, so ist jeder Vektor aus V ein Fixpunkt. Ist aber K # Z,, so ist O der einzige
Fixpunkt.

2. Die Gruppe G operiere auf der Menge aller Untergruppen von GG durch Konjugation.
Die Untergruppe U ist genau dann Fixpunkt, wenn go U = U, also gUg~! = U fiir
alle g € G gilt. Bei dieser Operation sind also genau die Normalteiler Fixpunkte.

Satz 4.3 Die Gruppe G operiere auf der nichtleeren Menge X. Dann ist X die disjunkte
Vereinigung ihrer Bahnen:

X = UGx (disjunkt).

Ist X endlich, so gilt
X[ = |Gal,

wobei tiber die verschiedenen Bahnen von X summiert wird.

Beweis. Wegen x = ex € Gz fiir alle z € X ist die Menge X Vereinigung ihrer Bahnen. Zu
zeigen bleibt die Disjunktheit, d.h. Gz = Gy falls Gz N Gy # 0 fiir alle z,y € X. Sei also
Gz NGy # 0 und gxr = hy mit g,h € G. Fiir jedes a in G folgt ax = ag~thy € Gy, d.h.
Gz C Gy. Entsprechend folgt Gy C Gz, also Gx = GYy.

Die zweite Behauptung des Satzes folgt unmittelbar aus der ersten.

Definition 4.4 Die Gruppe G operiere auf der nichtleeren Menge X . Fiir jedes x € X heif§t
G, ={9€G|gr==x}

Stabilisator von x in G.
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Satz 4.5 Die Gruppe G operiere auf der nichtleeren Menge X . Fiir jedes v € X ist der
Stabilisator G, eine Untergruppe von G mit |Gz| = (G : G,).

Beweis. Wir beweisen zunéchst, daf§ G, Untergruppe von G ist. Wegen ex = x gilt e € G,
d.h., G, ist nicht leer. Seien nun a,b € G, also ax = z und bx = x. Dann folgt + = b~ 'z
und ab~ 'z = ax =z, d.h. ab™! € G,.

Fiir den Nachweis von |Gz| = (G : G) zeigen wir, daf die folgende Zuordnung bijektiv ist:

¢ :Gr — G/G,, gr — gG,.

¢ ist wohldefiniert: Sei gr = ha mit g, h € G. Dann ergibt sich h~!gx = z, also h™1g € G,.
Somit ist g € hG, und gG, = hG,.

¢ ist injektiv: Sind g, h € G mit ¢G, = hG,, dann folgt h™'g € G,, also h™lgr = x und
somit gr = hx.

@ ist surjektiv: Fiir jedes gG, mit g € G gilt p(gx) = 9G,.

Korollar 4.6 Operiert die endliche Gruppe G auf der nichtleeren Menge X, so ist |Gz| ein
Teiler der Gruppenordnung |G| fir jedes x € X.

Beweis. Wegen des Satzes von Lagrange ist (G : G,), also auch |Gz| ein Teiler von |G].
O

Satz 4.7 (Fixpunktsatz) FEs sei G eine endliche Gruppe mit |G| = p", p prim und X eine
nichtleere endliche Menge. Operiert G auf X, so gilt

| X | = |Fixg(X)| mod p,
d.h., p teilt | X| — |Fixg(X)].
Beweis. Wegen Satz 4.3 gilt

X| =) |Gal = ) |Ga| +[Fixa(X)].

|Gz|>1

Da |Gz| ein Teiler von |G| = p" ist, wird |Gz| fiir |Gx| > 1 von p geteilt. Daraus ergibt sich
die Behauptung.
O

Korollar 4.8 Ist G eine endliche Gruppe mit |G| = p", p prim und r > 1, so hat G ein
nichttriviales Zentrum, d.h. |Z(G)| > 1.

Beweis. Die Gruppe G operiert auf X := G \ {e} durch Konjugation, also

1

gr :=gxg , g €G.

Ein Element # € X ist genau dann Fixpunkt, wenn gzg~' = z fiir alle ¢ € G gilt, wenn z
also im Zentrum von G liegt. Das Korollar ist damit bewiesen, wenn Fixg(X) # () gezeigt
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ist. Wire Fixg(X) leer, so wére |Fixg(X)| = 0 und p im Widerspruch zum Fixpunktsatz
kein Teiler von | X| — |Fixg(X)| = |X|=p" — L.
O

Anwendung. Wir zeigen nun mit Hilfe von Korollar 4.8, daf} es fiir jede Primzahl p bis auf
Isomorphie genau zwei Gruppen der Ordnung p? gibt, ndmlich Z, X Z, und Z,2. Zunéchst
sind Z, x Z, und Z,2 nicht isomorph, da Z,: ein Element der Ordnung p? hat, Z, x Z, aber
nicht. Sei also G eine Gruppe der Ordnung p?. Gibt es ein Element g € G der Ordnung p?,
so ist G = (g) = Z,2. Sei also wegen Folgerung 1 aus dem Satz von Lagrange ordg = p fiir
alle g € G, g # e. Mit Korollar 4.8 existiert g € Z(G), g # e, und wegen |(g)] =pein h € G
mit h & (g), also (g) N (h) C (h). Aufgrund des Satzes von Lagrange folgt (g) N (h) = {e}, da
|(h)| = p prim. Nun liegt (¢g) im Zentrum von G, d.h. uv = vu fiir alle v € (h) und v € (g).
Schliellich zeigt die Bemerkung nach Satz 3.11, daB (h)(g) = G gilt, da [(R)||(g)| = p* = |G].
Damit ist Bedingung 3 von Satz 3.11 nachgewiesen, d.h. G = (h) x (9) = 2, X Z,.

Ist p = 2, also |G| = 4, und ist G nicht zyklisch, also G = Z5 x Z5, so heiit G Kleinsche
Vierergruppe, und man schreibt G = ;.

Satz 4.9 (1. Sylowscher Satz) Ist G eine endliche Gruppe mit |G| = p"m und p eine
Primzahl, die m € N nicht teilt, dann gibt es fir jedes s € {1,2,...,r} eine Untergruppe U
von G mit |U| = p°.

Beweis. Sei n =p"m und s € {1,2,...,r}. Wir zeigen zunéchst
(%) prLs teilt (:5) nicht.
Wegen
(n) n! n(n—1> s (n—l)
= - = — = p m
p*)  plln=—p3) p\p°—1 p*—1
bleibt zu zeigen, dafl p kein Teiler von (;__11) ist. Dazu schreiben wir
n—1 a—i "
(o) == 05

wobei % = ¢+ und a;, b; € N teilerfremd sind. Wir iiberlegen uns nun, daf§ p weder a; noch

b; teilt, womit dann schliefllich (%) gezeigt ist. Ist p’ die gréfite p-Potenz, die 4 teilt, dann

gilt p <i<p®—1<p*<p", dh j<r. Somit ist p ein Teiler von = p"~Im, aber kein

J
Teiler von 75, also auch kein Teiler von #5*.

Wir beweisen jetzt Satz 4.9. Sei X die Menge der p*-elementigen Teilmengen von G, d.h.
X=A{T|TCGund |T| =p°}.
Dann gilt | X| = (p”s), und G operiert auf X durch

goT :={gt|teT}, geGTEeX.
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Wegen Satz 4.3 gilt
n
(ps) = x| =) |GoT],

wobei iiber alle Bahnen in X summiert wird. Aus (x) folgt nun, dafl es ein 7' C G gibt mit
|T| = p* und p"™'7 teilt |G oT| nicht. Wegen Satz 4.5 ist p"™'~* fiir dieses T" auch kein Teiler
von (G : Gr), wobei Gr der Stabilisator von 7" ist. Damit kommt p in (G : G'r) hochstens
(r — s)-mal als Primteiler vor und in |G| mindestens s-mal, da

p'm = |G| = (G :Gr)-|Grl.

Wir erhalten |Gr| > p® und zeigen |Gr| < p°. Dann folgt |Gr| = p®, und wir kénnen U = Gr
setzen. Weil G der Stabilisator von T ist, gilt GroT =T, also gt € T fiir alle ¢ € Gy und
teT,dh

GTt:{gt]geGT}gT, telT.

Es folgt |Gr| = |Grt] < |T| = p*.

Korollar 4.10 (Satz von Cauchy) Ist G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von
|G|, dann gibt es ein g € G mit ordg = p.

Beweis. Wegen Satz 4.9 gibt es eine Untergruppe U von G mit |U| = p. Jedes g € U, g # €
hat die Ordnung p.
O

Beispiel. Wir zeigen, dafl es zu jeder Primzahl p > 2 bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen
der Ordnung 2p gibt, ndmlich Z5, und die Diedergruppe D,,. Zunéchst sind Z,, und D, nicht
isomorph, da Z,, abelsch ist, D, aber nicht. Sei nun G eine Gruppe mit |G| = 2p. Wegen
des Satzes von Cauchy gibt es a,b € G mit orda = 2 < p = ordb, also (a) N (b) = {e}. Es
folgt [(a)(b)| = [(a)||(b)| = 2p = |G| und somit G = (a)(b). Weil (b) den Index 2 hat, ist (b)
Normalteiler in G, d.h.

a 'ba = b* fiir ein k € {0,1,...,p—1}.
Die Verkniipfung von G ist damit eindeutig durch k& bestimmt. Aus

b=a"ba® =a"(a "ba)a = a 'bFa = b’
ergibt sich b1 = e, d.h., die Ordnung p von b teilt k2 —1 = (k —1)(k +1). Ist p Teiler von
k+ 1, soist k =p—1, also G nicht abelsch, und ist p Teiler von k — 1, so ist k =1, also G

abelsch. Es gibt demnach bis auf Isomorphie héchstens zwei Gruppen der Ordnung 2p, und
damit ist die Behauptung gezeigt.

Definition 4.11 G sei eine endliche Gruppe mit |G| = p"m und p eine Primzahl, diem € N
nicht teilt. Jede Untergruppe U von G mit |U| = p" heifit p-Sylowgruppe von G.
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Satz 4.12 (2. Sylowscher Satz) G sei eine endliche Gruppe mit |G| = p"m und p eine
Primzahl, die m € N nicht teilt. Ist U eine Untergruppe von G mit |U| = p*, s € N, dann ist
U in einer p-Sylowgruppe von G enthalten, und zwei p-Sylowgruppen von G sind konjugiert.

Beweis. Wegen Satz 4.9 gibt es eine p-Sylowgruppe P von G. Wir zeigen
(%) U C gPg ! fiireing e G.

Da gPg~! ebenfalls eine Untergruppe von G mit |gPg~!| = p" ist, ist auch gPg 'eine p-
Sylowgruppe von G, und damit die erste Behauptung des Satzes bewiesen. Um die zweite
Behauptung des Satzes zu erhalten, wihlen wir U als eine p-Sylowgruppe von GG, und wegen
|U| = |gPg™!| folgt U = gPg~! aus U C gPg~'.
Wir zeigen nun (x). Sei X = G/P = {gP | g € G} die Menge der Linksnebenklassen von P.
Dann operiert U auf X durch

uwogP :=wugP, uel.

Wegen Satz 4.3 folgt
G/P|=|X|=)_|UocgP|,

wobei iiber die Menge aller Bahnen U o g P summiert wird. p ist kein Teiler von | X|, da

G| p'm
G/P|=(G:P)=+= = =1m,

d.h., es gibt mindestens eine Bahn U o gP, so daf§ |U o g P| nicht von p geteilt wird. Aufgrund
von Satz 4.5 gilt |U o gP| = (U : U,p), wobei Uyp der Stabilisator von gP ist, und |U o gP)|
teilt |U| = p°. Also folgt |U o gP| = 1. Fiir alle u € U ergibt sich damit

ugP =wogP = gP, dh. g 'ugP = P.

Somit gilt g~tug € P fiir alle w € U, also ¢g7*Ug € P und U C gPg~'.

Satz 4.13 (3. Sylowscher Satz) G sei eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von
|G|. Dann gilt:

1. Die Anzahl der p-Sylowgruppen teilt |G]|.

2. Die Anzahl der p-Sylowgruppen ist kongruent 1 mod p.

Beweis. Sei X die Menge der p-Sylowgruppen von GG. Um 1) zu zeigen, lassen wir G auf X
durch Konjugation operieren, d.h.

go P :=gPg ' firalle g€ Gund P € X.

Wegen Satz 4.12 sind die p-Sylowgruppen konjugiert, d.h. Go P = X fiir alle P € X. Ist
P e X, so folgt
| X =[GoP|=(G:Gp),
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wobei Gp der Stabilisator von P ist. Wegen des Satzes von Lagrange ist aber (G : Gp) ein
Teiler von |G|. Um 2) zu zeigen, wéhlen wir eine p-Sylowgruppe P und lassen sie ebenfalls
auf X durch Konjugation operieren. Dann ist P € X, und wegen gPg~! = P fiir alle g € P
ist P ein Fixpunkt. Wir beweisen nun, daf§ P der einzige Fixpunkt ist, d.h., wir zeigen

(x) Ist U # P eine p-Sylowgruppe von G, so gilt gUg~! # U fiir mindestens ein g € P.

Wiire gUg™! = U fiir alle g € P, so wire PU = UP und PU eine Untergruppe von G, die
P echt umfafit (vgl. Aufgabe 5.9). Wegen

[PIIU]
|[PNU|

|P| < |PU| =

ist aber |PU| eine p-Potenz, die |G| teilt, im Widerspruch dazu, daf§ |P| die grofite p-Potenz
ist, die |G| teilt. Damit ist (x) gezeigt.

Fiir jede von P verschiedene p-Sylowgruppe U gilt also |P o U| > 1, und wegen |P o U| =
(P : Py)ist |[PoU]| als Teiler von |P| eine p-Potenz (dabei ist Py der Stabilisator von U).

In der Darstellung
X[ =) _|PoU|

aus Satz 4.3 ist genau ein Summand 1, ndmlich | Po P|, und alle anderen sind durch p teilbar.
O

Anwendung. Es seien p und ¢ zwei Primzahlen mit p < ¢ und ¢ # 1 mod p. Dann ist Z,,
bis auf Isomorphie die einzige Gruppe der Ordnung pq. Zum Beispiel sind Z;5 und Z35 die
einzigen Gruppen der Ordnung 15 bzw. 35.

Sei G eine Gruppe mit |G| = pg und U eine p-Sylowgruppe von G, also |U| = p, und V
eine ¢g-Sylowgruppe von G, also |V| = ¢. Weil p und ¢ Primzahlen sind, folgt U = Z, und
V 2 Z,. Der einzige Teiler von pq, der bei Division durch p den Rest 1 1d8t, ist 1. Wegen Satz
4.13 ist damit U die einzige p-Sylowgruppe von GG und damit insbesondere Normalteiler in G.
Entsprechend folgt, daf3 V' die einzige ¢g-Sylowgruppe von G ist, und auch V ist Normalteiler.
Da |U]| und |V] teilerfremd sind, gilt U NV = {e}, also |UV| = pg = |G|, d.h. G = UV. Wir

konnen nun Satz 3.11 anwenden, und erhalten

G2UXV=Z,xZ,22,.

5. Aufgaben

A 5.1 Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen G beziiglich o Gruppen sind.
1. G=Q\{-1}und aob:=a+ b+ ab fir alle a,b € G.
2. G=QxQ\{(0,0)} und (a,b) o (¢,d) := (ac + 2bd, ad + bc) fiir alle (a,b), (¢,d) € G.

3. G=Rund aob:=a+b+2 fir alle a,b € G.
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A 5.2 Es sei GG eine nichtleere Menge mit einer assoziativen Verkniipfung o. Zeigen Sie, dafl
folgende Aussagen dquivalent sind:

1. G ist ein Gruppe beziiglich o.

2. Es gibt ein e € GG, so dafl eo g = ¢ fiir alle g € G gilt und es zu jedem g € G ein h € G
gibt mit ho g =e.

3. Es gibt ein e € G, so dafl goe = g fiir alle g € G gilt und es zu jedem g € G ein h € G
gibt mit go h = e.

4. Fiir alle g,h € G gibt es z,y € G mit goxr =h und yo g = h.

A 5.3 Sei G eine Gruppe und a,b € G Gruppenelemente endlicher Ordnung. Zeigen Sie:
1. Gilt ab = ba und sind orda, ordb teilerfremd, so folgt ord(ab) = orda - ordb.
2. In 1. kann auf die Voraussetzung ab = ba nicht verzichtet werden.

.. . k orda
3. Fiir alle £ € N gilt orda” = 2T (horda) "

A 5.4 Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und m = max{orda | a € G}. Zeigen Sie, dafl
orda ein Teiler von m ist fiir alle a € G.

A 5.5 Sei GG eine Gruppe und a,b € G. Zeigen Sie: Gilt fiir drei aufeinanderfolgende natiirli-
che Zahlen k die Gleichung (ab)® = a*b*, so folgt ab = ba.

A 5.6 Zeigen Sie, daf eine Gruppe nicht die Vereinigung von zwei echten Untergruppen ist.

A 5.7 Zeigen Sie: Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch; ist G auflerdem
endlich, so gibt es zu jedem Teiler d von |G| genau eine Untergruppe U der Ordnung d.

A 5.8 Wir betrachten Z als Gruppe beziiglich der gewohnlichen Addition. Zeigen Sie:
1. Ist U eine Untergruppe von Z, dann gibt es ein a € Z mit U = aZ = {az | z € Z}.
2. Fir a,b € Z\ {0} gilt (a,b) = dZ und (a) N (b) = mZ wobei d ein ggT und m ein kgV

von a und b ist.

A 5.9 Ist G eine Gruppe, so definiert man AB := {ab | a € A,b € B} fiir alle Teilmengen
A und B von G. Zeigen Sie:

1. Sind U und V' Untergruppen der Gruppe G, so ist UV genau dann Untergruppe von
G, wenn UV =VU.

2. Sind U und V endliche Untergruppen der Gruppe G, dann gilt [UV|-|UNV| = |U||V|.
A 5.10 Sei K ein Kérper und n € N. Berechnen Sie das Zentrum Z(GL(n; K)) von GL(n; K).

A 5.11 Sei p eine Primzahl und G die Menge der oberen Dreiecksmatrizen (a;;) aus GL(p; Z,,)
mit a;y = --- = a,, = 1. Zeigen Sie, daB G eine Untergruppe von GL(p;Z,) ist und da8
AP = E, fiir alle A € G gilt. Fiir welche p ist G abelsch?
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A 5.12 Es sei G die von (13) und (1234) erzeugte Untergruppe von S,. Berechnen Sie die
Ordnung von G und geben Sie das Zentrum von G an.

A 5.13 Zeigen Sie fiir die Diedergruppe D, = (0,7),n > 2, da Z(D,) = {id,oz} fiir
gerades n und Z(D,,) = {id} fiir ungerades n gilt.

A 5.14 H und K seien Gruppen sowie ¢ : K — Aut(H) ein Gruppenhomomorphismus.
Zeigen Sie, dal H x K beziiglich (z,y)(z,y') = (xp(y)(2’),yy’) eine Gruppe ist. Sie wird
mit H x,K bezeichnet und heiit das durch ¢ definierte semidirekte Produkt von H mit K.

A 5.15 Sei G eine Gruppe mit den Untergruppen H und K, so dafl H Normalteiler in G ist
und HK = G sowie H N K = {e} gilt. Zeigen Sie, dafl dann G und H x,K isomorph sind,
wobei p : K — Aut(H),y — i, gilt.

A 5.16 Gegeben sind die reellen Matrizen

1000 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 1.0 O
01 00 0 0 01 0 0 1 0 -1 0 0 O
E= 00 10 1= -1 0 0 0 S = 0 -1 0 O K = 0 0 0 -1
00 01 0 -1 0 0 1 0 0 O 0 01 0

Zeigen Sie, daB G = {E,—FE,I,—1,J,—J, K,— K} eine Untergruppe der GL(4; R) ist. Geben
Sie alle Untergruppen von G an. Welche sind Normalteiler?

A 5.17 Sei () die von den Matrizen ( (Z) —Oz ) und < _01 (1) ) erzeugte Untergruppe der

GL(2;C). Berechnen Sie die Ordnung von ) und geben Sie alle Elemente sowie den Un-
tergruppenverband und das Zentrum von () an. Gibt es Untergruppen von (), die keine
Normalteiler sind? Ist die Gruppe () isomorph zur Gruppe G aus Aufgabe 5.167

7
0
GL(2; C), wobei €2 = 1 und € # 1 gilt. Berechnen Sie die Ordnung sowie alle p-Sylowgruppen
von GG. Geben Sie der Gruppe einen Namen.

A 5.18 Sei G die von den Matrizen ( (z) und ( 8 602 ) erzeugte Untergruppe der

A 5.19 Berechnen Sie alle Untergruppen der Diedergruppe D4. Welche davon sind Normal-
teiler?

A 5.20 Die Menge aller inneren Automorphismen einer Gruppe G wird mit Inn(G) bezeich-
net. Zeigen Sie, dafl Inn(G) ein Normalteiler in der Automorphismengruppe Aut(G) von G
ist und dafl Inn(G) = G/Z(G) gilt.

A 5.21 Ist G eine Gruppe, so heifit das Produkt a=*b~tab mit a,b € G Kommutator von a
und b. Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe von G heiffit Kommutatorgruppe
von G und wird mit K(G) bezeichnet. Zeigen Sie, daf die Kommutatorgruppe K(G) von G
ein Normalteiler in G ist und daB fiir jeden Normalteiler N von G gilt: Genau dann ist die
Faktorgruppe G /N abelsch, wenn K(G) C N. (Die Kommutatorgruppe ist also der kleinste
Normalteiler von GG mit abelscher Faktorgruppe.)

A 5.22 Berechnen Sie K(Dy), Inn(Dy) und Aut(Dy).
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A 5.23 Sei G eine Gruppe mit den Untergruppen A, B, C. Zeigen Sie:
1. Ist A in C enthalten, so gilt (BN C)A = BANC.

2. Ist A Normalteiler in B und C' Normalteiler in (G, dann ist C A Normalteiler in C'B.

A 5.24 Sei G eine Gruppe mit den Untergruppen H, H', K, K’', wobei H' Normalteiler in
H und K’ Normalteiler in K ist. Zeigen Sie:

1. K'(H'N K) ist Normalteiler in K'(H N K).
2. K'(HNK)/K'(HNK)=(HNnK)/(HNK')(H' NK).

A 5.25 Beweisen Sie den 2. Isomorphiesatz: Sind N und N’ Normalteiler der Gruppe G mit
N C N’, dann ist N'/N Normalteiler in G/N und (G/N)/(N'/N) = G/N'.

A 5.26 Sei H eine Untergruppe der abelschen Gruppe G und G/H eine zyklische Gruppe
unendlicher Ordnung. Zeigen Sie: Es gibt eine Untergruppe U von G so, dal G direktes
Produkt von H und U ist.

A 5.27 Formulieren und beweisen Sie Satz 3.11 fir direkte Produkte mit mehr als zwei
Faktoren.

A 5.28 Sei G = GL(3;Z,). Dann gilt |G| = 23 -3-7. Geben Sie A, B € G mit ord4 = 3
und ordB = 7 an. Deuten Sie A und B geometrisch. Gibt es ein C' € G mit ordC = 4
oder ordC' = 87 Geben Sie eine Untergruppe der Ordnung 8 an (Diese ist isomorph zur
Diedergruppe Dy).

A 5.29 Seien p und ¢ verschiedene Primzahlen und sei G eine Gruppe der Ordnung p?q.
Zeigen Sie, dafl G einen Normalteiler hat, der p- oder ¢-Sylowgruppe von G ist.

A 5.30 Sei G eine endliche Gruppe und p der kleinste Primteiler von |G|. Zeigen Sie: Ist U
eine Untergruppe von G mit (G : U) = p, dann ist U ein Normalteiler in G.

A 5.31 Zeigen Sie: Ist G eine Gruppe mit |G| = 105, dann hat G einen Normalteiler N mit
IN| = 35.

A 5.32 Geben Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen der Ordnung 8 an.
A 5.33 Geben Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen der Ordnung 12 an.

A 5.34 Geben Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen an, die das Geburtsjahr von Miguel de
Cervantes als Ordnung haben.

A 5.35 Geben Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen an, die das Geburtsjahr von Katharina
der Groflen als Ordnung haben.

A 5.36 Sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe mit (G : U) = r. Zeigen
Sie, dal es ¢1,...,g9, € G gibt, die Repréasentanten sowohl fiir die Links- als auch fiir die
Rechtsnebenklassen von U sind, d.h. U U---Ug,U=G=Ug U---UUg,.



KAPITEL 2

Ringe

1. Ringe und ihre Homomorphismen

Definition 1.1 FEine Menge R mit den Verkniipfungen + und - heifit Ring, wenn gult:

i) R ist eine abelsche Gruppe beziglich der Verknipfung +.

ii) Die Verkniipfung - ist assoziativ.

iii) Es gelten die Distributivgesetze, d.h., fir alle a,b,c € R gilt

a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c

Bemerkung. Im folgenden sei R ein Ring mit den Verkniipfungen + und - .

1.
2.

R heift kommutativ, wenn a - b = b - a fiir alle a,b € R gilt.
Man nennt + Addition und - Multiplikation.

Punktrechnung geht vor Strichrechnung, d.h., Ausdriicke der Form a - b + a - ¢ mit
a,b,c € Rsind als (a-b) + (a - ¢) zu verstehen.

R heiBt Ring mit Einselement (oder Ring mit Eins), wenn R beziiglich der Multiplika-
tion ein neutrales Element hat. Existiert ein Einselement, so ist es eindeutig bestimmt
und wird i.a. mit 1 bezeichnet; fiir alle a € R gilt dann 1-a=a-1 = a.

Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet und das additive Inverse von
a € R mit —a.

. Man schreibt auch ab statt a - b und a — b statt a + (—b) fiir alle a,b € R.

Fiir alle @ € R und n € N definiert man die Potenz a” rekursiv durch a' = a und
a" = a™1a fiir alle n > 1; es gelten die iiblichen Potenzrechengesetze. Hat R ein Eins-
element 1, setzt man ¢ = 1 fiir alle a € R.
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Beispiel.
1. Z ist beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation kommutativer Ring mit Eins.

2. 27 = {2z | z € Z} ist beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation ein kommu-
tativer Ring ohne Eins.

3. Ist R ein Ring und n € N, so ist die Menge R,, ,, aller (n, n)—Matrizen iiber R beziiglich
der iiblichen Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation ein Ring, der fiir n > 1 im
allgemeinen nicht kommutativ ist. Hat R ein Einselement, so auch R, ,. Man nennt
R, ,, den Matrizenring iiber R.

4. Sind Ry,..., R, Ringe, so ist Ry X - - - X R,, beziiglich der komponentenweisen Addition
und Multiplikation ein Ring. Er heifit direktes Produkt der Ringe Ri,...,R,. Das
direkte Produkt R; X - -- X R, ist genau dann kommutativ, wenn jedes R; kommutativ
ist, und es hat genau dann ein Einselement, wenn jedes R; ein Einselement hat.

5. Ist G eine additiv geschriebene abelsche Gruppe, dann ist
End(G) = {¢ : G — G | ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus}

beziiglich
e+v:G— G, gr—o(g)+v(9),
p-v:G— G, g— p(¥(9)),

ein Ring mit Einselement.

Rechenregeln. Ist R ein Ring, so gilt fiir alle a,b,c € R:
1.a-0=0-a=0.
2. a(=b) = —ab = (—a)b.
3. (—a)(—b) = ab.
4. a(b—c) = ab — ac.

5. (a —b)e = ac — be.

Definition 1.2 R sei ein Ring mit 1.
i) a € R heifst Einheit oder invertierbar, wenn es ein b € R mit ab = ba =1 gibt.

it) Ist R kommutativ, so heifst R Integrititsbereich, wenn 1 # 0 und wenn fir alle a,b € R
qgilt: a,b# 0= ab # 0.

iii) Ist R kommutativ, so heifst R Korper, wenn 1 # 0 und wenn jedes a € R,a # 0 in R
ivertierbar ist.
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Bemerkung.

1. Ist a € R invertierbar, so gibt ist genau ein b € R mit ab = ba = 1, das man mit ¢!

bezeichnet. Man nennt a~! das multiplikative Inverse von a.

2. Die Menge E(R) der Einheiten von R ist beziiglich der Multiplikation eine Gruppe;
E(R) heiit Einheitengruppe von R.

3. Sind a,b € R mit a,b # 0 und ab = 0, so heiflen a und b Nullteiler. Hat R keine Null-
teiler, so nennt man R nullteilerfrei. Somit ist ein Integritédtsbereich ein nullteilerfreier
kommutativer Ring mit 1, wobei 1 # 0.

4. Finheiten sind keine Nullteiler, denn ist a € R invertierbar und b € R mit ab = 0, so
folgt 0 = a~'ab = b. Insbesondere ist somit jeder Kérper ein Integrititsbereich.

Beispiel.
1. Beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation sind @Q, R und C Korper.

2. 7 ist beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation ein Integritdtsbereich, aber
kein Korper; es gilt E(Z) = {1, —1}.

Definition 1.3 Sind R und S Ringe, so heifit eine Abbildung ¢ : R — S Ringhomomor-
phismus, wenn fir alle a,b € R gilt:

pla+0b) =p(a) +¢(b), plab) = p(a)p(b).

Ein bigektiver Ringhomomorphismus heifst Ringisomorphismus, und ein Ringisomorphismus
¢ : R — R heifit Ringautomorphismus. Zwei Ringe R und S heifien isomorph (geschrieben
R = S), wenn es einen Ringisomorphismus ¢ : R — S gibt.

Bemerkung. Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.

1. ¢ ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus zwischen den additiven Gruppen von
R und S. Mit Kerng bezeichnet man daher auch den Kern dieses Gruppenhomomor-
phismus: Kernp = {r € R | ¢(r) = 0}. Insbesondere ist ¢ genau dann injektiv, wenn
Kernp = {0}.

2. Ist 1 Einselement von R, so ist im allgemeinen ¢(1g) kein Einselement von S.
3. Die Komposition von Ringhomomorphismen ist ein Ringhomomorphismus.

4. Ist ¢ ein Ringisomorphismus, so ist auch ¢=! : S — R ein Ringisomorphismus.

Beispiel. K sei ein Korper und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist der Ring
End(V') der Endomorphismen von V' isomorph zum Ring K, ,, der (n,n)-Matrizen iiber K.
Ordnet man bei fest gewdhlter Basis von V' jedem ¢ € End(V) die zugehorige Matrixdar-
stellung A, zu, so ist © : End(V) — K,,,, ¢ — A, ein Ringisomorphismus. Insbesonde-
re vermittelt © einen Gruppenisomorphismus zwischen den Einheitengruppen Aut(V') und

GL(n; K).
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Satz 1.4 Sind R, S Ringe und ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus sowie I := Kernyp,
dann gilt:

1. T ist beziiglich + Untergruppe von R.

2. Fiir allea e R undi € I gilt ai,ia € 1.

Beweis. Da ¢ beziiglich + ein Gruppenhomomorphismus ist, ist [ wegen Satz 3.2 aus Ka-
pitel 1 beziiglich + Untergruppe von R. Sind nun weiterhin ¢ € R und ¢ € I, dann folgt
(ai) = p(a)p(i) = ¢(a) -0 =0, also ai € I. Entsprechend ergibt sich ia € I.

O

Definition 1.5 FEine Teilmenge I eines Ringes R heifit Ideal von R, wenn gilt:
i) 1 ist beziiglich + Untergruppe von R.

ii) Fir allea € R und i € I gilt ai,ia € 1.

Bemerkung. Wegen Satz 2.2 aus Kapitel 1 ist eine nichtleere Teilmenge I eines Ringes R
genau dann ein Ideal von R, wenn ¢ — j € I und ai,ta € [ fiir alle 4,7 € [ und a € R gilt.

Beispiel.
1. Ist R ein Ring, dann sind {0} und R Ideale von R; sie heilen triviale Ideale von R.
2. Der Kern eines Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist ein Ideal von R.

3. Ist K ein Korper und n € N, dann hat der Ring K, ,, der (n,n)-Matrizen iiber K nur
die trivialen Ideale.

4. Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und a € R, dann ist
aR:={a-r|reR}

ein Ideal von R, das a enthélt.

Beweis: Wegen a = a -1 € aR, ist aR nicht leer, und es gilt a € aR. Sind nun
weiterhin 4,5 € aR und r € R, also i = as und j = as’ mit s,s € R, dann folgt
i—j=as—as’ =a(s—¢) € aR und ri = ir = (as)r = a(sr) € aR. Wegen obiger
Bemerkung ist damit aR ein Ideal von R.

aR heilt das von a erzeugte Hauptideal. Ist € eine Einheit in R, so gilt aR = acR. Fiir
a =0 folgt aR = {0} und aR = R fiir a = 1.

Bemerkung. Sei R ein Ring.

1. Gilt 1 € R und ist I ein Ideal von R mit 1 € I, so folgt I = R, denn fiir alle r € R
gilt dann 7 = r -1 € I. Ist € eine Einheit in R und € € I, so folgt 1 = ¢ - ¢ € I, also
ebenfalls I = R. Ein Korper hat somit nur die trivialen Ideale.



34

2. Ist {I; | j € J} eine Menge von Idealen von R, so ist auch Njc;/; ein Ideal von R. Fiir
eine Teilmenge M von R bezeichnet [M] den Durchschnitt aller Ideale von R, die M
umfassen. Damit ist [M] das kleinste Ideal von R, das M enthélt; es heiit das von M
erzeugte Ideal von R.

3. Sind [4,..., I, Ideale von R, so ist auch die Summe

L+ -+ 1L, ={i1+--+i,|i;€l;,7=1,...,n}

ein Ideal von R.

Ist R ein Ring und I ein Ideal von R, dann ist I eine Untergruppe der additiven Gruppe
von R, und mit R/l = {r+ I | r € R} bezeichnet man die Menge aller Nebenklassen
von I beziiglich +. Da die Addition in R kommutativ ist, ist I sogar ein Normalteiler. We-
gen Satz 3.6 aus Kapitel 1 ist R/I insbesondere eine additive abelsche Gruppe beziiglich
(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1.

Satz 1.6 Ist R ein Ring und I ein Ideal von R, dann ist R/I beziiglich
(a+1)+b+1)=(a+b)+1I, (a+1)-(b+1):=ab+1
ein Ring und 0:R— R/I, a+—a+1

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kerngp = I.

Beweis. Wegen Satz 3.6 aus Kapitel 1 ist R/I beziiglich + eine abelsche Gruppe. Wir zeigen
nun, daf§ die Multiplikation wohldefiniert ist. Ist a4+ 1 = a' + I, also a = @’ + i fiir ein i € 1,
und b+ 1 =b + 1, also b =¥+ j fiir ein j € I, dann folgt

ab+ I =+ +j)+ 1=V +dj+ib+ij)+1=db +1,
weil a'j,ib',ij € I. Das Assoziativgesetz der Multiplikation und die Distributivgesetze gel-

ten offenbar. Damit ist R/I ein Ring. Wegen Satz 3.6 aus Kapitel 1 ist ¢ ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus mit Kerng = I, und wegen

plab) =ab+ 1= (a+1)(b+1) = p(a)p(b)

fiir alle a,b € R ist ¢ ein Ringhomomorphismus.

Bemerkung.

1. Die Idealeigenschaft "ai,ia € [ fiir alle i € I und a € R” wurde lediglich zum Nachweis
der Wohldefiniertheit der Multiplikation bendotigt.

2. Satz 1.6 besagt insbesondere, daf jedes Ideal Kern eines Ringhomomorphismus ist.

3. Man schreibt auch @ statt a + I fiir alle a € R. Mit dieser Bezeichnung gilt dann
a+b=a-+0bund ab = ab fir alle a,b € R.

4. Ist R kommutativ, so auch R/I.
5. Gilt 1 € R, so ist 1 + I das Einselement von R/I.
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Definition 1.7 Ist R ein Ring und I ein Ideal von R, so heifst R/I beziiglich der in Satz 1.6
angegebenen Verkniipfungen Faktorring von R nach I, und ¢ heifit zugehériger kanonischer
Homomorphismus.

Beispiel. Wir betrachten den Ring Z und fiir n € N das von n erzeugte Hauptideal
nZ = {nz | z € Z}. Im Beispiel nach Definition 3.7 aus Kapitel 1 haben wir bereits die
additive Gruppe

o= Z/nZ = {0.1,... n=T1}

eingefiihrt. Beziiglich der in Satz 1.6 definierten Verkniipfungen ist Z, ein kommutativer
Ring mit dem Einselement 1; fiir alle a,b € Z gilt

@+b=a+b und @-b=a-b.

Ist n > 1 keine Primzahl, etwa n = ab mit a,b € Nund 1 < a,b < n, dann gilt a,b # 0,
aber ab = ab =1 = 0, d.h., Z, hat Nullteiler und ist somit kein Koérper. Wir werden spéiter
sehen, dafl Z, fiir primes p ein Korper ist und wie mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus
die multiplikativen Inversen berechnet werden konnen.

Definition 1.8 Ist I ein Ideal eines Ringes R, dann heifit I Primideal, wenn I # R und
wenn fir alle a,b € R gilt

abel =—aecl oderbe I.

Beispiel. Wir betrachten den Ring Z und fiir n € N das Hauptideal nZ. Gilt n = 1, so ist
nZ = 7 und damit nZ kein Primideal. Sei also n > 1. Ist n keine Primzahl, etwa n = ab mit
a,be Nund 1 < a,b <n, dann gilt n = ab € nZ, aber weder a € nZ noch b € nZ, d.h., nZ
ist kein Primideal. Ist aber n = p prim und sind a,b € Z mit ab € pZ, dann ist p Teiler von
ab, also p Teiler von a oder Teiler von b, d.h., a € pZ oder b € pZ. Da pZ # Z auch erfiillt
ist, ist pZ ein Primideal.

Satz 1.9 Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und I ein Ideal von R, dann gilt
I ist ein Primideal von R <= R/I ist ein Integritdtsbereich.

Beweis. " =": R/I ist ein kommutativer Ring mit dem Einselement 1. Wire 1+1 = 0+ 1,

also 1 =0, so wire 1 € I, also I = R - im Widerspruch zur Definition des Primideals. Seien

nun a,b € R mit ab = 0. Dann folgt ab = 0, also ab € I. Weil I ein Primideal ist, ergibt sich

a€loderbel, alsoa=0oderb=0.

" =" Wegen 1#0ist 1 +1#0+1,dh. 1¢& I und I # R. Seien nun a,b € R mit ab € I.

Dann gilt @b = ab = 0, also @ = 0 oder b = 0, da R/I nullteilerfrei ist, also a € I oder b € I.
O

Beispiel. Wir betrachten den Ring Z und fiir n € N das Hauptideal nZ. Dann ist der Ring
Z,, = Z/nZ genau dann ein Integritdtsbereich, wenn n = p eine Primzahl ist. Als endlicher
Integritétsbereich ist Z, dann sogar ein Korper.
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Definition 1.10 Ist [ ein Ideal eines Ringes R, dann heifst I maximales Ideal, wenn I # R
und wenn es kein Ideal J von R mit [ C J C R gibt.

Satz 1.11 Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und I ein Ideal von R, dann gilt
I ist ein mazimales Ideal von R <= R/I ist ein Korper.

Beweis. ” =": R/I ist ein kommutativer Ring mit dem Einselement 1. Wire 1+1 = 0+ 1,
also 1 = 0, so wiare 1 € I, also I = R - im Widerspruch zur Definition des maximalen
Ideals. Sei nun @ € R/I,a # 0. Wir zeigen, dal @ in R/I invertierbar ist. Wegen @ # 0 gilt
a ¢ I, und aR + I ist ein Ideal von R, das wegen a = a -1+ 0 € aR + I das Ideal I echt
umfafit. Aufgrund der Maximalitét von [ folgt aR+1 = R, d.h., es gibt r € R und ¢ € I mit
ar + i = 1. Im Faktorring R/I bedeutet das 1 =a 7+ i = a 7, d.h., 7 ist das multiplikative
Inverse von @.

" =" Wegen 1 #0ist 1 +1#0+1,dh. 1 ¢ I und I # R. Sei nun J ein Ideal von R mit
I CJ,dh., esgibteinaec Ja¢l. Dannist@+# 0, und es existiert ein b € R mit a b = 1,
weil R/I ein Kérper ist. Es folgt 1 —ab =0, also 1 —ab € I C J. Wegen a € J bedeutet das

1€ Jund J = R.
O

Korollar 1.12 In einem kommutativen Ring mit 1 ist jedes maximale Ideal auch Primideal.
Beispiel.

1. In einem Integrititsbereich ist {0} ein Primideal, und in einem Korper ist {0} ein
maximales Ideal.

2. Im Ring Z sind die Ideale pZ, p Primzahl, genau die maximalen Ideale; {0} ist das
einzige Primideal, das nicht maximal ist (vgl. Beispiel 2 nach Korollar 3.11).

Korollar 1.13 Ist K ein Kérper, R ein Ring und ¢ : K — R ein Ringhomomorphismus,
so0 ist @ injektiv oder ¢ ist die Nullabbildung, d.h. p(x) =0 fir alle x € K.

Satz 1.14 (Homomorphiesatz) Sind R,S Ringe und ist ¢ : R — S ein surjektiver
Ringhomomorphismus, dann ist

Y R/Kernp — S, a+ Kerng — ¢(a)
ein Ringisomorphismus. Insbesondere gilt also
S = R/Kernp.

Beweis. Wegen Satz 3.8 aus Kapitel 1 ist ¢ ein Gruppenisomorphismus zwischen den addi-
tiven Gruppen von R/Kerng und S. Fiir alle a,b € R gilt weiterhin

w(@-b) =1 (ab) = p(ab) = p(a)p(b) = Y(@)y(b),

wobei @ = a 4+ Kerny und b = b 4 Kernyp. Somit ist ¢ ein Ringisomorphismus.
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Bemerkung. Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und ¢ : R — S ein surjektiver Ringho-
momorphismus, so ist S wegen Satz 1.9 genau dann ein Integritdtsbereich, wenn Kerny ein
Primideal ist, und wegen Satz 1.11 ist S genau dann ein Kérper, wenn Kerny ein maximales
Ideal ist.

Definition 1.15 Ist R ein Ring und S C R eine Teilmenge von R, so heifst S Teilring von
R, wenn S beziiglich der Verkniipfungen von R selbst ein Ring ist. Ist S sogar ein Kérper,
so heifst S Teilkorper von R.

Bemerkung. R sei ein Ring.

1. Eine nichtleere Teilmenge S von R ist genau dann ein Teilring von R, wenn z—y, xy € S
fiir alle z,y € S gilt.

2. Der Durchschnitt von Teilringen eines Ringes R ist ein Teilring von R, der Durchschnitt
von Teilkorpern eines Korpers K ist ein Teilkorper von K.

3. S sei ein Teilring von R. Hat R ein Einselement, so braucht S kein Einselement zu
haben und umgekehrt. R und S koénnen sogar verschiedene Einselemente haben. Ist F'
Teilkorper des Korpers K, so haben F' und K dasselbe Einselement.

4. Ist ¢ : S — R ein Ringhomomorphismus, so ist ¢(5) ein Teilring von R, und wegen
des Homomorphiesatzes gilt ¢(S) = S/Kernep.
Beispiel.
1. Z ist ein Teilring von Q und Q ein Teilkérper von R.

2. Jedes Ideal I eines Ringes R ist Teilring von R; so ist zum Beispiel 2Z ein Teilring von
Z, der kein Einselement hat.

3. {a +bv2 | a,b € Z} ist ein Teilring von R und {a + bi | a,b € Z} mit i*> = —1 ein
Teilring C.

Satz 1.16 (1. Isomorphiesatz) Ist R ein Ring, S ein Teilring von R und I ein Ideal von
R, dann ist S+ I mat

S+I={s+i|seSundicl}

ein Teilring von R sowie S N1 ein Ideal von S und
e:S/(SNI)— (S+1)/I, s+(SNI)r—s+1

ein Ringisomorphismus.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl S+ I ein Teilring von R ist. Wegen Satz 3.9 aus Kapitel 1
ist S+ I Untergruppe von R beziiglich +. Sind nun s+, s +4¢ € S+ mit s,s" € S,i,i € I,
dann gilt (s +1i)(s' + ') = ss' + si' +is' + i’ € S+ I, weil si’,is, it € I.

Wie im Beweis von Satz 3.9 aus Kapitel 1 gezeigt wurde ist
v: S — (S+1)/I, s—s+1
ein surjektiver Ringhomomorphismus mit dem Kern S N [. Fiir alle s,s' € S gilt
U(ss’) = ss' + 1= (s+1)(s' + 1) = d(s)y(s),
d.h.; v ist ein Ringhomomorphismus. Wegen des Homomorphiesatzes fiir Ringe ist
o:S/(SNI)— (S+D)/I, s+ (SNI)r—s+1

ein Ringisomorphismus.

Definition 1.17 Sei S ein Ring und R ein Teilring von S. Sind ag, . ..,a, € R und o € S,
dann heifst

a, ™ + -+ aja+ aqg

Polynom in o mit den Koeffizienten ag, ..., a, € R.

Bemerkung.
1. Die Menge aller Polynome in o mit Koeffizienten aus R wird mit R|«a] bezeichnet.

2. Insbesondere ist jedes Element aus R ein Polynom in o mit Koeffizienten aus R, d.h.
R C Rlal.

3. Ist S kommutativ (oder allgemeiner: Gilt ar = ra fiir alle r € R), so zeigt man leicht
mit Bemerkung 1 nach Definition 1.15, dafl R[] ein Teilring von S ist; R ist dann
Teilring von R[a]. Haben R und S dasselbe Einselement, so gilt @ € R[a], und R]o]
ist der kleinste Teilring von S, der R und « enthélt. Es gilt zum Beispiel

ZIV2) = {a+bV2 | a,b e Z} und Z[i] = {a + bi | a,b € Z},

wobel \/§,i € C und wir Z als Teilring von C auffassen.

Definition 1.18 Sei S ein kommutativer Ring mit 1 und R ein Teilring von S mit 1 € R.
Dann heifst x € S Unbestimmte tber R, wenn fir alle n € Ny und aq, . ..,a, € R gilt:

a "+ +ar+ta=0=a,=--=a =a=0.

Ist x € S Unbestimmte iiber R, so heifft S Polynomring in x iber R, wenn S = R|x].
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Bemerkung.

1. Ist S Polynomring in der Unbestimmten z iiber R, d.h. S = R|x], so a8t sich jedes
Element aus S = R[z| eindeutig als Polynom in x schreiben, d.h., gilt

" + -+ a1x +ap = bpx™ 4 -+ bz + by

mit ag,...,an,b0,...,b,, € R und a,,b, # 0, dann folgt n = m sowie a; = b; fiir
1=0,...,n.

2. Ist f(z) € R[z] und = Unbestimmte tiber R, sowie
fx) =apa" + -+ a1z +ap

mit a,,...,a9 € R, dann heifit n der Grad von f(z), falls a, # 0, geschrieben
grad f(z) = n. Gilt a, = -+ = ap = 0, so heifit f(x) Nullpolynom; das Nullpoly-
nom hat den Grad —oo. Gilt a,, = 1, so heifit f(z) normiert.

Ist g(z) € R[z] ein weiteres Polynom mit g(x) = b, 2™ + - - - + byx + by, so folgt
F(2)9(2) = apbmx™™ 4+ (anbm—1 + Gp_1bp)z" ™™ - (ayby + agby)z + agby.

Sind also f(z),g(x) # 0 und a,,b,, # 0, dann hat f(z)g(z) den Grad n + m, falls
anby, # 0. Ist also R ein Integritédtsbereich, so gilt

grad f(z)g(x) = grad f(z) + grad g(z),
und R[z] ist ebenfalls ein Integritdtsbereich.

3. S sei ein kommutativer Ring mit 1 und R ein Teilring von S mit 1 € R. Ist x € S
Unbestimmte iiber R und y € S Unbestimmte iiber R[x], dann ist y Unbestimmte iiber
R sowie x Unbestimmte iiber R[y], und es gilt R[z][y] = R[y][z]. Man schreibt dann
R[z]ly] = R[z,y] und nennt z,y unabhingige Unbestimmte iiber R.

Beispiel. Q ist ein Teilring von R. Dann ist @ = 1+ /5 € R keine Unbestimmte iiber Q, da
a?—2a—4=0.

Allerdings ist 7 € R Unbestimmte iiber QQ; man sagt in diesem Falle auch, dal 7 transzen-
dent ist. e ist ebenfalls Unbestimmte iiber Q, und zum Beispiel ist eV2 € R Unbestimmte
tiber Qle]. Ist m Unbestimmte iiber Qle]?

Satz 1.19 Zu jedem kommutativen Ring R mit 1 gibt es einen Polynomring S in einer
Unbestimmten x tiber R.

Beweis. Sei S die Menge der endlichen Folgen von R, d.h., jedes Element aus S hat die
Darstellung
(ag,as,as,...) mit ag, ar,as,... € R,
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so daf a; # 0 nur fiir endlich viele Indizes i € Ny gilt. Offenbar ist S beziiglich der gliedweisen
Addition

(CLO,CL17(12,...)+ (b07b1,b2,...) = (CLO—I—b(),CLl +b1,a2+b2,...)
eine additive abelsche Gruppe mit dem Nullelement (0,0,0,... ). Durch

((Zo,al,ag,...)'(bo,bl,bg,...>:(Co,Cl,CQ,...)

mit ¢, = agb, + a1b,—1 + - - - + a,_1b1 + a,by wird auf S eine Multiplikation erklart, denn ist
a; = 0 fir alle 2 > k und b; = 0 fiir alle 7 > [, so ist ¢, = 0 fiir alle n > k+1[. Mit etwas Miihe
rechnet man nach, daf§ S beziiglich obiger Addition und Multiplikation ein kommutativer
Ring mit dem Einselement (1,0,0,...) ist.

¢:R— S, a— (a,0,0,...)

ist ein injektiver Ringhomomorphismus, und ¢(R) ist ein Teilring von S mit 1 € ¢(R). Identi-
fiziert man die Elemente a und ¢(a) fiir alle a € R, so ist R ein Teilring von S mit 1 € R. Wir
definieren x = (0, 1,0, ... ) und erhalten mit vollstdndiger Induktion fiir allen € Nunda € R

a-z" = (a,0,0,...)-(0,1,0,...)"=(0,...,0,a,0,...).
T

(n + 1)-te Stelle

Fiir alle ag, aq,as,... € R gilt dann
apx” +---+ax+ay = (ag,ai,...,a,,0,0,...), also
ap " +--+ar+a=0 < a=a=---=a,=0.

Damit ist  Unbestimmte iiber R und S = R[z].

Bemerkung.

1. Ist R’ ein kommutativer Ring mit 1 und R ein Teilring von R’ mit 1 € R, dann ist
R[z] Teilring des Polynomringes R'[z] tiber R’ in der Unbestimmten x; dabei ist  auch
Unbestimmte iiber R.

2. Verzichtet man im Beweis von Satz 1.19 bei der Definition von S auf die Bedingung
"a; # 0 nur fir endlich viele Indizes i € Ny " definiert aber Addition und Multipli-
kation entsprechend, so ist S der sogenannte Ring der formalen Potenzreihen iiber R
in der Unbestimmten z. Die Elemente von S lassen sich entsprechend schreiben als

o0
a0+a1x+a2x2+... = E akxk.
k=0

Fiir den Ring der formalen Potenzreihen fithrt man auch die Bezeichnung R][z]] ein.
Die Elemente von R[[z]] werden komponentenweise addiert und wie beim tiblichen Aus-
multiplizieren von Potenzreihen (Cauchy-Produkt) multipliziert.
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Universelle Eigenschaft von R[x]

Der Polynomring R[z] in einer Unbestimmten z iiber einem kommutativen Ring mit Eins
hat folgende universelle Eigenschaft: Ist S ein kommutativer Ring und ¢ : R — S ein
Ringhomomorphismus, so gibt es zu jedem s € S genau einen Ringhomomorphismus

Y R[x] — S mit ¢(x) = s und ¥(r) = p(r) fur alle r € R.
Wegen

Y(an2" 4+t arr +ag) = Y(an)P(@)" + -+ Plar)P(x) + P (ao)
= p(an)s" + -+ ¢(a1)s + p(ag)

ist ¢ eindeutig bestimmt, und durch
Plana™ + -+ ar1x + ag) = @(an)s™ + -+ + ¢(ar)s + ¢(ao)

wird der gewiinschte Ringhomomorphismus ¢ definiert.

Anwendung.

1. Sind R[z] und R[2'] zwei Polynomringe iiber R in den Unbestimmten x und z’, so sind
¥ Rlz] — R[2'], f(x) — f(z') und ¢": R[2'] — Rlz], f(z') — [f(2)

Ringhomomorphismen. Da 1 die Umkehrabbildung von ¢’ ist, sind ¢ und v’ Iso-
morphismen. Ist zum Beispiel # Unbestimmte iiber R, so sind auch x? und z + 1
Unbestimmte iiber R, also R[z?] = R[x + 1].

2. Ist R Teilring des kommutativen Ringes S und s € S, so ist das Finsetzen ein Ringho-
momorphismus, d.h.,

¥ Rlz] — S, f(x) — [f(s)

ist ein Ringhomomorphismus.

Definition 1.20 Ist R ein kommutativer Ring mit Eins und R[x] Polynomring iber R in
der Unbestimmten x, dann heifst a € R Nullstelle des Polynoms f(x) € R[z], wenn f(a) = 0.

2. Quotientenkorper

Im folgenden sei R stets ein Integritéatsbereich. Ziel dieses Paragraphen ist es zu zeigen, dafl
sich R dann in einen Koérper einbetten 1a3t. Dabei werden wir wesentlich benutzen, dafl in
R folgende Kiirzungsregel gilt:

Va,b € RVz € R\ {0} : (ax = bx = a = b);
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ist ndmlich ax = bz, also (a — b)z = 0, und = # 0, so ergibt sich aus der Nullteilerfreiheit
a—b=0,dh. a=0

Zunichst definieren wir
F(R) :={(r,s) | r,s € Rund s # 0}
und fiir alle (r, s), (r',s') € F(R):
(r,s) ~(r')s") < rs =sr'.

Dann gilt fiir alle (r, s), (', s'), (r",s") € F(R):

1. (r,8) ~ (r,s) (Reflexivitét).
2. (r,s) ~ (1, ¢') = (r',s) ~ (r,s) (Symmetrie).

3. ((rys) ~ (1, s") N (1, 8") ~ (1", 8")) = (r,s) ~ (r", ") (Transitivitét).

Beweis. 1.) Wegen rs = sr gilt (r,s) ~ (1, s).

2.) Ist (r,s) ~ (17, ¢), so folgt rs' = s1’; also r's = s'r, d.h. (v',5") ~ (r,s).

3.) Gelten (r,s) ~ (r',¢') und (',s") ~ (r",s"), dann ist rs’ = sr’ und r's” = s'r"”. Aus
rs's” = sr's” und r's"s = s'r"s folgt nun rs's” = s'r”s. Wegen s’ # 0 ergibt sich aus der
Kiirzungsregel schliefllich rs” = r"s, d.h. (r,s) ~ (1", s").

O

Damit ist ” ~” eine Aquivalenzrelation, und fiir alle 7, s € R, s # 0 ist dann

r

. ={(z,y) € F(R) | (r,s) ~ (z,y)}

die Aquivalenzklasse, in der (r, s) liegt. Es gilt somit

r 7

STy & (r,s) ~(r',s") < rs =sr'.

Zum Beispiel gilt ~ = % fiir alle r € R, 7 # 0. Die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnen
wir mit

Q(R) = {g | r,s € Rund s # 0},

und auf Q(R) wird folgendermafien eine Addition + und eine Multiplikation - definiert:

r r or-sd+s-0r ror
s s

s-s

- I

s 8 5.8
Zunéchst mufl die Wohldefiniertheit von 4 und - nachgewiesen werden:

Wohldefiniertheit von + : Aufgrund der Nullteilerfreiheit von R ergibt sich s- s # 0, also

r-s +s-1
—— € Q(R).

s-s
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—_—u

. / /
Gilt nun £ = # und 5 = %, dann folgt 7v = su und 7'v" = s'u/, also
ros'v' + r'v'sv = sus'v' + s'u'sv, d.h. (rs’ + sr')vv' = ss'(uwv’ + u'v).

wv’+ou’
v’

. . . / !
Somit ergibt sich ’"s;f’” =

Die Wohldefiniertheit von - beweist man entsprechend. Mit etwas Ausdauer rechnet man nun
nach, dafl Q(R) beziiglich der oben definierten Addition und Multiplikation ein kommutati-
ver Ring mit Eins ist. Dabei gilt:

1. % ist das neutrale Element der Addition.
2. =" ist das inverse Element von ~ beziiglich der Addition.

1 . 140
3. 7 ist das Einselement, 7 # 7.

Q(R) ist sogar ein Korper: Ist £ € Q(R) und % # %, dann gilt (r,s) % (0,1), d.h. r1 # 50,
also r # 0. Es folgt £ € Q(R) und 2 - £ =L = 1.
Damit ist zunéichst Q(R) formal der Kdérper aller Briche von R, aber R selbst ist keine
Teilmenge von Q(R). Das Ziel ist es nun, die Elemente von R mit geeigneten Elementen aus
Q(R) zu identifizieren. Dazu betten wir R in Q(R) ein:

r

fR—>Q(R)7 T'—>I

ist ein injektiver Ringhomomorphismus; zunéchst gilt fiir alle r, s € R:

fr+s) = =T Do )+ f(s),
fres) = ===1-2=f)-f(s)

f ist injektiv, denn f(r) = % gilt genau dann, wenn § = %, d.h. r=0.

Weiterhin ist f(1) das Einselement von Q(R), und fiir alle ~ aus Q(R) gilt:

W | =

3 =71 (1)71 = f(r)- f(s)™".

=3

Jedes Element aus Q(R) 1a8it sich also als Quotient von zwei Elementen aus f(R) schreiben.

Definition 2.1 Ist R ein Integrititsbereich, K ein Kérper und f : R — K ein injektiver
Ringhomomorphismus, dann heifit K Quotientenkorper von R, wenn es zu jedem k € K
Elemente r,s € R, s # 0 mit

k=f(r)f(s)™
qibt.
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Somit wurde oben bewiesen:

Satz 2.2 Jeder Integrititsbereich hat einen Quotientenkdorper.

Bemerkung.
1. Schreibt man r statt f(r) fur alle r € R, so ist R ein Teilring von Q(R) und
Q(R)={rs'|r,s€ R,s#0}.

2. Wir werden spéter noch zeigen, daf es fiir jeden Integritédtsbereich R im wesentlichen
genau einen Quotientenkorper gibt. Man spricht daher auch von dem Quotientenkorper
von R.

3. Ist K ein Korper und R ein Teilring von K mit K = {rs™! | r,s € R, s # 0}, so ist K
ein Quotientenkorper von R.

Beispiel.

1. Den Quotientenkorper von Z bezeichnet man mit Q, und es gilt
@:{2 | n,m € Z und m # 0}.
m
Die Elemente von QQ heiflen rationale Zahlen.

2. Ist K ein Korper, dann ist der Polynomring Klz] iiber K in der Unbestimmten z ein
Integritatsbereich. Den Quotientenkorper von K[z] bezeichnet man mit

x

(o) = (5 | fa).gte) € Kla] wnd (o) £ 0)

und nennt die Elemente von K (z) gebrochen-rationale Funktionen iiber K in der Un-
bestimmten x.

Universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers

Ist K ein Koérper und g : R — K ein injektiver Ringhomomorphismus, so existiert genau ein
injektiver Ringhomomorphismus h : Q(R) — K, so daf folgendes Diagramm kommutativ
ist:
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Die Kommutativitit des Diagramms bedeutet dabei, dal g = h o f gilt. Wegen

ist A eindeutig bestimmt, und durch

h(f(r)f(s)™") = g(r)g(s) ™

wird der gewiinschte Homomorphismus definiert. Die universelle Eigenschaft besagt, dafl
sich jede Einbettung eines Integritdatsbereiches in einen Korper eindeutig auf den Quotien-
tenkorper fortsetzen 1a8t. Wir wollen nun die universelle Eigenschaft nutzen, um die ” Ein-
deutigkeit” des Quotientenkérpers zu zeigen. Dazu sei Q(R)’ ein weiterer Quotientenkorper
mit der Einbettung f': R — Q(R)’. Wir betrachten die beiden kommutativen Diagramme

R R
f f f f
QUR) " Q(RY QRY----¥---- - Q(R)

Dann erhalten wir die kommutativen Diagramme

R R
f I i /
QR) 7" QUR) QR) -+ Q(R)

Wegen der Eindeutigkeit ist g o h die Identitiat auf Q(R), d.h.
goh:Q(R) — Q(R), v — =
Entsprechend ist h o g die Identitat auf Q(R)’, d.h.
hog: QR — Q(R), & a.

Also sind h und g Isomorphismen, wobei h™! = g gilt.
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3. Euklidische Ringe und Hauptidealringe

Definition 3.1 FEin Integrititsbereich R heifst Euklidischer Ring, wenn es eine Funktion

g: R\ {0} — Ny

mit folgender Figenschaft gibt: Zu a,b € R,b # 0, existieren q,r € R mit a = q-b+1r, wobei
r =0 oder g(r) < g(b).

Bemerkung.

1. g heifit Wertefunktion.

2. Ein Integritatsbereich kann beziiglich verschiedener Wertefunktionen ein Euklidischer
Ring sein.

3. Ein Euklidischer Ring ist ein Integritédtsbereich, in dem Division mit Rest moglich ist.

Beispiel.
1. Der Integritdtsbereich Z ist beziiglich des Absolutbetrags | | als Wertefunktion
| [+ Z\{0} — No,z — 2]

ein Euklidischer Ring. Zum Beispiel gilt mit ¢ = 17 und b = 6 sowohl 17 =2-6+ 5 als
auch 17=3-6 — 1.

2. Der Integritéitsbereich Z[i] = {a + bi | a,b € Z} mit i* = —1 ist beziiglich der Norm-
funktion

N: Z[i]\ {0} — Ny, a + bi — a® + b*
als Wertefunktion ein Euklidischer Ring. Um das einzusehen, seien a,b € Z[i],b # 0.
Dann gibt es ¢,d € Q mit ¢ = ¢+ di sowie z,y € Z mit [¢c — x| < 5 und |d — y| < 3.
Mit ¢ = x +yi und r = ((¢ — z) + (d — y)i)b folgt q,r € Z]i] sowie
a= %b: (c+di)b=(x+yi)b+ ((c—x)+ (d—y)i)b=gb+r.
Benutzen wir die Multiplikativitdt der Normfunktion (vgl. Aufgabe 5.27), so ergibt
sich
N(r) = N((c — @) + (d = y)i)N(b) = ((c — 2)* + (d — y)*)N(b) < N(b).
3. Ist K ein Korper, so ist der Polynomring K [x] iiber K in der Unbestimmten z beziiglich

der Gradfunktion ein Euklidischer Ring, denn sind g(x), h(x) € K|z|, h(z) # 0, so gibt
es q(z),r(x) € Klz] mit g(z) = q(z)h(z) + r(z) und gradr(z) < gradh(z) oder
r(z) = 0. Um das einzusehen, sei g(z) = g,a™ + -+ + go und h(x) = hpx™ + - - + hy,
hm # 0. Gilt g(z) = 0, so wéhlen wir ¢(z) = r(z) = 0. Sei also g(x) # 0 und
grad g(x) = n. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n.
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n=0: Im Falle gradh(z) > 0 wihlen wir ¢(z) = 0 sowie r(x) = g(z) = go, und es
gilt go = 0- h(z) + go mit 0 = gradgy < gradh(z). Ist aber gradh(xz) = 0, also
h(z) = ho # 0, dann gilt go = ¢(z)h(x) + r(x) mit ¢(z) = gohy ' und r(x) = 0.

n>0: Ist m > n,so gilt g(z) = 0-h(z)+ g(z) mit gradg(z) < gradh(x). Sei also m <n
und k(z) := g(x) — g b 2" h(z) = (gn — guhy hn)z™ + ..., dh. k(x) = 0 oder
grad k(z) < grad g(z). Nach Induktionsvoraussetzung existieren ¢(x),r(z) € K|x]
mit k(x) = G(x)h(z) 4+ r(x), wobei r(x) = 0 oder gradr(z) < gradh(x). Es folgt

g(z) = k(z)+ gnh,, 2" " h(z)
= q(x)h(x) +r(x) + guhy, 'z " h(x)
= (G(x) + gnhy, ") (x) + r(2).

Beispiel. (Polynomdivision)

Die Berechnung von k(z) = g(x) — g,h,,; 'z ™h(z) 148t sich am unten aufgefiihrten Schema
veranschaulichen. Wir wihlen K = Q, g(x) = 2! — 422 + 62 + 4 und h(x) = 2? + 22 — 2.
Dann gilt k(z) = —22% — 22% + 6z + 4. Wie beim schriftlichen Dividieren reeller Zahlen
wird h(z) so mit einer geeigneten x—Potenz 2P und einer geeigneten Konstanten a € K
multipliziert, dal g(z) — aaPh(z) einen kleineren Grad als g(x) hat. Danach schreibt man
axPh(z) wie im Beispiel unter g(x) in die zweite Zeile, und k(z) erscheint in der dritten Zeile
als Differenz g(x) — azPh(z). Auf k(z) wird nun geméf Induktionsvoraussetzung dasselbe
Verfahren angewandt. Wie obigem Beweis zu entnehmen ist, lassen g(x) und k(z) bei Division
durch h(x) denselben Rest.

xt —4x? 46 44 2P+ 20 —2=2>—-2x+2
zt 4 223 — 222

— 223 — 222 4+ 62+ 4

— 223 —42? + 4z

22 +2x+ 4
202 + 4x— 4
—2x+ 8

Insgesamt erhalten wir also z* — 42? + 6z + 4 = (22 — 22 4 2)(2* + 22 — 2) — 22 + 8.

Satz 3.2 In einem Fuklidischen Ring R ist jedes Ideal I ein Hauptideal.

Beweis. Sei R ein Euklidischer Ring beziiglich der Wertefunktion g. Gilt I = {0}, so ist
I = 0R. Sei also I # {0} und M = {g(r) | r € I,r # 0} C Ng. Da M nicht leer ist, hat
M ein kleinstes Element n. Sei a € I,a # 0 mit g(a) = n = min{g(r) | r € I,r # 0}. Wir
zeigen I = aR. Wegen a € [ folgt ar € I fiir alle r € R, also aR C [I. Ist nun andererseits
i € I, dann gibt es ¢, € R mit ¢ = gqa + 7, wobei 7 = 0 oder g(r) < g(a). Ware r # 0, so
wire r =1 — qa € I mit g(r) < g(a), im Widerspruch dazu, dal n = g(a) in M minimal ist.
Also folgt i = ga € aR, d.h. I C aR.

O

Definition 3.3 FEin Integrititsbereich R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal von R ein
Hauptideal ist.
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Bemerkung.
1. Satz 3.2 besagt also, dafl jeder Euklidische Ring ein Hauptidealring ist.

2. Der Integritétsbereich Z[H— {19] ist ein Hauptidealring, der kein Euklidischer Ring ist.

Definition 3.4 R sei ein Integrititsbereich sowie a,b € R.
i) a teilt b (geschrieben alb), wenn es ¢ € R mit b = ac gibt. a heifit dann Teiler von b.
it) d € R heifit grifiter gemeinsamer Teiler von a und b (ggT von a und b), wenn d ein

Teiler von a und b ist und wenn jeder Teiler d' von a und b auch Teiler von d ist.

Bemerkung.

—_

. a teilt b <= bR C aR.

2. a teilt b und b teilt a <= aR = bR <= a = be fiir eine Einheit € € R.

3. Entsprechend definiert man den Begriff kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV).

4. Im allgemeinen gibt es zu a,b € R weder einen gg'T noch ein kgV.

5. Ein d € R ist genau dann ein gg'T von a und b, wenn aR, bR C dR und wenn fiir jedes
d € R mit aR,bR C d'R auch dR C d'R gilt. Sind also d und d' zwei gg'T’s von a und
b, so gilt dR = d'R und umgekehrt, d.h., {de | € Einheit in R} ist die Menge aller ggT’s

von a und b, wenn d ein gg'T' von a und b ist.

6. Bemerkung 5 gilt entsprechend fiir kgV'’s.

Satz 3.5 Ist R ein Hauptidealring und sind a,b € R, dann gilt fir alle d € R:
1. d ist ein ggT von a und b <= aR + bR = dR.
2. d st ein kgV von a und b <= aRNbR = dR.

Beweis. Wir beweisen nur 1). Die Behauptung 2) ergibt sich analog.

" =" Ist d ein ggT von a und b, so folgt aR,bR C dR, also aR + bR C dR. Weil R ein
Hauptidealring ist, existiert d € R mit aR + bR = d'R, also aR,bR C d' R. Da d grofiter
gemeinsamer Teiler ist, ergibt sich dR C d’'R = aR + bR, also dR = d'R = aR + bR.

" <" Wegen aR+ bR = dR, also aR,bR C dR, ist d ein Teiler von ¢ und b. Ist nun d’' € R

mit aR,bR C d' R, so folgt dR = aR + bR C d'R, d.h., d ist ein ggT von a und b.
O
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Im folgenden soll gezeigt werden, wie in einem Euklidischen Ring R ein ggT von zwei Ele-
menten a,b € R,a,b # 0 mit Hilfe des sogenannten Euklidischen Algorithmus berechnet
werden kann. Dazu ermittelt man 1, ¢y, 72,q2, ... € R nach folgendem Schema:

¢ib+ 17y mit g(r1) < g(b)
b = @qri+ry mit  g(ry) < g(r)

Tnoo = Quln_1+7r, mit g(ry,) < g(r,_1).

Wegen ¢(b) > g(ry) > -+ > g(r,—1) > 0 bricht das Verfahren ab, etwa 7, = 0 und 7,1 # 0
fiir ein n € N.
Fiir alle z,y,r € R gilt tR+ yR = (z + yr)R + yR, und wir erhalten aus obigem Schema

aR+bR = (@1b+1)R+bR=0R+ 1R,
bR+T1R = (QQT1+’F2)R—|—T’13:T1R—|—’/‘2R,
rmR+mR = (gra+71r3)R+raR=ryR+r3R,

ThoR+1, 1R = (Qnrnfl + 7an)R +rpaR=r, R+r,R.

Wegen r,, = 0 ergibt sich schlieflich aR + bR = r,_1 R, und aufgrund von Satz 3.5 ist r,,_;
ein gg'T' von a und b.

Beispiel. Wir berechnen im Ring Z der ganzen Zahlen einen gg'T von 356 und 103.

356 = 3-103 447
103 = 2-4749
47 = 5-9+2

9 = 4-2+1.

Somit ist 1 ein gg'T von 356 und 103, und man nennt 356 und 103 deshalb auch teilerfremd.
Mit 1 ist auch —1 ein gg'T von 356 und 103.
Wegen Satz 3.5 148t sich in einem Hauptidealring R jeder gg'T von a und b in der Form

d=zxa+ybmitz,y € R

darstellen. Ist R sogar ein Euklidischer Ring, so kénnen x und y mit Hilfe des Euklidischen
Algorithmus und anschlieBendem Riickwdrtseinsetzen berechnet werden. Fiir das obige Bei-
spiel ergibt sich:

1 = 9-4.2
= 9-4-(47—5-9)=21-9—4-47
= 21-(103—2-47) —4-47=21-103 — 46 - 47
— 21-103 —46 - (356 — 3 - 103)
— 159103 — 46 - 356.
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Diese Methode zur Berechnung der Darstellung eines gg'T’s kann benutzt werden, um konkret
in den Ringen Z, zum Beispiel multiplikative Inverse zu berechnen. Da 356 keine Primzahl
ist, ist Zsse kein Korper. Wegen der Teilerfremdheit von 356 und 103 ist aber 103 in Zssg
eine Einheit. In Z3s56 gilt:

1 = 159-103 — 46 - 356
= 159103 — 46 - 356
= 159103,

__1 —_

d.h. 1037" = 159 in Zsse.

Definition 3.6 R sei ein Integritditsbereich. Ist p € R keine Finheit und von 0 verschieden,
so heifft p Primelement (oder prim), wenn fir alle a,b € R gilt:

plab = pla oder plb.

Bemerkung. Ist p ein Primelement und teilt p das Produkt a;- ... -a, mit a,...,a, € R,
so teilt p mindesten ein a;,2 = 1,...,n.

Satz 3.7 R sei ein Integritdtsbereich und p € R.
p ist ein Primelement <= pR ist ein Primideal # {0}.

Beweis. " =" Da p Primelement ist, gilt p # 0, also pR # {0}. Wir zeigen nun, dal pR
ein Primideal ist. Wére pR = R, so gédbe es ein r € R mit pr = 1, d.h., p wére eine Einheit -
im Widerspruch zur Definition des Primelementes. Also gilt pR # R. Sind nun a,b € R mit
ab € pR, so ist p ein Teiler von ab. Da p prim ist, folgt pla oder p|b, d.h. a € pR oder b € pR.
" «<=": Wegen pR # {0} ist p # 0, und p ist keine Einheit wegen pR # R. Sind nun a,b € R
mit plab, dann gilt ab € pR, also a € pR oder b € pR, da pR Primideal ist. Es folgt p|a oder

plb.
O

Definition 3.8 R sei ein Integrititsbereich. Ist u € R keine Einheit und von 0 verschieden,
so heifit u unzerlegbar (oder irreduzibel), wenn fir alle a,b € R gilt:

u=ab = a ist eine Einheit oder b ist eine Einheit.

Satz 3.9 R sei ein Integrititsbereich und p € R. Ist p prim, so ist p unzerlegbar.

Beweis. Ist p prim, dann ist p keine Einheit und von 0 verschieden. Sei nun p = ab mit
a,b € R, also p-1 = ab. Dann gilt plab, d.h., pla oder p|b, da p prim ist. O.B.d.A. gelte p|a,
und es gibt r € R mit a = pr. Wegen p = ab = prb und der Nullteilerfreiheit von R ergibt

sich 1 = rb, d.h., b ist eine Einheit.
O

Bemerkung. Im allgemeinen sind unzerlegbare Elemente nicht prim. Zum Beispiel ist 3 im
Integritatsbereich Z[v/—5] unzerlegbar, aber nicht prim.



ol

Satz 3.10 R sei ein Hauptidealring und u € R.
u st unzerlegbar <= uR ist ein maximales Ideal # {0}.

Beweis. " =—": Da u unzerlegbar ist, gilt u # 0, also uR # {0}. Wir zeigen nun, dal uR
maximales Ideal ist. Ware uR = R, so gidbe es ein r € R mit ur = 1, d.h., u wére eine
Einheit - im Widerspruch zur Definition des unzerlegbaren Elementes. Also gilt uR # R.
Ist nun [ ein Ideal von R mit uR C I C R, dann gibt es ein a € R mit [ = aR, da R ein
Hauptidealring ist. Wegen v € I = aR existiert ein b € R mit u = ab, d.h., a ist Einheit
oder b ist Einheit, weil u unzerlegbar ist. Ist a Einheit, so folgt I = R, ist b Einheit, so folgt
I =aR = abR = uR.

" «<=":Ist uR # {0} ein maximales Ideal, dann ist uR wegen Korollar 1.12 auch ein Prim-

ideal, d.h., u ist prim wegen Satz 3.7 und wegen Satz 3.9 unzerlegbar.
O

Korollar 3.11 Ist R ein Hauptidealring, dann sind unzerlegbare Elemente und Primelemen-
te dasselbe, und jedes Primideal # {0} ist maximal.

Beispiel.
1. Weil 3 in Z[v/—5| unzerlegbar ist, aber nicht prim, ist Z[v/—5] kein Hauptidealring.

2. Im Ring Z sind die Ideale pZ, p prim genau die maximalen Ideale, und {0} ist das
einzige Primideal, das nicht maximal ist.

3. K sei ein Korper. Die Einheiten des Polynomringes K|[x] iiber K in der Unbestimmten
z sind genau die Elemente k£ € K,k # 0. Ein Polynom f(z) € K|[z] ist damit genau
dann unzerlegbar oder prim, wenn grad f(z) > 1 und wenn sich f(z) nur trivial zerlegen
1a8t, d.h., wenn fiir alle g(z), h(z) € K|[z| gilt:

f(z) = g(x)h(r) = g(z) = go € K oder h(x) = hy € K;

f(z) heift dann irreduzibel iiber K. Jedes Polynom f(x) vom Grad 1 ist irreduzibel;
z.B. f(xr) =z —a,a € K. Sei nun grad f(x) > 2. Hat f(x) eine Nullstelle a € K, so
gilt

f(x) = q(z)(x = a) + r(z) mit g(z),r(z) € Kz],

wobei r(z) = 0 oder gradr(x) < grad (z — a) = 1. Es ergibt sich r(z) = r € K, und
wegen 0 = f(a) = q(a)(a—a)+r =r folgt f(x) = q(z)(x —a), d.h., f(z) ist reduzibel.
Ist andererseits f(x) reduzibel, so braucht f(z) aber keine Nullstelle in K zu haben;
zum Beispiel ist (22 + 1)(z? 4 2) reduzibel iiber Q, hat aber in Q keine Nullstelle. Gilt
jedoch grad f(z) = 2 oder grad f(z) = 3, so ist f(x) genau dann irreduzibel iiber K,
wenn f(z) in K keine Nullstelle hat, denn bei jeder nichttrivialen Zerlegung von f(x)
hat mindestens ein Faktor den Grad 1. Zum Beispiel hat 2 — 3 keine Nullstelle in Q
und ist daher irreduzibel iiber Q, aber reduzibel iiber R, und 22+ 1 ist irreduzibel iiber
R, aber reduzibel iiber C.
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4. Gauflsche Ringe

Definition 4.1 Ist R ein Integrititsbereich, dann heiffit R Gaufscher Ring, wenn sich jedes
Element a € R, a # 0, das keine Einheit ist, als Produkt von Primelementen schreiben lift.

Bemerkung. Ist p € R keine Einheit und von 0 verschieden sowie € € R, € # 1 eine Einheit,
dann ist p wegen Satz 3.7 genau dann prim, wenn pe prim ist. Eine Darstellung von a € R
als Produkt von Primelementen a = p; - ... - p, ist daher im allgemeinen nicht eindeutig,
daa= (ep1) - (e'p2) - ... - p, zum Beispiel eine weitere Darstellung von a als Produkt von
Primelementen liefert, die sich allerdings von der ersten nicht wesentlich unterscheidet.

Definition 4.2 Ist R ein Integrititsbereich, so heiffen a,b € R assozitert, wenn es eine Ein-
heit e € R mit a = be gibt.

Bemerkung. In einem Integritédtsbereich R sind a,b € R genau dann assoziiert, wenn
aR = bR gilt.
Beispiel.

1. In Z sind a und b genau dann assoziiert, wenn a = b oder a = —b gilt.

2. In Z[i] sind 1 + 2i und 2 — i assoziiert.

3. Ist K ein Korper und x eine Unbestimmte iiber K, so sind f(z),g(z) € K[z]| genau
dann assoziiert, wenn es ein k € K,k # 0 mit f(z) = kg(x) gibt. Sind f(z) und g(x)
normiert, so sind f(z) und g(z) genau dann assoziiert, wenn f(x) = g(x).

Satz 4.3 Ist R ein Gaufischer Ring sowie a € R keine Einheit und von 0 verschieden mat

a=pr- ... "Pr=4q1" ... (s,
wobei p1,...,prq1,-..,qs Primelemente aus R sind, dann gilt v = s, und bei geeigneter
Indizierung sind p;, q; firi=1,...,r assoziiert.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach r.

r =1: Wir nehmen s > 1 an. Da p; wegen Satz 3.9 als Primelement unzerlegbar ist, folgt
aus pr =q - (g ... -qs), daBl ¢; oder go - ... - g, eine Einheit ist. Als Primelement ist ¢
keine Einheit, und es gibt ein ¢t € R mit (go- ... -¢s)t = 1, d.h., ¢o ist Einheit - Widerspruch.
Damit ergibt sich s =1 und p; = ¢;.

r > 1: Da ¢ prim ist, folgt 0.B.d.A., dafl ¢; Teiler von p; ist, also p; = ¢t fiir ein t € R.
Als Primelement ist p; unzerlegbar und ¢; keine Einheit, d.h., ¢ ist Einheit in R. Aus

prep2 oo pr = (@u-t) p2r .o pr
= ql.(t.p2)._...pr
= @192 ... Qs



93

folgt (t-pa)- ... "pr=qo- ... - qs. Dabei ist t - p ein Primelement in R. Nach Induktions-
voraussetzung ergibt sich r — 1 = s — 1, also r = s, und bei geeigneter Indizierung sind ¢ - py
und g sowie p; und ¢; fiir ¢ > 2 assoziiert. Somit sind schliefSlich bei geeigneter Indizierung
p; und ¢; fiir alle ¢ = 1,...,r assoziiert.

O

Bemerkung.

1. In einem Gaufischen Ring sind Primelemente und unzerlegbare Elemente dasselbe,
denn ist p prim, so ist p unzerlegbar wegen Satz 3.9, und ist p unzerlegbar sowie
p=p1- ... -pp, mit n > 1 eine Zerlegung von p in Primelemente, so ist ps - ... - p,
eine Einheit, weil p; als Primelement keine Einheit ist.

2. In einem Gauflschen Ring R existieren zu a,b € R\ {0} stets ein ggT und ein kgV,

denn gilt
_ k1 kn 3 b I In
a=p' - ... -pyre, sowie b=pi - ... pre
mit paarweise nicht-assoziierten Primelementen py,...,p, sowie ki, ..., kn,li,..., 1,

aus NU {0} und Einheiten ¢,, ¢, € R, dann ist

(ol . ,
prlmn{ vhl o - printkndn}ein goT von a und b
sowlie max{ki,l1} max{kn,ln}

Dy S Dy ein kgV von a und b.

ab

Ist d ein ggT von a und b, so ist also

und b teilerfremd.

ein kgV von a und b. Gilt d = 1, so heiflen a

Satz 4.4 Jeder Hauptidealring R ist ein Gaufischer Ring.

Beweis. Wir definieren
M:={a€ R|a+#0und a ¢ E(R) und a ist nicht Produkt von Primelementen}

und nehmen an, dal M nicht leer ist. Zuerst zeigen wir
(%) Zu jedem a € M gibt es ein o’ € M mit aR C o’R C R.

Wegen a € M ist a nicht prim, und wegen Satz 3.7 ist aR kein Primideal, also auch nicht
maximal wegen Korollar 1.12. Es existiert somit ein Ideal I von R mit aR C I C R, das
aufgrund der Voraussetzung des Satzes sogar ein Hauptideal ist: I = bR. Sei ¢ € R mit
a = be. Wegen a # 0 ist b # 0 und ¢ # 0, wegen aR # I ist ¢ keine Einheit, und wegen
I # R ist b auch keine Einheit. Waren also b und ¢ nicht aus M, so wére a Produkt von
Primelementen. Also folgt b € M oder ¢ € M. Ist b € M, so setzen wir a’ = b, anderenfalls
a’ = ¢, und es gilt aR C 'R C R, womit () gezeigt ist.

Da M nicht leer ist, gibt es wegen (x) eine aufsteigende Kette ajR C aaR C --- C R von
Idealen, wobei aq, as,... € M. Offenbar ist die Vereinigung

[:UCLZR

1€EN
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ein Ideal von R. Da R ein Hauptidealring ist, gilt I = aR fiir ein a € R. Wegen a € [ liegt
a in einem a; R; also folgt mit aR C a;R C a;.1 R C I = aR ein Widerspruch.
O

Beispiel.

1. Als Euklidischer Ring ist Z ein Hauptidealring, also ein Gaufischer Ring. Jede natiirli-
che Zahl n € N;n > 1 148t sich damit eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren)
als Produkt von Primzahlen schreiben.

2. Ist K ein Korper, so ist der Polynomring Klz] iiber K in der Unbestimmten z ein
GauBscher Ring. Jedes normierte Polynom f(z) € K[z] mit grad f(z) > 1 148t sich
eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) als Produkt normierter irreduzibler
Polynome aus K[z] schreiben. Sind z.B. ay,...,a, € K paarweise verschieden, dann
sind x — ay,...,x — a, paarweise verschiedene nicht-assoziierte irreduzible Polynome
aus K[z]. Ist jedes a; Nullstelle von f(z) € K[z], so ist jedes © — a; Teiler von f(z) in
K[z] (vgl. Beispiel 3 nach Korollar 3.11), und wir erhalten

Korollar 4.5 Ist K ein Korper und f(x) € K[z], f(z) # 0 ein Polynom mit paarweise ver-
schiedenen Nullstellen ay, ..., a, € K, so ist (x —ay)- ... - (x —a,) ein Teiler von f(z) in
K[z]. Hat f(x) den Grad n, so hat f(z) hdéchstens n verschiedene Nullstellen in K.

Lemma 4.6 Ist R ein Gaufscher Ring und R|x] der Polynomring iber R in der Unbe-
stimmten x, dann ist jedes p € R, das in R prim ist, auch in R[x] Primelement.

Beweis. Weil p Primelement in R ist, ist p # 0 und p keine Einheit in R, also auch keine
Einheit in R[x]. Seien nun f(z), g(z) € R[x] und sei p ein Teiler von f(z)g(x). Gilt f(z) =0
oder g(z) =0, so folgt f(z) =0-p oder g(z) =0 - p. Sei also

f(@) =ana" + -+ ax +ao, g(x) = bpa™ + -+ bz + by

mit ag, ..., a,,bo,...,b, € Rund a,,b,, # 0.

Annahme: p teilt in R nicht jedes a; und nicht jedes b;. Dann gibt es ein r € {0,...,n}
minimal mit der Eigenschaft, dal p kein Teiler von a, ist, und ein s € {0,...,m} minimal
mit der Eigenschaft, dal p kein Teiler von by ist. Folglich wird jedes a; mit ¢+ < r und jedes
b; mit ¢ < s von p geteilt, d.h., p ist Teiler von a; - b, s_; fiir alle ¢ # r. Da p Primelement in
R ist, wird a,.bs nicht von p geteilt und damit auch nicht

hr—f—s = Z aibr+s—i = arbs + Z aibr—i—s—i'
% iF£r

Somit ist p kein Teiler von f(z)g(x), weil h,,, der Koeffizient von z"** in f(z)g(x) ist -
Widerspruch.

Also teilt p jedes a;, d.h. p|f(x), oder jedes b;, d.h. p|g(x).
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Definition 4.7 Ist R ein Gaufischer Ring und f(x) = apz™ + -+ a1z + ag € Rx],a, # 0,
dann heifit f(z) primitiv, wenn es kein Primelement p in R gibt, das ag,ay,. .., a, teilt.

Bemerkung. R sei ein Gaufscher Ring und K der Quotientenkdrper von R.

1. Ein Polynom f(x) € R[z], f(x) # 0 ist genau dann primitiv, wenn es von keinem
p € R, das in R prim ist, in R[z| geteilt wird.

2. Ist f(z) € Klz], f(x) # 0, so gibt es ein a € K und ein primitives g(x) € R[z]| mit
f(z) = a- glx).

Korollar 4.8 (Gauflsches Lemma) Ist R ein Gaufischer Ring, dann ist das Produkt pri-
mitiver Polynome aus R|x] primitiv.

Korollar 4.9 Es sei R ein Gaufischer Ring mit dem Quotientenkdorper K und f(x) € R[z],
f(z) # 0 primitiv. Ist a € K mit af(z) € Rlz|, dann gilt a € R.

Beweis. Sei a = uv™! # 0 mit u,v € R und u,v teilerfremd. Ist v Einheit in R, so folgt
a € R. Ist v keine Einheit in R, so hat v einen Primteiler p in R, der wegen Lemma 4.6 auch
prim in R[z] ist. Da v(af(x)) = uf(x) gilt, ist p Teiler von u oder Teiler von f(z). Das erste
widerspricht der Teilerfremdheit von u, v, das zweite der Tatsache, daf§ f(z) primitiv ist.

O

Hilfssatz 4.10 Ist R ein Gaufscher Ring, K der Quotientenkdrper von R und f(x) € R[z]
primitiv, dann ist f(x) Primelement in R[x], wenn f(x) Primelement in K|x] ist.

Beweis. Sei f(x) € R[z]| primitiv und prim in K[z|. Dann ist f(z) # 0 und keine Einheit
in K[z], also auch keine Einheit in R[z|. Seien nun g(x),h(x) € R[z] und sei f(x) Teiler
von g(z)h(z) in R[z]. Dann ist f(z) Teiler von g(z)h(z) in K[z], d.h., f(z) teilt g(z) in
K[z] oder f(x) teilt h(z) in K[z], da f(z) prim in K[z] ist. O.B.d.A. gelte g(z) = f(z)q(x)
mit g(x) € K[z]. Es gibt ein a € K und ein primitives s(z) € R[z| mit ¢(x) = as(z), also
g(x) = af(z)s(x). Wegen des Gauflschen Lemmas ist f(z)s(x) primitiv, und wegen Korollar
4.9 ist a € R, d.h., f(x) teilt g(z) in R[z].

a

Satz 4.11 Ist R ein Gaufscher Ring, dann ist der Polynomring R[x] iber R in der Unbe-
stimmten x auch ein Gaufischer Ring.

Beweis. Sei f(z) € R[z], f(xz) # 0 und f(z) keine Einheit in R[z]|. Zu zeigen ist, da f(z)
Produkt von Primelementen aus R[z] ist. Gilt grad f(z) = 0, so ist f(x) € R konstant, also
das Produkt von Primelementen aus R, die wegen Lemma 4.6 auch prim in R|z] sind. Sei
also grad f(z) > 1. Dann ist f(x) keine Einheit in K [z], wobei K der Quotientenkorper von
R ist. K|x] ist ein GauBscher Ring, und es gibt irreduzible Polynome g, (z), ..., ¢,(z) € K|[z]
mit f(z) = g1(x) - ... - g (x). Zu jedem i = 1,...,r gibt es weiterhin a; € K und ein
primitives h;(z) € R[x] mit g;(z) = a;h;(x). Weil g;(z) irreduzibel in K|x] ist, ist ¢;(x) und
damit h;(x) prim in K[z|, da a; Einheit in Kz]. Mit Hilfssatz 4.10 ist h;(x) prim in R[z].
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Es folgt also f(x) = ahy(z)- ... - h.(z), wobei @ € K und hy(z) - ... - h.(z) primitiv
ist, d.h. @ € R wegen Korollar 4.9. Ist ¢ Einheit in R, dann ist ah(x) prim in R[z] und
f(z) = (ahy(x))ha(x) - ... - h.(x) die gewiinschte Darstellung von f(z). Ist a keine Einheit
in R,dann gilt a =p;- ... -ps mit p; € Rund p; primin R,2=1,...,s. Wegen Lemma 4.6
sind py,...,ps prim in R[z], und f(z) =p1- ... -ps-hi(z)- ... - h.(z) ist die gewiinschte
Darstellung.

O
Beispiel.

1. Der Polynomring Z[z| iiber Z in der Unbestimmten x ist ein Gaufischer Ring, der kein
Hauptidealring ist; z.B. ist 2Z[x] + 2Z[z] in Z[z] kein Hauptideal.

2. Ist K ein Korper und sind x4, ..., x, endlich viele unabhéngige Unbestimmte iiber K,
so ist K[z1,...,2,] ein Gauflscher Ring.

Irreduzibilitatskriterien.

1. R sei ein Integritétsbereich und f(z) = z® + agz? + ayx + ag € R[z]. Fiir jedes a € R
gilt f(z) = q(z)(x — a) + f(a) mit ¢(z) € Rlz|, d.h., f(z) ist irreduzibel in R[z| genau
dann, wenn f(z) in R keine Nullstelle hat. Zum Beispiel ist f(z) = 2% +x + 1 € Zs[x]
irreduzibel iiber Zy, da f(z) in Zy keine Nullstelle hat.

2. R sei ein GauBscher Ring, f(z) = 2" + a,_ 12" ' + -+ + a17 + ap € R[z] und K der
Quotientenkorper von R. Ist @ € K Nullstelle von f(z), so gilt a € R und a ist Teiler
von ag in R, denn gilt a = wv™! # 0 mit teilerfremden u, v € R, so folgt

(%) u™ + ap o u" o 4 -+ aque T 4 ag™ =0

wegen f(a) = 0. Ist also v keine Einheit in R, so hat v einen Primteiler p, der wegen
(%) auch wu teilt - Widerspruch. Somit ergibt sich @ € R, und a ist Teiler von ay in R
wegen a” + a,_1a" 1+ -+ aja = —aq.

Zum Beispiel ist 2 + 2% + 22+ 1 € Q[z] irreduzibel iiber Q, denn hiitte 23+ 2* + 2z +1
eine Nullstelle a € Q, so wére a € Z und a ganzzahliger Teiler von 1, d.h. a = 1 oder
a = —1; aber 1 und —1 sind keine Nullstellen von 2% + 22 + 2z + 1.

3. Ist R GauBscher Ring, K Quotientenkérper von R und f(z) € R[z] mit grad f(z) > 1,
dann ist f(z) irreduzibel iiber K, wenn f(z) irreduzibel in R[z] ist. Denn fiir jede
nichttriviale Zerlegung f(z) = ¢1(x)g2(x) von f(x) in K[x] gibt es aj,as € K und
primitive Polynome hy(x), ho(x) € R[x] mit ¢;(x) = a1hy(z) und go(x) = asha(z), also
f(z) = ayaghy(z)he(x). Aufgrund von Korollar 4.9 ist ajas € R, d.h., wir erhalten die
nichttriviale Zerlegung f(z) = (a1aghi(z))he(z) von f(z) in R]x].

4. Eisensteinkriterium: R sei ein Gaufischer Ring und gegeben sei das primitive Poly-
nom f(z) = a,2™ + ap_12" ' + -+ + a1z + a9 € R[z]. Gibt es ein Primelement p € R
mit p fan, plan_1,--.,plag und p* fay, dann ist f(x) irreduzibel in R[z].

Beweis. Sei f(z) = g(x)h(z) mit g(z), h(z) € R[z], wobei g(z) = bya™ + -+ -+ bz + by
und h(z) = ¢zt + -+ + 12 + ¢g, by, ¢ # 0. Da p kein Teiler von a, = b,,c; ist, ist p
kein Teiler von b,, und kein Teiler von ¢;. Da p ein Teiler von ay = byco ist, p* aber
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nicht, wird entweder by oder ¢y von p geteilt. O.B.d.A. sei p Teiler von by, aber kein
Teiler von ¢y. Sei weiterhin ¢ minimal mit p fb;. Wir betrachten

a; = Z Cjbifj = CObi + Z Cjbifj-

7=>0 7>0

Zunéchst wird cob; nicht von p geteilt, aber p teilt jeden Summanden c;b;_; fiir 7 > 0,
d.h., p teilt a; nicht. Der einzige Koeffizient von f(x), den p nicht teilt, ist a,, also
n =14 <m <n. Damit ist n = m und [ = 0, d.h. h(x) = h € R. Wire nun h keine
Einheit in R, so hitte h einen Primteiler ¢ in R, der dann Primteiler von f(z) in R|x]
wire - im Widerspruch dazu, daf§ f(z) primitiv ist. O

Ist zum Beispiel p € N eine Primzahl und n € N, dann ist " — p € Z[x] primitiv und
nach dem Eisensteinkriterium irreduzibel in Z[z], also wegen Kriterium 3 irreduzibel

iiber Q.

. R und R’ seien Integrititsbereiche sowie ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, der
die Einselemente aufeinander abbildet. Wir betrachten nun den Ringhomomorphismus
¥ : Rlx] — R'[x] mit ¥(x) = z und (r) = ¢(r) fir alle r € R. Ist f(z) € R[z]
normiert und f(z) = g(x)h(x) eine nichttriviale Zerlegung von f(x) in Rx], so ist
Y(f(z)) = ¥(g(x))(h(x)) eine nichttriviale Zerlegung von ¢ (f(x)) in R'[z]; insbeson-
dere ist also f(z) irreduzibel in R[z], wenn ¢ (f(z)) irreduzibel in R'[z] ist.

Dieses Kriterium wird insbesondere fiir R = Z und R’ = 7Z, mit p Primzahl angewen-
det, wobei

ol — L, T—T
der kanonische Restklassenhomomorphismus ist.

Beispiel. Wir betrachten das Polynom f(z) = z* + 2% + z + 1 € Z[z] und versuchen
zunéchst, das oben erlauterte Kriterium mit p = 2 zu benutzen. Dann gilt

U(f(x) =2t + 2% + 2+ 1 € Zy[a].

Man schreibt auch f(x) statt ¥(f(z)). Wegen f(1) =1+T1+1+1=0hat f(x) in
Zs eine Nullstelle und ist damit reduzibel tiber Zy. Uber die Irreduzibilitat von f(x)
in Z[z] kann keine Aussage gemacht werden

Wir versuchen nun das Kriterium mit p = 3. Es gilt
fl@) =v(f(2) =" +2° + o + 1 € Zs[a].

Wire f(x) in Zs[x] reduzibel, so hitte f(x) in Zs[x] einen irreduziblen (normierten)
Teiler vom Grad 1 oder 2. Die einzigen irreduziblen normierten Polynome in Z;z[x] vom
Grad 1 sind z,  + 1 sowie  + 2, und z? + 1, 22 4+ x + 2 sowie 22 + 2z + 2 sind die vom
Grad 2. Alle diese teilen aber f(z) in Zs[z] nicht. Damit ist f(x) irreduzibel in Zs[z],
also f(x) irreduzibel in Z[z] und damit f(x) irreduzibel iiber Q.

Es gibt Polynome f(z) = 2™ + an,lxi_l + - 4+ a1z + ag € Z[zx], die irreduzibel in
Zlx] sind, aber fur jede Primzahl p ist f(x) reduzibel in Z,[x] (siche Aufgabe 5.19 aus
Kapitel 3).
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5. Aufgaben

A 5.1 Sei M eine Menge. Dann heifit AAB := (AN(M\ B))U(BN(M\A)) fir A,BC M
die symmetrische Differenz von A und B. Zeigen Sie, daf die Potenzmenge von M beziiglich
A als Addition und N als Multiplikation ein kommutativer Ring mit Eins ist. Berechnen Sie
die Einheiten dieses Ringes.

A 5.2 Zeigen Sie: Ist GG eine additiv geschriebene abelsche Gruppe, so ist
End(G) :={p: G — G | ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus}

ein Ring mit Eins, wobei die Komposition die Multiplikation ist und die Addition durch
o+1v:G— G, g— o(g9) +1(g) definiert wird.

A 5.3 Beweisen Sie die Rechenregeln vor Definition 1.2.

a+bi c+di
—c+di a—W
1) Zeigen Sie, dafl H beziiglich der gewohnlichen Addition und Multiplikation von Matrizen
ein Schiefkorper ist, d.h., H ist ein Ring mit Eins, in dem jedes von 0 verschiedene Element

invertierbar ist. H heifit Hamiltonsche Quaternionenalgebra.
: : B a+bi c+di , o , ,
2) Zeigen Sie, dal R = { et di a—bi ) | a,b,c,d € Z} ein Teilring von H ist. Die

Einheitengruppe von R heiffit Quaternionengruppe; vergleichen Sie diese mit den Gruppen
aus den Aufgaben 5.16 und 5.17 aus Kapitel 1.

A 54 SeiH:{( )|a,b,c,d€R} C Cyo.

A 5.5 Es sei G eine additiv geschriebene abelsche Gruppe der Ordnung |G| = p”, p prim.
Es gelte weiterhin pg = g+ --- 4+ g = 0 fiir alle g € G. Zeigen Sie, dal man die Gruppe G
als n-dimensionalen Vektorraum iiber Z, auffassen kann und daf8 der Ring End(G) isomorph
zum Ring aller (n,n)—Matrizen iiber Z, ist.

A 5.6 Benutzen Sie Aufgabe 5.5 um die Automorphismengruppe (bis auf Isomorphie) der
Kleinschen Vierergruppe zu berechnen.

A 5.7 Geben Sie einen Ring R und einen Teilring S so an, da} S ein Einselement hat, R
aber nicht.

A 5.8 Geben Sie einen Ring R mit Einselement und einen Teilring S so an, dafl S ebenfalls
ein Einselement hat, das aber nicht das Einselement von R ist.

A 5.9 Sei K ein Korper und M = _01 (1)

A € Koo mit AM = MA. Zeigen Sie, daf§ R ein kommutativer Teilring von K5, ist und dafl
R genau dann ein Korper ist, wenn —1 in K kein Quadrat ist.

€ Ky sowie R die Menge aller Matrizen
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A 5.10 Essei p eine Primzahl und V,, = {{ € Q| p teilt b nicht}. Zeigen Sie, daB jedes Ideal
von V,, ein Hauptideal ist und dafl die Ideale von V,, beziiglich der Inklusion linear geordnet
sind.

A 5.11 Sei R ein Ring mit Eins. Zeigen Sie, dafi fiir jedes Ideal I von R die Menge I,, ,, der
(n,n)-Matrizen iiber I ein Ideal des Matrizenringes R, ,, ist und daB sich jedes Ideal von
R, ,, auf diese Weise durch ein Ideal I von R darstellen laft.

A 5.12 Sei R ein Ring mit Eins und [ ein Ideal von R. Zeigen Sie R, /I, = (R/1)nn.
A 5.13 Zeigen Sie: Fiir jeden Korper K hat der Matrizenring K, ,, nur die trivialen Ideale.

A 5.14 Es sei R ein Ring und I, J seien Ideale von R. Dann definiert man das Produkt
IJ als das von {ij | i € [ und j € J} erzeugte Ideal von R. Zeigen Sie IJ C I N J und
IJ=1nJ, falls I + J = R und R ein Einselement hat.

A 5.15 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I,J # R zwei verschiedene Ideale
von R mit I + J = R. Zeigen Sie R/IJ = R/I x R/ J.

A 5.16 Beweisen Sie den 2. Isomorphiesatz: Sind I und I’ Ideale des Ringes R mit I C I,
dann ist I’/ Ideal in R/I und (R/I)/(I'/I) = R/I".

A 5.17 Geben Sie einen kommutativen Ring R an, der ein maximales Ideal hat, das kein
Primideal ist. Diskutieren Sie dieses Beispiel im Zusammenhang mit Korollar 1.12.

A 5.18 Zeigen Sie, daf in dem Polynomring R = Z[x] iiber Z in der Unbestimmten x das
Ideal xR ein Primideal ist, aber nicht maximal, und dafl 2R + xR kein Hauptideal ist.

A 5.19 K sei ein Korper und R = K][z]] der Ring der formalen Potenzreihen iiber K.
Zeigen Sie, dafl ag + ayz + ax® + - - - € K|[z]] genau dann in R invertierbar ist, wenn ag # 0
gilt. Geben Sie alle Ideale von R an.

A 5.20 Es sei K ein Korper und K[z] der Polynomring iiber K in der Unbestimmten z.
Zeigen Sie, daff [ := {f(z) € K|z] | f(a) = 0} fiir jedes a € K ein maximales Ideal in K|x]
ist und dafl Kz]/I = K gilt.

A 5.21 R seiein Euklidischer Ring, a,b € R\{O} und ry,..., 7, q1, ..., ¢, € R wie im Eukli-
dischen Algorithmus nach Satz 3.5. Die Elemente s_1, sq,...,s, € Rsowiet_q,ty,...,t, € R
werden rekursiv durch s_; = 0,89 = 1 und s, = qxSg_1+ Sp—o fiir k > 1 sowiet_; = 1,5 =0
und tp = qrtr_1 + tg_o fiir £ > 1 definiert. Zeigen Sie, daf3 fiir alle k =0,1,...,n gilt:

thoaTh + k-1 = b, Sk_1Tk + SkTho1 = Q, tr_18k — trSp—1 = (—1)".
Schlieflen Sie hieraus t,_1a — s,,_1b = #£r,_1. Dieses Verfahren zur Berechnung einer Dar-

stellung des ggT als Linearkombination von a und b heifit Berlekamp-Algorithmus. Unter
welchem Gesichtspunkt ist der Berlekamp-Algorithmus besser als das Riickwdrtseinsetzen?
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A 5.22 Zeigen Sie: Ist R ein Euklidischer Ring mit der Wertefunktion g : R\ {0} — Ny,
dann ist R auch beziiglich b : R\ {0} — Ny, & — min{g(zy) | y € R\ {0}} ein
Euklidischer Ring, und h ist sogar regulér, d.h., h(a) < h(ab) gilt fiir alle a,b € R\ {0}.

A 5.23 Berechnen Sie in Q[z] einen ggT von fi(z), fo(z), f3(x), wobei fi(z) = 25+ —22—1,
fo(z) = 2%+ 2° — 4a* + 52° — 622 + 4w — 1, f3(x) = 27+ 32% + 2° + 32* — 223 + 22 — 22 + 1.

A 5.24 K sei ein Korper und fi(z),. .., fi(z) € K[z] nichtkonstante, paarweise teilerfrem-
de Polynome sowie

filz)’
Zeigen Sie, dafl es zu jedem Polynom h(z) € K[z] mit gradh(z) < grad f(z) eindeutig be-

stimmte Polynome hy(z), ..., hy,(z) € K[z| mit grad h;(x) < grad f;(x) fir allei =1,...,m
so gibt, dal h(z) = hy(z)g1(x) + -+ + hp(2)gm(x) gilt.

flx)= fi(z)- ... - fiu(z) und g;(z) = =1,...,m

A 5.25 K sei ein Korper und f(z) € K[z] ein Polynom mit grad f(z) = n > 1. Zeigen Sie,
daf es zu jedem Polynom g¢(z) € Klz|, g(z) # 0 ein eindeutig bestimmtes m € Ny und
eindeutig bestimmte Polynome po(z),...,pn(x) € Klz] mit p,(z) # 0 und gradp;(z) <
grad f(z) fiir i = 0,...,m so gibt, daBl g(z) = p(2)f™(x) + - - - + p1(z) f(z) + po(z) gilt.

A 5.26 Erldutern Sie die Partialbruchzerlegung gebrochen-rationaler Funktionen mit Hilfe
der Aufgaben 5.24 und 5.25.

A 5.27 Es sei d € Z\ {0,1} quadratfrei. Auf Z[v/d] = {a +bVd | a,b € Z} C C sei die
Funktion N definiert durch

N : Z[Vd] — Ny, a+bVd — |a® — db?|.

Berechnen Sie die Einheiten von Z[+/d] fiir den Fall d < 0 und zeigen Sie fiir alle z,y € Z[v/d):
2) N(zy) = N()N(y).
b) Ist o Teiler von y, so ist N(z) Teiler von N(y).
¢) z ist genau dann eine Einheit, wenn N(z) = 1.
d) z und y sind genau dann assoziiert, wenn N(z) = N(y) und x Teiler von y ist.
e) Ist N(x) eine Primzahl, so ist 2 unzerlegbar.
f) Ist z ein Teiler von x und y, dann ist N(z) ein Teiler von ggT(N(z), N(y)).

A 5.28 Zeigen Sie fur R = Z[v/—3]:

a) 1+ /=3 ist unzerlegbar in R, aber nicht prim.

b) 4 besitzt in R zwei verschiedene Darstellungen als Produkt unzerlegbarer Elemente.
¢) 4 und 2(1 + v/—3) haben in R keinen ggT.

d) Berechnen Sie in R die folgenden ggT, falls sie existieren:

geT(2+ vV—=3,1+2v=3), ggT(1 + V-3, -1+ 3V=3), ggT(7++v-3,3 - vV=3).

A 5.29 Zeigen Sie, daB Z[Vd] = {a +bVd | a,b € Z} C C mit d € {—2,—1,2, 3} beziiglich
der Funktion N aus Aufgabe 5.27 als Wertefunktion ein Euklidischer Ring ist.
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A 5.30 Sei p € N eine Primzahl. Ist p = a® + b mit a,b € N, dann sind a,b eindeutig
bestimmt.
A 5.31 Zeigen Sie, daB8 {£(1 +v/2)* | k € Z} die Einheitengruppe des Ringes Z[v/2] ist.
A 5.32 Geben Sie alle ganzzahligen Losungen der Gleichung 22 — 2y* = 7 an.
A 5.33 Geben Sie alle ganzzahligen Losungen der Gleichung 22 — 3y = —2 an.

A 5.34 Berechnen Sie in Z[v/2] einen ggT von 7 und 2 4 3 - v/2 und stellen Sie ihn in der
Form 7-u+ (2+3-+/2) - v mit u,v € Z[v/2] dar.

A 5.35 Schreiben Sie 7 und 2 + 3 -v/2 in Z[ﬁ] als Produkt von Primelementen.

A 5.36 Zeigen Sie, da8 9 und 6 + 3 - /=5 in Z[y/—5] weder einen ggT noch ein kgV haben.
A 5.37 Geben Sie ein Ideal in Z[/—5] an, das kein Hauptideal ist.

A 5.38 Zeigen Sie, da8 3 in Z[y/—5] unzerlegbar, aber kein Primelement ist.

A 5.39 Esscid € Z\{0,1} quadratfrei. Zeigen Sie: Ist a € Z[v/d] weder 0 noch eine Einheit,
so ist a das Produkt unzerlegbarer Elemente aus Z[v/d).

A 5.40 Zeigen Sie, dafl 4 — v/5 ein Primelement in Z[\/g] ist. Sind 1 — /5 und 3+ /5 in
Z[\/5] assoziiert?

A 5.41 Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dal das Polynom zP~! + 2P~2 + ...+ + 1 € Zlx]
iiber Q irreduzibel ist.

A 5.42 Berechnen Sie alle irreduziblen Polynome iiber Zy vom Grad < 4.

A 5.43 Uberpriifen Sie die folgenden Polynome auf Irreduzibilitit iiber Q:

a) x7 + 22° + 3% — 522 + 9z + 1,
b) a* + 4% + 62* + 9z + 2,
c) xt — a2 +22% — w4+ 2.

A 5.44 Es sei K ein Korper, n,m € N sowie d ein ggT von n und m. Zeigen Sie, dafl 2™ — 1
genau dann 2™ — 1 in K[z] teilt, wenn n Teiler von m ist, und dafl z¢ —1 ein ggT von 2" — 1
und 2 — 1 in K|x] ist.

A 5.45 Zeigen Sie, daB 2° + y® + zy® + 3wy + 22 — y in Z[z,y| irreduzibel ist, wobei z und
y unabhéngige Unbestimmte iiber Z sind.

A 5.46 Zeigen Sie, daBl 2! + 2822 + (6 + 9v/2)x + 2 + 31/2 iiber Q(v/2) irreduzibel ist.
A 5.47 Zeigen Sie, dafl 4z + (=10 — 5v/=2)x3 — 1522 + 5 iiber Q(1/—2) irreduzibel ist.

A 5.48 Das Polynom f(x) € Z[x] habe den Grad 2k + 1 und an 2k + 1 verschiedenen
(ganzzahligen) Stellen den Wert 1. Zeigen Sie, dal f(x) irreduzibel iiber Q ist, und geben
Sie ein sinnvolles Beispiel an.



KAPITEL 3

Korper

1. Korpererweiterungen

Definition 1.1 Ist K ein Korper und F' ein Teilkérper von K, so heifst K Erweiterungs-
kérper von F'.

Bemerkung.

1. Ist K ein Erweiterungskorper des Korpers F', so sagt man auch, dafl K/ F eine Korperer-
weiterung ist.

2. Ist K ein Korper, so ist der Durchschnitt F' aller Teilkorper von K ein Teilkorper von
K (vgl. Bemerkung 2 nach Definition 1.15 aus Kapitel 2); er ist der kleinste Teilkérper
von K und heifit Primkorper von K. Der Primkorper eines Korpers hat keine echten
Teilkorper.

Satz 1.2 Ist K ein Korper, so ist der Primkorper von K isomorph zu Q oder isomorph zu
einem Z,, p prim.

Beweis. Sei F' der Primkérper von K und 1 das gemeinsame Einselement von F' und K.
Dann ist
Vvl —F z—2z-1

ein Ringhomomorphismus und damit ¢ (Z) ein Teilring von F' mit 1 € ¢(Z). Als Teilring
eines Korpers ist ¢(Z) nullteilerfrei, d.h., ¢(Z) ist ein Integritétsbereich. Wegen des Homo-
morphiesatzes fiir Ringe folgt

W(Z) = 7/Kerny.

Mit Satz 1.9 aus Kapitel 2 ergibt sich, dafl I := Kernt ein Primideal in Z ist. Gilt I = {0},
so ist ¥ injektiv, und aufgrund der universellen Eigenschaft des Quotientenkorpers 146t sich

¥ zu einem injektiven Ringhomomorphismus ¢ : Q — F fortsetzen. ¢ (Q) ist ein Teilkorper
von F'| also ¥(Q) = F, da F' als Primkorper keine echten Teilkorper hat. Es folgt FF = Q.
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Ist I # {0}, so gilt I = nZ fiir ein n € N, da Z Hauptidealring ist, und n = p ist prim, wegen
Satz 3.7 aus Kapitel 2, also ¢(Z) = Z/pZ = Z,. Wie oben ergibt sich F' = ¢(Z), weil Z, ein
Kérper ist, d.h. FF = Z,.

O

Korollar 1.3 Jeder Korper K hat einen eindeutig bestimmten Teilkorper, der entweder zu
Q oder zu einem 7Z,, p prim, isomorph ist.

Bemerkung. Ist K ein Korper, so werden wir im folgenden stets annehmen, dafl entweder
Q oder genau ein Z,, p prim, Teilkdrper von K ist. Ist Q ein Teilkérper von K, so gilt
n-1=1+---+1#0 firallen € N, d.h., K hat die Charakteristik 0, geschrieben y(K) = 0.
Ist Z, ein Teilkérper von K, so gilt p-1=1+---4+1=0, d.h., K hat die Charakteristik p,
geschrieben x(K') = p. Gilt x(K) = 0, so ist K ein Erweiterungskorper von Q, gilt x(K') = p,
so ist K ein Erweiterungskorper von 7Z,.

Beispiel.
1. Die Korper R und C haben die Charakteristik 0 und sind Erweiterungskorper von Q.

2. Der Koérper Z,(x) der gebrochen-rationalen Funktionen iiber Z, in der Unbestimmten
z ist ein Erweiterungskorper von Z,, d.h., Z,(x) ist ein unendlicher Kérper mit der
Charakteristik p.

Ist K ein Korper und F' ein Erweiterungskorper von K, dann ist /' in natiirlicher Weise ein
K-Vektorraum, d.h., die Addition im K-Vektorraum ist die Addition von F' und die Multi-
plikation von Elementen aus K mit Elementen aus F ist die Multiplikation in F. Mit [F: K|
bezeichnet man die Dimension von F' iiber K, also [F' : K] = dimg F. Man nennt [F : K| den
Erweiterungsgrad der Korpererweiterung F//K, und F/ K heifit endliche Koérpererweiterung,
wenn [F: K] = dimg F' < oo.

Beispiel. Ist K = Rund F' = C, so ist {1, i} eine Basis von F' {iber K, denn jedes z € C la8t
sich eindeutig in der Form z = a + bi mit a, b € R schreiben. Also gilt [C : R] = 2, d.h., C/R
ist eine endliche Korpererweiterung mit dem Erweiterungsgrad 2. Die Korpererweiterungen
R/Q und Z,(x)/Z, sind unendliche Korpererweiterungen.

Satz 1.4 Sind E/F und F/K Koérpererweiterungen, so gilt [E : K] = [E : F|[F : K].
Beweis. Sei {e; | i € I} eine F-Basis von £ und {f; | j € J} eine K-Basis von F'. Der Satz
ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, da8 {fje; | i € I,j € J} eine K-Basis von E ist.
{fsei | i€ l,j e J} ist linear unabhéngig iiber K: Seien k;; € K und k;; # 0 fiir nur endlich

viele Indizes sowie
DO kifie=o0.
J

Wegen » . k;; f; € I und der linearen Unabhéngigkeit von {e; | i € I} iiber I folgt zunichst

> kijf; = 0 fiir alle ¢ € I. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von {f; [ j € J} {iber K
ergibt sich schlieflich k;; =0 fiir alle: € 1,5 € J.
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{fiei | i € 1,j € J} erzeugt E als K-Vektorraum: Sei # € E. Dann existieren zunéchst
y; € F' mit y; # 0 fiir nur endlich viele ¢ € I und

T = § Yiéq,
7

da {e; | i € I} eine F-Basis von E ist. Weil {f; | j € J} eine K-Basis von F' ist, gibt es
weiterhin zu jedem ¢ € I mit y; # 0 Elemente k;; € K mit

vi= > kijfi,
J
wobei fiir nur endlich viele Indizes k;; # 0 gilt. Insgesamt erhalten wir
v =2 e =2 (O kufie:
i i

Dabei sind die auftretenden Summen jeweils nur endlich.

Korollar 1.5 Sind E/F und F/K Korpererweiterungen, so gilt:

1. Genau dann ist E/K endliche Korpererweiterung, wenn E/F und F/K endliche
Korpererweiterungen sind.

2. [E: F) und [F : K] sind Teiler von [E : K].

Anwendung. Oft ist man an den Zwischenkorpern einer Korpererweiterung F'/K interes-
siert; dabei ist ein Zwischenkorper L von F/K ein Teilkorper von F, der K als Teilkorper
enthilt. Ist etwa [F : K] = p eine Primzahl, so hat F'/K keine echten Zwischenkorper. Zum
Beispiel gibt es keine echten Teilkorper von C, die R echt umfassen, da [C : R] = 2.

Definition 1.6 K sei ein Kérper, F' ein Erweiterungskirper sowie aq,...,a, € F. Dann
ist K(ay,...,a,) der kleinste Teilkorper von F, der K und ay,...,a, umfafit. K(ay,...,ay,)
heifit der von ay, . . ., a, erzeugte Erweiterungskorper von K, und F /K heifit einfache Kérper-
erweiterung, wenn es ein a € F mit F' = K(a) gibt. Gilt F' = K(a), so heifst a primitives
Element der einfachen Kérpererweiterung F/K.

Bemerkung.

1. K(ay,...,ay,) ist der Durchschnitt aller Teilkorper von F', die K sowie aq, ..., a, um-
fassen.

2. Ist ' = K(x) der Korper der gebrochen-rationalen Funktionen iiber K in der Unbe-
stimmten z, dann ist K (x) der kleinste Teilkorper von F, der K und x umfaft.
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Wir untersuchen zunéchst einfache Korpererweiterungen K (a)/K und betrachten dazu den
Einsetzungshomomorphismus

o K[z] — K(a), f(z) — f(a).

Mit I := Kerng, unterscheiden wir die zwei Félle I = {0} und I # {0}.
I = {0}: Fiir alle vom Nullpolynom verschiedenen Polynome f(x) € K[z] gilt f(a) # 0,
und a heifit transzendet iber K. Der Homomorphismus ¢, ist injektiv und 148t sich wegen
der universellen Figenschaft des Quotientenkorpers eindeutig zu einem injektiven Ringho-
momorphismus

pa : K(x) — K(a)
fortsetzen. p,(K(x)) ist ein Teilkérper von K(a), der den Kérper K und a enthilt, d.h.
vo(K(z)) = K(a), und

0o K(x) — K(a) mit ¢,(r) = a und ¢, (k) = k fur alle k € K

ist ein Isomorphismus, also K (a) = K(z).

I # {0}: Da Klz| ein Hauptidealring ist, gibt es ein Polynom f(z) € Klz], f(z) # 0 mit
I = f(x)K|[z]. Man kann sogar annehmen, da8 f(x) normiert ist. Wegen f(z) € I = Kerng,
folgt f(a) = wu(f(z)) = 0, d.h., a ist Nullstelle eines vom Nullpolynom verschiedenen
Polynoms iiber K; a heiffit dann algebraisch iber K. Als Teilring von K(a) ist ¢, (K[z])
nullteilerfrei, und wegen 1 € ¢, (K[x]) ist p,(K[z]) ein Integritdtsbereich. Aufgrund des
Homomorphiesatzes fiir Ringe folgt

d.h., I ist ein Primideal in K[z] wegen Satz 1.9 aus Kapitel 2 und damit ein maximales Ideal
von K[z] wegen Korollar 3.11 aus Kapitel 2; also ist f(z) irreduzibel. Mit Satz 1.11 aus
Kapitel 2 ist p,(K[x]) ein Teilkorper von K (a), der K und a enthélt, d.h. ¢, (K[z]) = K(a),
also K(a) = Klz]/I.

Insgesamt haben wir somit folgenden Satz bewiesen:
Satz 1.7 K sei ein Korper, F' ein Erweiterungskorper von K und a € F.
1. Ist a transzendent tiber K, dann ist
p: K(z) — K(a), f(x)g(x)™ +— f(a)g(a)™
ein Isomorphismus.

2. Ist a algebraisch iber K, dann gibt es genau ein normiertes irreduzibles Polynom f(x) €
Klz] mit f(a) =0;

v Ko/ f(x)K[z] — K(a), g(z) + f(2)Klz] — g(a)

ist ein Isomorphismus. Fir jedes g(x) € Klx] gilt g(a) = 0 genau dann, wenn f(x)
Teiler von g(x) ist. Unter allen Polynomen # 0 diber K mit a als Nullstelle hat f(z)
minimalen Grad.
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Definition 1.8 K sei ein Korper, F' ein Erweiterungskorper von K und a € F. Ist a al-
gebraisch iber K, so heifit das eindeutig bestimmte normierte irreduzible Polynom aus K|x]
mit a als Nullstelle das Minimalpolynom von a iber K, geschrieben Irr(a, K).

Bemerkung.

1. Unter allen (normierten) Polynomen # 0 aus K[x] mit a als Nullstelle hat Irr(a, K)
minimalen Grad.

2. Ist f(x) € K[z] normiert und irreduzibel, so gilt Irr(a, K) = f(z) genau dann, wenn

f(a) = 0.

Satz 1.9 Ist K ein Korper, F ein Erweiterungskorper von K und a € F algebraisch tiber
K, dann gilt [K(a) : K] = n, und {1,a,...,a" '} ist eine K-Basis von K(a), wobei n der
Grad des Minimalpolynoms Irr(a, K) von a iber K ist.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der zweiten. Sei also n der Grad des Minimalpoly-
noms Irr(a, K), und wir zeigen, daf {1, a,...,a" '} eine K-Basis von K (a) ist.

n—1

1,a,...,a" " sind linear unabhéangig iiber K: Sind kg, k1, ..., k,_1 € K mit

kp_1a" ' -+ Eka+ k=0,

so hat das Polynom f(z) = k, 12" ' + -+ + kix + ko € K[z] die Nullstelle a in F'. Wegen
Satz 1.7 folgt f(x) = 0, d.h. ko = k1 = -+~ = kp_y = 0.

n—1

L,a,...,a" ! erzeugen den K-Vektorraum K (a): Wegen Satz 1.7 ist

p: Klz]/f(2)K[z] — K(a), g(x) + f(2)K[z] — g(a)

mit f(z) = Irr(a, K) ein Isomorphismus. Jedes Element aus K (a) a8t sich also als g(a) mit
einem ¢(z) € Klz] darstellen. Es gibt ¢(x),r(z) € K|[z] so, daB g(z) = q(z) f(z) + r(x) gilt,
wobei gradr(x) < grad f(z) = n. Ist r(z) = k12" + - + kyx + ko mit k,_q, ..., ko € K,
dann folgt
g(a) = q(a)f(a) + r(a) = ko + kra+ - + k10",
da f(a) =0.
(]

Beispiel. Das Polynom f(z) = 2* + z + 1 € Q[z] ist irreduzibel iiber Q, da f(z) in Z keine
Nullstelle hat. Es gibt ein @ € R mit f(a) = 0, d.h., @ € R ist algebraisch tiber Q und
Irr(, Q) = 2 + x + 1. Wegen Satz 1.9 folgt [Q(«) : Q] = 3, und zu jedem 3 € Q(«) gibt es
eindeutig bestimmte a, b, c € Q mit

B =a+ba+ca® € Qw).
Ist € Q(a) mit 3 =a' +Va+ da? und o', V', € Q, dann folgt

BB = ad' + (ba' +b'a)a + (ca’ + bV’ + acd)a? + (bd + cb')a® + cca’.
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Wegen o +a + 1 =0 folgt a® = —a — 1 und o* = —a? — o, so daBl man 33 in der Form
BB = A+ Ba+ Co? mit A,B,C € Q

schreiben kann. Gilt # # 0, so ist (a,b,c) # (0,0,0), und die Gleichung (5" = 1 fiihrt auf
A=1,B=0,C =0, also auf ein lineares Gleichungssystem in d’, ¥/, ¢ mit Koeffizienten aus
Q, das eindeutig l6sbar ist. Fiir die so berechneten a’, V', ¢ € Q gilt dann

Bl =d +ba+da’

Um 7! zu berechnen, kann man auch mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus und anschlie-
Bendem Rickwdirtseinsetzen zwei Polynome g(z), h(z) € Q[z] so berechnen, daf§

g(x) - (@* + 2+ 1) + h(x)(a+bx +cz?) =1

gilt, denn wegen grad (a + bz + cx?) < grad f(z) und der Irreduzibilitit von f(z) sind f(x)
und a + bz + cz? teilerfremd. Es folgt dann

gla) - (@®+a+1)+h(a) (a+ba+ca®) =1,
also h(a) =371, daa®+a+1= f(a) =0. Fiir 8 =1+ «a ergibt sich zum Beispiel
—(@PHr+)+F @ -z +2)(1+2) =1,

also (1+a)™ ' =2—a+a?

Definition 1.10 K sei ein Korper und F ein Erweiterungskérper von K. Dann heifst F
algebraisch iber K und F/K algebraisch, wenn jedes a € F algebraisch iiber K ist.

Bemerkung. K ist algebraisch iiber K.

Satz 1.11 Ist K ein Korper und F ein Erweiterungskorper von K, dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. [F: K] < 0.
2. F ist algebraisch iber K, und es gibt ay,...,a, € F mit F = K(ay,...,a,).
3. Es gibt ay,...,a, € F mit F = K(ay,...,a,), und ay, ..., a, sind algebraisch iber K.

Beweis. " 1.) = 2.)”: Sei {a4,...,a,} eine K-Basis von F. Dann gilt
F=uK+-+aKCK(a,...,a,) CF,

also F' = K(ay,...,a,). Zu zeigen bleibt, dafi jedes a € F' algebraisch iiber K ist. Zunéchst
sind {1,a,...,a"} wegen n = [F : K| = dimg F' tiber K linear abhéngig, und es gibt
ko, ..., k, € K, nicht alle 0, mit ko+kja+---+kp,a™ = 0. Alsoist f(x) = k2" +- -+ kix+ko
ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom iiber K mit f(a) = 0, d.h., a ist algebraisch
iitber K.

"2.) = 3.)": Gilt offenbar.
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"3.) = 1.)" : Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n, wobei der In-
duktionsanfang n = 1 aus Satz 1.9 folgt. Sei nun n > 1 und F = K(ay,...,a,-1)(a,) mit
ai,...,a, algebraisch iiber K. Dann ist [F' : K(aq,...,a,_1)] < oo, da a, algebraisch iiber
K(ay,...,a,-1) ist, und [K(ay,...,a,—1) : K] < oo nach Induktionsvoraussetzung. Insge-
samt ergibt sich

[F:K|=[F:K(a,...,an-1)] [K(a1,...,a4,-1) : K] < 00.

Korollar 1.12 Sind E/F und F/K Kdérpererweiterungen, so ist E genau dann algebraisch
tiber K, wenn E algebraisch iiber F' und F algebraisch iiber K ist.

Beweis. Ist E algebraisch iiber K, so ist offenbar F' algebraisch iiber K und E algebraisch
iiber F'. Sei nun umgekehrt E algebraisch iiber ' und F' algebraisch iiber K. Zu zeigen ist,
daf jedes a € E algebraisch iiber K ist. Zunéchst ist a algebraisch iiber F', also

a® + b, 1a" 1+ bla+ by =

mit by, ...,b,_1 € F. Da F algebraisch iiber K ist, folgt [K(by,...,b,_1) : K] < 0o aufgrund
von Satz 1.11, und a ist algebraisch iiber K (bg, ..., b, 1), d.h.,

[K(bo, .. .,bn_l,CL) : K(bo, . 7bn—1)] < 0.

Insgesamt ergibt sich [K (bo, ..., b,_1,a) : K] < oo, also [K(a) : K] < 0o, da K(a) ein Zwi-
schenkorper von K (b, ..., b,_1,a)/K ist.
O

Korollar 1.13 K sei ein Korper, E ein Erweiterungskorper von K und F' die Menge aller
a € F, die algebraisch tiber K sind. Dann ist F' ein Teilkérper von E, der K umfafit, und
F ist in E algebraisch abgeschlossen, d.h., jedes x € E,x ¢ F ist transzendent tiber F'.

Beweis. Offenbar gilt K C F, und F ist nicht leer. Zu zeigen ist a — b,ab™! € F fiir alle
a,b € F,b # 0. Wegen Satz 1.11 ist K(a,b) ein algebraischer Erweiterungskorper von K,
d.h., a — b,ab™! sind als Elemente von K(a,b) algebraisch iiber K, also a — b,ab™! € F.
Ist nun = € FE algebraisch iiber F, so ist F(x) ein algebraischer Erweiterungskorper von
F wegen Satz 1.11 und wegen Korollar 1.12 algebraisch iiber K, d.h. x € F aufgrund der
Definition von F'.

O

Beispiel. Die reellen Zahlen, die algebraisch iiber QQ sind, bilden einen Teilkérper von R,
den Korper der reellen algebraischen Zahlen. Die komplexen Zahlen, die algebraisch iiber Q
sind, bilden einen Teilkérper von C, den Korper der algebraischen Zahlen. Die Korper der
algebraischen und der reellen algebraischen Zahlen bilden unendliche algebraische Korperer-
weiterungen von Q.
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2. Zerfillungskorper

Ist f(x) € Q[z] ein nichtkonstantes Polynom iiber Q, so hat f(z) eine Nullstelle in C wegen
des Fundamentalsatzes der Algebra, d.h., es gibt einen Erweiterungskorper von Q, in dem
f(z) eine Nullstelle hat. Wir wollen nun zeigen, dafl es zu jedem Korper K und jedem Po-
lynom f(z) € K[x] mit grad f(z) > 1 einen Erweiterungskorper F' gibt, in dem f(z) eine
Nullstelle hat.

Satz 2.1 Ist K ein Korper und f(z) € Klz] ein Polynom tber K mit n := grad f(x) > 1,
dann gibt es einen Erweiterungskorper F von K mit [F : K| <n, in dem f(x) eine Nullstelle
hat.

Beweis. O.B.d.A. sei f(x) irreduzibel iber K; anderenfalls betrachten wir einen irredu-
ziblen Faktor von f(z) in K[z]. Weiterhin kénnen wir sogar annehmen, daf§ f(z) normiert
ist. Wegen der Irreduzibilitét von f(x) ist f(z)K[z] =: I ein vom Nullideal verschiedenes
Primideal in K{z], d.h., I ist maximal, da K[z] ein Hauptidealring ist, und K[z]/I ist ein
Korper. Wir definieren F' := K[x]/I sowie a :=x+ [ =T € F. Durch

0: K —Klz|]/I=F, kv—k+1=k

wird K in F' eingebettet, da ¢ ein injektiver Ringhomomorphismus ist. Identifizieren wir &
und k fiir alle £ € K, so ist K ein Teilkorper von F. Sei nun

f(x)=2" +ap12" t + -+ a1z + ag € K[z].

Wir zeigen f(a) = 0; dann ist f(z) das Minimalpolynom von a tiber K, und f(z) hat eine
Nullstelle in K (a) mit [K(a) : K] =n. Da f(a) = 0 gleichbedeutend mit

T+ T e T+a =0

ist, mufl demnach 2" + a,_ ;2" ' + -+ a1x + ag € I gezeigt werden. Dieses gilt aber offen-
sichtlich, weil 2" + a, 12" '+ -+ a1z + a9 = f(x) € f(z)K[z] = I.
O

Definition 2.2 K sei ein Korper und f(x) € K|x] ein nichtkonstantes Polynom iber K.
FEin Erweiterungskorper F von K heifit Zerfallungskorper von f(x) iber K, wenn f(x) iber
F in Linearfaktoren zerfallt, d.h., wenn esb,ay,...,a, € F mit f(x) =b(x—ay)- ... -(z—ay,)
gibt, f(x) aber tiber keinem echten Zwischenkérper in Linearfaktoren zerfdllt.

Bemerkung. Ist b wie in Definition 2.2, so gilt b € K.
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Beispiel.

1. Ist f(x) = 2% + ax + b € K|[z] irreduzibel iiber K, und ist @ € F in einem Erweite-
rungskorper F' von K Nullstelle von f(z), so gilt in K(a)[x]

fl@) = (z —a)x—ba™),
d.h., K(«) ist ein Zerfallungskorper von f(z) iiber K.

2. Das Polynom f(z) = 2* — 2 € Q[z] ist irreduzibel iiber Q und hat genau eine reelle
Nullstelle @ € R. Dann ist Q(«) kein Zerfallungskorper von f(z) tiber Q. Ist nun
weiterhin ¢ € C mit e2+€+1 = 0, dann ist € algebraisch iiber Q mit Irr(e, Q) = 2> +x+1,
und wegen

P —2=(z—a)(z —ea)(z — €a)

zerfallt f(x) iber Q(«, €) in Linearfaktoren; Q(q, €) ist sogar ein Zerfallungskorper von

f(z) tiber Q.

Satz 2.3 K sei ein Korper und f(z) € K[x] mit grad f(x) > 1. Ist F' ein Erweiterungskdrper
von K und sind b,ay, ... ,a, € F mit f(x) =bx—ay)- ... -(r—a,), dann ist K(ay,...,a,)
ein Zerfallungskorper von f(x) tber K.

Beweis. Zunichst zerfillt f(z) tiber K(ai,...,a,) in Linearfaktoren. Sei nun weiterhin £
mit K C E C K(ay,...,a,) ein Zwischenkorper, iiber dem f(z) auch in Linearfaktoren

zerfallt, d.h.
dlx—c) - ... (z—cp)=flx)=blx—a1)- ... (v —ay)
mit d, cq,...,c, € E. Dann folgt d = b, also
(x—c) ... (=) =(—a1) ... -(x—ay).
Wie in Beispiel 2 nach Satz 4.4 aus Kapitel 2 erklért, folgt bei geeigneter Indizierung
T—C =T —Q1,...,T —Cp =2 — Uy,

d.h. ¢ = ay,...,¢, = a,, wobei wir f(z) als Polynom iiber F' auffassen. Es ergibt sich
ai,...,a, € E, also K(ay,...,a,) C E.
O

Im folgenden sind K und K’ Koérper, und ¢ : K — K’ ist ein Isomorphismus, der sich
aufgrund der universellen Eigenschaft des Polynomringes K[z| eindeutig zu einem Isomor-
phismus (den wir auch mit ¢ bezeichnen)

v Klz] — K'z]
so fortsetzen 1at, dafl ¢(x) = = gilt, d.h.
plant” + -+ arx + ag) = (an)z" + - - + (ar)x + ¢(ao)

mit ag,...,a, € K. Ein Polynom f(z) € KJz| ist genau dann irreduzibel iiber K bzw.
normiert, wenn ¢(f(x)) irreduzibel iiber K’ bzw. normiert ist.
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Satz 2.4 Mit den Bezeichnungen von oben gilt: Ist f(x) € Klx| irreduzibel iber K und ist
a € F Nullstelle von f(x) in einem Erweiterungskorper F von K sowie o' € F' Nullstelle
von o(f(x)) in einem Erweiterungskorper F' von K', so lifit sich ¢ : K — K’ eindeutig
zu einem Isomorphismus

Y : K(a) — K'(a") mit ¢(a) = d
fortsetzen.

Beweis. Sei n = grad f(z) und 0.B.d.A. f(z) normiert. Dann ist f(x) das Minimalpoly-
nom von a iiber K und ¢(f(x)) das Minimalpolynom von a’ iiber K’. Wegen Satz 1.9 ist
{1,a,...,a" '} eine K-Basis von K(a). Jeder Isomorphismus K (a) — K'(a’) ist damit
eindeutig durch das Bild von a und die Bilder aller £ € K bestimmt, d.h., es gibt hochstens
einen Isomorphismus ¢ : K(a) — K'(a’) mit ¢(a) = o’ und (k) = (k) fir alle k € K.

Wir zeigen nun die Existenz. Fiir den Ringisomorphismus ¢ : K[z] — K'[z] gilt
p(f(z)Kx]) = o(f(z)) K'[x],
und der Einsetzungshomomorphismus
p: K'[z] — K'(d), g(z) — g(a’)
hat den Kern ¢(f(z))K'[z], d.h., der surjektive Ringhomomorphismus
pop: Kls) — K'(a)

hat den Kern f(z)K[z]. Aufgrund des Homomorphiesatzes fiir Ringe ergibt sich schlieflich
ein Isomorphismus

K]/ (f(2) K[z]) — K'(d)

mit ¥1(T) = a und (k) = (k) fiir alle k& € K. Mit Satz 1.7 haben wir auch einen
Isomorphismus

Wy K] /(f () Klx]) — K(a)
mit 1y (T) = a und 1,(k) = k fiir alle k € K. Offenbar ist
Y=oy K(a) — K'(d)

der gesuchte Isomorphismus.

Korollar 2.5 Ist K ein Korper, F' ein Erweiterungskorper von K und sind a,a’ € F al-
gebraisch iber K mit Irr(a, K) = Trr(d', K), dann gibt es genau einen K-Isomorphismus
Y K(a) — K(a') mit ¢¥(a) =d.

Bemerkung. Ein Isomorphismus ¢ heiit dabei K-Isomorphismus, wenn (k) = k fiir alle
k € K gilt.
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Beispiel. Sei € € C mit €24+ e+ 1 =0 und V2 € R die einzige reelle Nullstelle von 2% — 2 in
C. Dann hat 2® — 2 in C die drei verschiedenen Nullstellen v/2, ey/2, €24/2, und es gibt zum
Beispiel genau einen Isomorphismus

v Q(V2) — Q(eV2).

Korollar 2.6 K und K’ seien Korper, ¢ : K — K' sei ein Isomorphismus und
f(x) € K[z] mit n := grad f(x) > 1. Ist F' ein Zerfillungskorper von f(x) diber K und
F' ein Zerfillungskorper von o(f(x)) iber K', so gibt es einen Isomorphismus ¢ : F' — F’,
der o fortsetzt.

Beweis. O.B.d.A. sei f(z) normiert. Wir beweisen das Korollar durch Induktion nach n. Ist
n =1, so folgt I = K und F’ = K’, und wir wihlen ¢ = ¢. Sei also n > 1 und

F=K(ay,...,a,) mit f(z)=(x—a1)- ... (v —ay),
F'=K'(a},...,a,) mit o(f(z))=(x—ay)- ... -(z—ad).

Sei g(z) = Irr(a;, K). Dann folgt

f(z) = g(x)h(x) fir ein h(z) € K|x], also
p(f(2) = ¢lg(x))e(h(z)) mit p(g(z)), p(h(x)) € K'x].

Mindestens ein a) ist Nullstelle von ¢(g(z)). Wir kénnen annehmen, daf§ dies a) ist, und
erhalten Irr(a}, K') = p(g(x)). Wegen Satz 2.4 gibt es einen Isomorphismus

Ut K(ar) — K'(ay) mit ¢n(a1) = ay,
der ¢ fortsetzt. Es gilt dann

f@) = (z = ay) fiw) mit fi(z) € K(a)[z],

also
p(f(2)) = i(f(2)) = (z — a)n(fr(2))
mit ¢ (f1(z)) € K'(a))[z]. Somit erhalten wir

f@)=(r—a)- ... -(z—a,) md iy (fi(z)) = (z —ay)- ... - (z—ay),

d.h., der Korper F' = (K (a1))(as,...,a,) ist ein Zerfallungskorper von fi(z) iiber K(ay),
und F' = (K'(a}))(d), ..., a),) ist ein Zerfallungskorper von ¢y (fi(x)) tiber K'(a}). Wegen

grad f1(z) < grad f(z) konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten einen
Isomorphismus

W F— F',

der ¥, und damit ¢ fortsetzt.
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Satz 2.7 K sei ein Korper und f(x) € K[z] mit n := grad f(z) > 1. Dann gibt es einen
Zerfallungskorper F von f(x) iber K mit [F : K] < n!, und ist F' auch ein Zerfillungskorper
von f(z) tber K, so gibt es einen K-Isomorphismus ¢ : F — F’.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Gilt n = 1, so ist K ein-
ziger Zerfallungskorper von f(z) iiber K. Sei also n > 1. Wegen Satz 2.1 gibt es einen
Erweiterungskorper L von K mit [L : K] <n, in dem f(z) eine Nullstelle a hat. Sei

f(2) = (& — a)g(x) mit g(x) € Lla].

Aufgrund von gradg(z) < grad f(z) und der Induktionsvoraussetzung existiert ein Zerfil-
lungskoérper E von g(x) iiber L mit [E: L] < (n —1)!, da gradg(z) = n — 1. Somit zerfallt
f(z) tber E in Linearfaktoren, und F enthélt einen Zerfallungskorper F' von f(x) iiber K,
wobei [F: K| <[F:K|=[F:L]-[L:K]<nl
Ist nun F’ auch ein Zerfallungskorper von f(x) iiber K, so gibt es wegen Korollar 2.6 mit
K = K' und ¢ = id einen K-Isomorphismus v : F' — F".

O

Beispiel.

1. Ist F Zerfillungskorper von z® — 2 iiber Q, so gilt [F: Q] = 6 = 3!, wie in Beispiel 2
nach Definition 2.2 gezeigt wurde.

2. Wegen des Eisensteinkriteriums ist f(z) = ® — 322 + 3 € Q[z] irreduzibel iiber Q. Sei
a € R eine Nullstelle von f(z). Dann ist F' = Q(«) Zerfallungskoérper von f(z) iiber
Q, da f(x) in Q(a) die Nullstellen a, —a? + a + 3, @® — 2« hat; es gilt [F: Q] = 3.

3. Galoiserweiterungen

Im folgenden ist K ein Koérper und Aut(K') die Menge aller Automorphismen von K; dabei
ist ein Automorphismus von K ein bijektiver Ringhomomorphismus ¢ : K — K. Offenbar
ist Aut(K) eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderschaltung (Komposition) und heifit
Automorphismengruppe von K. Ist F' ein Erweiterungskorper von K, so definiert man

Gal(F/K) :={¢ € Aut(F) | p(k) = k fir alle k € K}.

Man zeigt leicht, daB Gal(F/K) eine Untergruppe von Aut(F') ist; Gal(F/K) heiit Ga-
loisgruppe der Korpererweiterung F/K. Genau die Automorphismen ¢ von F' gehoren zu
Gal(F/K), die K elementweise festlassen. Ist zum Beispiel P der Primkorper von K, so 1afit
jeder Automorphismus ¢ von K den Korper P elementweise fest, d.h. Gal(K/P) = Aut(K).

Lemma 3.1 (Dedekind) K und K’ seien Korper und g1, ..., p, paarweise verschiedene
FEinbettungen (injektive Ringhomomorphismen) ¢; : K — K'. Dann sind @1, ..., @, linear
unabhdngig tiber K', d.h., sind x1,...,x, € K’ so, daf

rip1(a) 4 -+ upn(a) = 0
fir alle a € K gilt, dann folgt t1 = --- =z, = 0.
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Beweis. Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach n. Ist n = 1, so folgt insbesondere
z191(1) = 0, also 1 = 0, da ¢1(1) # 0. Sei nun n > 1. Wegen ¢ # ¢, existiert ' € K mit
p1(a’) # @n(a). Fir alle a € K folgt

r1p1(d'a) + xopa(da) + -+ - + xppp(a’a) =0,

also 2101(@)p1(0) + 2263(@)p2(@) + -+ + Tapn(a)pn(a) = 0.
Es gilt weiterhin

z1p1(a’)p1(a) + x201(a)pa(a) + -+ - + zup1(a’)pn(a) = 0.
Subtrahiert man die linken Seiten der beiden letzten Gleichungen, so folgt fiir alle a € K

2(p2(a’) = p1(a'))pa(a) + -+ + n(pn(a’) — p1(a’))pn(a) = 0.
Nach Induktionsvoraussetzung ergibt sich hieraus
2(p2(a') = p1(a')) = -+ = za(n(d’) — @a1(a’)) = 0.
Mit ¢, (a’) # ¢1(a’) ist z, = 0, d.h., fiir alle a € K gilt
r1p1(a) + -+ Tpo1pn-1(a) = 0,

also xy = --- = x,,_1 = 0 nach Induktionsvoraussetzung.

Satz 3.2 K und K' seien Korper und o1,...,¢, paarweise verschiedene FEinbettungen
v; : K — K'. Dann ist

Bim{r € K | gula) = -+ = pule))
ein Teilkorper von K mit [K : E] > n.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dal E ein Teilkérper von K ist. Mit ¢1(0) = -+ = ¢,(0) =
ist 0 in £, d.h., E' ist nicht leer. Seien nun z,y € E. Dann gilt ¢1(z) = -+ = p,(x) sowie

©1(y) = -+ = ¢n(y), und es folgt

o1(z) —p1(y) = -+ = on(x) — Puly), also pi(z —y) =+ = pu(z — ),

d.h., x —y € E. Entsprechend ergibt sich zy~! € E falls y # 0.

Um [K : E] > n zu zeigen, nehmen wir an, da {a4,...,a,} mit r < n eine E-Basis von K
ist, und fithren das zum Widerspruch. Dazu betrachten wir das folgende homogene lineare
Gleichungssystem iiber K

xl@l(al) + ...+ %Sﬁn(al) =0

rre1(ar) + ... 4+ zppn(a) = 0



75

Da es mehr Unbekannte als Gleichungen hat, existiert eine nichttriviale Losung (x1, ..., z,)
iiber K'. Wir zeigen, daf3

r1p1(a) + -+ zppn(a) =0
fiir alle a € K gilt - im Widerspruch zu Lemma 3.1. Zunéchst gibt es eq, ..., e, € F mit

a=ea;+---+ eqa,

also ! !
z1p1(a) + -+ Tnpn(a) = $1Z@1(6i)¢1(a¢) +o +$n2¢n(€i)<ﬁn(@i)
i=1

= D ) zipie)pi(a)

j=1 i=1

) ngl(ei)(zﬂfj%(“i))
Z@l(ei) -0

= 0.

Dabei ergibt sich Gleichung (%) aus der Voraussetzung ¢;(x) = --- = p,(x) fir alle x € E.
O

Bemerkung. Im folgenden betrachten wir insbesondere den Spezialfall, in dem K = K’
gilt und G = {¢1,...,,} eine Untergruppe der Automorphismengruppe Aut(K) ist. Dann
enthélt G die identische Abbildung, und es folgt

E={zeK|p(x)=-=pp(x)} ={x € K| p(x) =z fir alle p € G},
d.h., G ist Untergruppe von Gal(K/E); es gilt [K : E] > |G].

Definition 3.3 Ist K ein Korper und G eine Untergruppe von Aut(K), so heifst
O(G)={r e K | p(x) ==z fir alle p € G}

Fizkorper von G.

Bemerkung. Ist G eine unendliche Untergruppe von Aut(K), so ist ®(G) auch ein Teilkorper
von K, und es gilt [K : &(G)] = oo.

Beispiel. Sei K ein Korper und G = {¢1, ..., ¢, } eine endliche Untergruppe der Automor-
phismengruppe Aut(K). Fiir jedes a € K nennt man

Sa(a) = ¢i(a) + -+ pnla)

die G-Spur von a. Offenbar gilt Sg(a) € ®(G) fir alle a € K, d.h., Sg(a) ist invariant unter
jedem ¢ € G, denn fiir jedes ¢ € G gilt

{9009017"'79009071}:{9017"'79071}7
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also ¢(Sala)) = powpi(a)+--+pop,(a)
= ¢i(a) + -+ pula)
Sg((l).

Wegen Lemma 3.1 kann ¢;(a) + - - - + ¢, (a) = 0 nicht fiur alle a € K gelten, d.h., es gibt ein
a € K mit Sg(a) # 0.

Satz 3.4 K sei ein Korper und G eine endliche Untergruppe von Aut(K). Dann gilt

(K @(G)] = |G].
Beweis. Sei G = {¢1,...,¢,}. Wegen Satz 3.2 gilt [K : ®(G)] > n, und wir zeigen nun
[K : ®(G)] < n. Dazu seien ay, . .., a, € K mit m > n. Die Behauptung ist bewiesen, wenn
nachgewiesen ist, daB§ dann ay, ..., a,, linear abhéngig iiber ®(G) sind. Wegen m > n hat

das lineare Gleichungssytem

zipr (@) + oo+ T an) = 0

zip () + oo+ Ty am) = 0

eine nichttriviale Losung (z1,...,2,) € K™. O.B.d.A. sei 21 # 0. Wie im obigen Beispiel
erldutert, existiert ein a € K mit Sg(a) = ¢1(a)+ - +,(a) # 0,und (a, ax; *zy, ..., ax; 2,,)
ist ebenfalls eine nichttriviale Losung des obigen Systems. O.B.d.A. kénnen wir also gleich
annehmen, dafl x; = a gilt. Dann folgt

ei(r)ar + ... + ¢i(@p)an, = 0

on(z1)ar + ... + eulzm)a, = 0,

d.h. Sg(z1)a; + -+ Sg(xm)am = 0 mit Sg(z1),...,S¢(xm) € (G) und Sg(x1) # 0. Somit
sind ay, ..., an linear abhingig iiber ®(G).
O

Definition 3.5 Ist K ein Korper und F' ein Erweiterungskorper von K, so heifit F/K Ga-
loiserweiterung, wenn K = ®(Gal(F/K)) gilt.

Bemerkung.
1. Es gilt stets K C &(Gal(F/K)).
2. Ist F'/K endliche Korpererweiterung, so gilt wegen Satz 3.4 und Bemerkung 1
|Gal(F/K)| = [F : ®(Gal(F/K))] < [F: K] < .

Eine endliche Korpererweiterung F'/K ist somit genau dann Galoiserweiterung, wenn
[F: K] =|Gal(F/K)|. Da [F : K] > |Gal(F/K)| stets gilt, ist F'/K endliche Galoiser-
weiterung, wenn [F: K] < |Gal(F/K)].
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Satz 3.6 (Hauptsatz der Galoistheorie) K sei ein Korper und F ein Erweiterungskor-
per von K. Ist F/K eine endliche Galoiserweiterung und G = Gal(F/K), so induziert die
Zuordnung

Ur— o(U)

eine antitone Bijektion zwischen der Menge aller Untergruppen von G und der Menge aller
Zwischenkéorper von F/K.

Bemerkung. Daf§ ¢ antiton ist bedeutet, U; C Uy = ®(Uy) C ®(Uy) gilt fiir alle Unter-
gruppen U; und Uy von G = Gal(F/K).

Beweis von Satz 3.6. Wir zeigen zunéchst, daf§  antiton ist: Sind U; und Us; Untergruppen
von G mit U; C Us, so gilt

O(Uy) = {x € F | p(r)==xfiralle p e U}
C {ze€F | px)=uafiralle p € Uy}

= o(U)).

Die Bijektivitdt von & beweisen wir nun dadurch, da} wir die Umkehrabbildung von ¢
angeben. Dazu sei L ein Zwischenkorper von F/K.

I'(L):={pe G| () =1tfirallel € L}.

Offenbar gilt I'(L) = Gal(F'/L), und I'(L) ist Untergruppe von Gal(F/K). Sind nun L; und
Lo Zwischenkorper von F//K mit Ly C Lo, so folgt

D(Ly) = {peG|p()=1"firallel e Ly}
C {peG|p(l)=I1furallel e L}
— (L)

Wir zeigen nun fiir alle Untergruppen U von G

(1) U C (@),
Ist ¢ € U, so gilt p(z) = x fiir alle x € ®(U) aufgrund der Definition von ®(U).
Aufgrund der Definition von I' ergibt sich ¢ € I'(®(U)).

Entsprechend beweist man fiir Zwischenkorper L von F/K

(xx) L C O(T'(L)).

I' ist die Umkehrabbildung von ®, wenn wir
U=T(®(U)) und L = ®(I'(L))

fiir alle Untergruppen U von G und alle Zwischenkorper L von F'/K gezeigt haben.
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Wegen (x) ist (I'(®(U))) C &(U), da ¢ antiton ist, und wegen (xx) ist &(U) C ¢(I'(P(V))),
also

Mit Satz 3.4 erhalten wir

Ul =[F: ®U)] = [F: @(T(S(U)))] = (V)]

Da G endlich ist und U C T'(®(U)) wegen (x) gilt, erhalten wir U = T'(®(U)).

Wir zeigen nun L = ®(I'(L)). Fiir jeden Automorphismus ¢ € G = Gal(F/K) ist die
Einschrankung ¢, : L — F ein injektiver Ringhomomorphismus (eine Einbettung). Fiir
alle ¢, € G gilt

o, =19, <= el)=y() furallel e L
= @/}1 () =1[firallel e L
= YTlpel(L)
= ¢ I(L)=v-T(L)

Es gibt also genau s := (G : I'(L)) verschiedene Einbettungen o1 ,..., ¢, . Wegen
{fxellp,(z)=-=¢, ()} ={zecl]|px)=zfiralepecG} =K

und Satz 3.2 erhalten wir

[L:K]>s=(G:T(L)).

Insgesamt ergibt sich

Gl=[F: K] = [F:®(I(L)][®T(L): L]-[L: K]
> |D(L)] - [®(T(L)) : L] - (G : T(L))
> (G:T(L)- |D(L)]

I
Q%

also ®(I'(L)) = L.

Bemerkung.
1. Auf die Voraussetzung [F' : K| < oo kann im Hauptsatz nicht verzichtet werden.

2. Ist F/K eine endliche Galoiserweiterung, U eine Untergruppe von Gal(F/K) und
L = ®(U) der zugehorige Fixkorper, so wurde im Beweis des Hauptsatzes insbesondere
gezeigt, dafl zwei Automorphismen ¢, 1) € Gal(F'/K) genau dann auf L iibereinstim-
men, wenn ¢ und ¢ in derselben Linksnebenklasse von U liegen, d.h. ¢ - U =1 - U.
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Beispiel. F sei der Zerfillungskérper von f(z) = 2% — 2 iiber Q, also F' = Q(+/2, ¢); dabei
ist v/2 € R die einzige reelle Nullstelle von 2® —2 in C und € € C mit €2 +e+1 = 0, d.h., € ist
algebraisch iiber Q mit Irr(e, Q) = 2% + = + 1. Wir berechnen Gal(F/K), wobei K = Q der
Primkérper von F ist; es gilt also Gal(F/K) = Aut(F). In F hat f(x) die drei verschiedenen

Nullstellen
\3/5, ev/2 und €2V/2.

Da jeder Automorphismus ¢ € Gal(F/K) durch ¢(v/2) und ¢(e) eindeutig festgelegt ist,
{iberlegen wir uns zunichst, welche Elemente aus F' iiberhaupt als Bilder von v/2 und € in

Frage kommen. Folgende Uberlegungen gelten ganz allgemein fiir jede Korpererweiterung
F/K:

Ist a € F algebraisch iiber K und f(x) € K[z] mit f(a) = 0, dann ist auch ¢(a) Nullstelle
von f(z) fiir jedes ¢ € Gal(F/K). Um das einzusehen, betrachten wir

flx)=apx™+ -+ a1z + ay € K[x].
Gilt f(a) =0, so folgt fiir jedes ¢ € Gal(F/K)

0=p(f(a)) = @lama™+---+ara+ag)
= lam)p(a)™ + -+ p(a1)p(a) + ¢(ao)
= amp(@)” + -+ arp(a) + ag

= [lp(a)).

Da das Minimalpolynom von /2 iiber Q in F die Nullstellen /2, €v/2, €2v/2 und das
Minimalpolynom von ¢ iiber Q in F' die Nullstellen € und €* hat, gilt fiir jedes ¢ € Gal(F/K)

p(V2) € {V2, V2, €V2}, o(e) € {e, €'}

Damit hat Gal(F/K) hochstens 6 Elemente. Wir zeigen, dafi Gal(F/K) genau 6 Elemente
hat. Wegen

6= [F: K] = [F:Q(V2)] - [Q(V2): Q] = [F: Q(V2)] -3

folgt [F : Q(¥/2)] = 2. Mit F = Q(v/2)(¢) und € + ¢ +1 = 0 ist 22 +  + 1 auch das
Minimalpolynom von e iiber Q(+/2). Wegen Korollar 2.5 und Q(v/2)(e) = Q(¥/2)(€?) gibt es
einen Automorphismus 7 von F = Q(+/2)(¢) mit

7(€) = ¢ und 7(v/2) = V2.

Entsprechend iiberlegt man sich, daf§ [F': Q(¢)] = 3 gilt, d.h., * — 2 ist auch das Minimal-
polynom von /2 iiber Q(e). Wegen Korollar 2.5 und Q(e)(+/2) = Q(¢)(ev/2) gibt es einen
Automorphismus o von F = Q(€)(+/2) mit

o(V2) = ev2 und o(e) = e.

Wir zeigen nun, daf8 wir mit id, o, 02, 7,70, 70? tatsichlich 6 verschiedene Automorphis-

men aus Gal(F/K) erhalten haben. Dazu berechnen wir die Bilder von +/2 und e unter

id, o, 0%, 7,70, TO?:
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e id(V2) = V2, id(e) =

o 0(V2) =€V2, o(e)=e

o i*(V2) = 0(eV/2) = 0(€)o(V2) = €V2, o*(e) =o(e) =«

o T(V2) =V2, 7(e) =€

o 70(V2) = 7(e¥V/2) = 7(e)T(V2) = €V2, 7To(e) =7(e) = €.

o 702(V2) = T(2V/2) = T(e)?1(V2) = V2, T0%(€) = 7(e) = €.

Wegen o7 = 702 # 70 ist Gal(F/K) eine nichtabelsche Gruppe mit 6 Elementen, d.h.
Gal(F/K) = S3 = D3.

Mit [F: Q] = 6 = |Gal(F/K)| ist F'/K aufgrund von Bemerkung 2 nach Definition 3.5 eine
Galoiserweiterung. Fiir Gal(F'/K) ergibt sich folgender Untergruppenverband:

Gal(F/K)

N

<T> < TO > <7'<7>

N

<id >

< o > ist der einzige nichttriviale Normalteiler in Gal(F/K). Die Fixkorper der Unter-
gruppen sind wegen des Hauptsatzes genau die Zwischenkorper von F'/K | also genau die
Teilkorper von F', da K = Q. Es ergibt sich folgender Teilkérperverband von F':

N
A

Wir rechnen nun nach, daf§ der obige Zwischenkorperverband tatsédchlich aus dem Unter-
gruppenverband von Gal(F/K) mit Hilfe der Funktion ® hervorgeht.



81

e Da F/K eine Galoiserweiterung ist, ist Q der Fixkorper von Gal(F/K).

e Wegen3=| <o >|=I[F:®(< 0o >) ergibt sich [P(< o >): Q] =2.
Mit o(€) = € folgt Q(e) C P(< o >), also Q(€) = ¢(< o >).

e Wegen2=|<7>|=[F:®(<7>)]ergibt sich [P(<7>):Q] =3.
Mit 7(v/2) = v/2 folgt Q(v/2) C ®(< 7 >), also Q(v/2) = &(< 7 >).

e Wegen 2 =| <70 >|=[F:®(< 70 >)]ergibt sich [®(< 70 >) : Q] = 3.
Mit 7o (ev/2) = ev/2 folgt Q(ev/2) C ®(< 70 >), also Q(ev/2) = d(< 10 >).

(
o Wegen 2 =| <70 >|=[F:®(< 70? >)] ergibt sich [®(< 70% >) : Q] = 3.
Mit 702(23/2) = €23/2 folgt Q(e2v/2) C ®(< 702 >), also Q(e2V/2) = d(< 102 >).

e Offenbar ist ' der Fixkorper von {id}.

Bemerkung. F/K sei eine Galoiserweiterung, U eine Untergruppe von Gal(F/K) und
L ein Zwischenkérper von F/K. Ist ¢ € Gal(F/K), dann ist pUp~! Untergruppe von
Gal(F/K) und (L) Zwischenkérper von F/K. Die Untergruppen U und pUp™' sowie
die Zwischenkorper L und ¢(L) heiflen konjugiert. Ist nun L der Fixkorper von U, also
L =®(U), dann gilt fiir alle z € F:

r€o(l) <= ¢ Y2)eL=3a{)
& VoeU:o(p (x))=¢ ()
= VoeU:pop (z)=1x
= 1€ 0(pUp).

Es folgt also ¢(L) = ®(pUp 1), d.h., ¢(L) ist der Fixkérper von U@ ~!, und U ist genau
dann Normalteiler in Gal(F/K), wenn (L) = L fur alle ¢ € Gal(F/K) gilt. Im obigen
Beispiel gilt

7(Q(V2)) = Q(ev/2) und Q(V2) = &(< 7 >),

und wegen 0 < 7 > 0 ! =< 070! >=< 70 > ergibt sich
Q(evV2) =0 (Q(V2) = ®(0 < 7> 07 1) = (< 70 >).
Wegen 0% < 7> 072 =< 0?7072 >=< 70% > erhalten wir schliefilich

Q(e2V2) = o2(Q(V2)) = P(o? < 7> 07 2) = B(< 102 >).
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Satz 3.7 Es sei F'/K eine endliche Galoiserweiterung und L ein Zwischenkorper von F/K
sowie L = ®(U), wobei U eine Untergruppe von Gal(F/K) ist. Dann gilt:

1. Fiir jedes p € Gal(F/K) ist p(L) = ®(pUp™1).

2. F/L ist eine Galoiserweiterung mit Gal(F/L) = U.

3. L/K ist genau dann eine Galoiserweiterung, wenn U Normalteiler in Gal(F/K) ist.
In diesem Falle ist

Gal(F/K)/U — Gal(L/K), oU +—— ¢,
ein Gruppenisomorphismus, wobet ¢, die Einschrinkung von ¢ auf L ist.

Beweis. Die erste Behauptung wurde in obiger Bemerkung gezeigt. Die zweite Behauptung
ergibt sich aus dem Hauptsatz und dem zugehorigen Beweis, da U = I'(L) = Gal(F/L).
Wir zeigen nun die dritte Behauptung. Wie in Bemerkung 2 nach dem Hauptsatz erldutert
wurde, gibt es (Gal(F/K) : U) verschiedene Einschrédnkungen ¢, : L — F,p € Gal(F/K).
Ist nun U ein Normalteiler in Gal(F'/K), so folgt ¢, (L) = L, und Gal(L/K) hat mindestens
(Gal(F'/K) : U) verschiedene Elemente. Mit

[F: K] _ |Gal(F/K)| _ |Gal(F/K)|
[F:L] ~ |Gal(F/L)| U]

L:K]= = (Gal(F/K) : U)

und Bemerkung 2 nach Definition 3.5 ist L/K eine Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe
Gal(L/K) = {p, | ¢ € Gal(F/K)}. Wir erhalten den surjektiven Gruppenhomomorphismus

f:Gal(F/K) — Gal(L/K), ¢ — ¢,.

Offenbar liegt ¢ € Gal(F/K) genau dann im Kern von f, wenn ¢, die Identitdat auf L ist,
wenn also ¢(z) = x fiir alle x € L gilt, d.h. ¢ € Gal(F/L) = U. Aufgrund des Homomor-
phiesatzes fiir Gruppen ist

Gal(F/K)/U — Gal(L/K), U +— ¢,

ein Gruppenisomorphismus.

Sei nun U kein Normalteiler in Gal(F/K), also ¢(L) # L fiir ein ¢ € Gal(F/K). Mit
Gal(L/K) = {o1,...,0,} gibt es also s+1 paarweise verschiedene Einbettungen oy, ..., 05, ¢,
von L nach F' und

KCE:={zel|ypx) =o0()=-=o0sz)}
Wegen Satz 3.2 gilt
[L:K|>[L:E]>s+1>s=|Gal(L/K)|,

d.h., L/K ist keine Galoiserweiterung.
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4. Separable Korpererweiterungen

Definition 4.1 Es sei K ein Korper. Die Abbildung
D: Klzx] — Klz], apa™ + -+ a1x +ag — na,r" '+ -+ 2a91 + ay

heifit formale Ableitung (Differentiation) in K|x].

Bemerkung.

1. Fiir allen € Nund a € K gilt na = a+- - -+ a. Hat zum Beispiel K die Charakteristik
p > 0 und ist p ein Teiler von n, so gilt na = 0.

2. Fir alle f(z),9(x) € K[z] und a,b € K gilt

e D(af(x) +bg(x)) = aD(f(x)) + bD(g(x)).
9(x)) = D(f(z))g(z) + f(2)D(g(x)).
") = nf(z)"'D(f(z)) fiir alle n € N.

Satz 4.2 K sei ein Kdrper und f(x),g( ) € K[z]. Ist g*(x) ein Teiler von f(z) in Klz],
dann ist g(z) Teiler von D(f(x)) in Klz].

Beweis. Sei f(r) = ¢*(z)h(x) mit h(z) € K[z]. Dann gilt

D(f(z)) = D(g*(z))h(z) + g*(x)D(h(z))
= 29(z)D(g(x))h(z )+92($)D(h(95))
= 9(2)(2D(g(2))h(x) + g(x)D(h(x)))

mit 2D(g(z))h(x) + g(z)D(h(x)) € K[z].
O

Bemerkung. Ist f(z) € Klz] irreduzibel iiber K und D(f(x)) nicht das Nullpolynom, so
sind die Polynome f(x) und D(f(z)) wegen grad D(f(z)) < grad f(x) in K[z] und auch in
jedem Fx] teilerfremd, wobei F' ein beliebiger Erweiterungskorper von K ist. Fiir jeden
nicht-konstanten Teiler g(x) € F[z| von f(z) ist dann also ¢g?(x) kein Teiler von f(z) in
Flz]. Hat zum Beispiel f(x) in F' die Nullstelle a, so ist x — a Teiler von f(x) in F[z], aber
(x — a)? ist kein Teiler von f(z), d.h.

f(2) = (- a)g(x), g(x) € Fla] und g(a) #0.

Man nennt dann a einfache Nullstelle von f(x).

Insgesamt haben wir also folgenden Satz bewiesen:
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Satz 4.3 Es sei K ein Korper und f(x) € Klz| irreduzibel iber K. Gilt D(f(x)) # 0, so
hat f(x) in einem Zerfillungskorper nur einfache Nullstellen.

Beispiel. Sei K = Z,(t) der rationale Funktionenkorper iiber Z, in der Unbestimmten ¢ und
f(x) = 2P —t € K|z]. Dann ist ¢ in Z,[t] irreduzibel und f(z) nach dem Eisensteinkriterium
irreduzibel iiber K. Es gilt D(f(z)) = pa?~' = 0 wie in Bemerkung 1 nach Definition 4.1
erlautert. Ist nun a € F' in einem Erweiterungskoérper F' von K Nullstelle von f(z), so gilt
aP? =t, also

flz)=aP —t=2aP —a? = (x — a)?.

Damit ist K (a) Zerfallungskorper von f(z) iiber K, und f(x) hat in K(a) die p-fache Null-
stelle a.

Definition 4.4 FEs sei K ein Korper und f(z) € Klz| irreduzibel iber K. Dann heifst f(x)
separabel iber K, wenn f(x) in einem Zerfillungskorper nur einfache Nullstellen hat.

Satz 4.5 Es sei K ein Korper und f(x) € Klz].
1. Fir x(K) =0 gilt: D(f(x)) = 0 <= f(x) ist konstant.
2. Fir x(K) =p >0 gilt: D(f(z)) =0 <= Es gibt ein g(z) € K[z] mit f(zx) = g(aP).
Beweis. Fiir f(z) = a,2" + -+ 4+ a1x + ag gilt zunéchst
D(f(x)) = na,a™ ' + -+ + 2a97 + a;.

Hat nun K die Charakteristik 0, so gilt fiir alle k = 1,...,n genau dann kap = 0, wenn
ar = 0, d.h., D(f(z)) = 0 gilt genau dann, wenn a; = ay =--- =a, = 0.
Hat K die Charakteristik p > 0, so gilt geméafi Bemerkung 1 nach Definition 4.1 fiir alle
k=1,...,n genau dann kay = 0, wenn a; = 0 oder wenn p ein Teiler von k ist. Somit folgt
D(f(z)) = 0 genau dann, wenn a; = 0 fiir alle die kK = 1,...,n gilt, die p nicht teilt, also
f(z) = ap + apa? + agyx® + -+ = g(2P) mit g(z) = ap + apx + agpr® + .. ..

O

Definition 4.6 Es sei K ein Kérper und F' ein Erweiterungskirper von K. Dann heifst
a € F separabel iiber K, wenn a algebraisch tiber K und Irr(a, K) separabel iber K ist. Die
Korpererweiterung F /K heifit separabel, wenn jedes a € F separabel iber K ist.

Bemerkung. Ist F// K eine separable Koérpererweiterung, dann sind fiir jeden Zwischenkorper
E von F/K auch F/E und FE/K separabel.

Satz 4.7 Der Korper K habe die Charakteristik 0. Dann ist jedes irreduzible f(x) € K|x]
separabel iber K und jede algebraische Korpererweiterung F'/K ist separabel.
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Beweis. Die zweite Behauptung folgt aus der ersten. Sei also f(x) € K|[z] irreduzibel iiber
K. Wegen Satz 4.5 gilt D(f(z)) # 0, und f(x) ist separabel wegen Satz 4.3.
O

Satz 4.8 Jede endliche separable Kirpererweiterung F /K ist einfach, d.h., es gibt eina € F
mit F = K(a).

Beweis. Sei zunichst K endlich. Dann ist auch F endlich, da |F| = | K|%). Also ist F* eine
endliche abelsche Gruppe, und mit m bezeichnen wir die grofite in F7* auftretende Ordnung.
Sei a € F* mit der Ordnung m. Wegen Aufgabe 5.4 aus Kapitel 1 gilt dann ™ =1 fiir alle
b € K*. Da aber 2™ — 1 in F'* hochstens m verschiedene Nullstellen hat, folgt |F*| < m.
Andererseits ist m = |(a)| < |F*|, d.h. |[F*| =m und F* = (a). Also ist jedes Element von
F* eine Potenz von a und somit insbesondere ' = K (a).

Sei nun K nicht endlich. Wir beweisen den Satz durch vollstdndige Induktion nach dem
Erweiterungsgrad n = [F' : K|, wobei der Induktionsanfang n = 1 offenbar gilt. Ist n > 1,
so wihlen wir ein @ € F mit a ¢ K, und es gilt [K(a) : K] > 1, d.h. [F : K(a)] < n.
Da auch F/K(a) eine separable Erweiterung ist, gibt es nach Induktionsvoraussetzung ein
b e Fmit F = K(a)) = K(a,b). Sei f(z) = Irr(a, K) und g(z) = Irr(b, K). In ei-
nem Zerfallungskorper E von f(z)g(x) iiber K habe f(x) die verschiedenen Nullstellen
a = ay,...,a. und g(z) die Nullstellen b = by,...,bs. Weil K unendlich ist, existiert ein
k € K mit

k#(bj—b(a—a) tfiri=2,...,rund j =1,...,s, also

wpa it

firi=2,...,rund j=1,...,s.

Wir zeigen nun K (a,b) = K(c) mit ¢ = ak + b, wobei K(c) C K(a,b) offenbar erfiillt ist.
In Elx| gilt

flx)=(x—a1)- ... -(x—a,)und g(x) = (x —by)- ... - (x —by), also
glc—zxk) = (c—xk—"0by)- ... - (c—xk—by)
. by —b by — b
= (k) (a:—a+T)- -(x—a+T).

Aufgrund der Wahl von k ist  — a ein ggT von f(z) und g(c — zk) in E[z], also auch in
K(c)[z], d.h. x —a € K(c)[z]. Es folgt a € K(c) und somit b € K(c), d.h. K(a,b) C K(c).
O

Satz 4.9 Ist F/K eine endliche Galoiserweiterung, dann ist F/K separabel, und fir jedes
a € F zerfillt das Minimalpolynom f(z) = Irr(a, K) von a dber K in Flx| in paarweise
verschiedene Linearfaktoren

flx)=(r—a1)- ... - (x—a,),
wobei {ay,...,a.} = {p(a) | ¢ € Gal(F/K)}.
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Beweis. Seien aq,...,a, € ' paarweise verschieden mit

{ar,....ar} = {pla) | € Gal(F/K)}.

Fiir jedes ¢ € Gal(F/K) bezeichne ¢ ebenfalls die eindeutige Fortsetzung von ¢ auf F[z]
mit p(x) = x. Dann gilt fiir g(z) = (r —a1) - ... - (r —a,) € F[z]

plo(x)) = (z=pla))- ... -(z—=pla))
(

r—ay) ... - (x—a,)

= g(x),

d.h., die Koeffizienten von g(z) liegen in ®(Gal(F/K)). Da F//K Galoiserweiterung ist, gilt
¢(Gal(F/K)) = K, also g(z) € K[z]. Wegen g(a) =0 ist f(x) Teiler von g(z) in K[z], also
grad f(z) < gradg(x). Andererseits gibt es zu jedem a; ein ¢ € Gal(F/K) mit p(a) = a;,
also 0 = ¢(0) = ¢(f(a)) = f(e(a)) = f(a;). Folglich sind ay, ..., a, paarweise verschiedene
Nullstellen von f(x), d.h. grad f(z) > r = grad g(z). Da f(z) und g(x) normiert sind, ergibt
sich f(x) = g(z). Insbesondere ist somit f(z) separabel iiber K, also auch a, und F/K ist
eine separable Erweiterung.

O

Bemerkung. Die Elemente ay,...,a, € F mit Irr(a, K) = (x —ay) - ... - (¢ — a,) heiflen
die zu a konjugierten Elemente {iber K.

Beispiel. Wir betrachten die Galoiserweiterung F/K mit K = Q und F = Q(v/2,¢)
und benutzen die Bezeichnungen aus dem Beispiel nach Satz 3.6. Dann ist Gal(F/K) =
{id, 0,02, 7,70, 70} mit 0(3/2) = e¥/2 und o(€) = € sowie 7(v/2) = v/2 und 7(e) = €. Wir
berechnen die Konjugierten von a = € + /2. Es gilt

) = e4+V2=q
) = e+eV2=ay
) = e+EV2=c—V2—eV2 =03
e+ V2) = E4+V2=-1—-e+V2=1a4
)
)

To(e+vV2) = E4+EV2=—-1—e—V2—eV2=:as
r02(e +V/2) = 524-5\3/5:—1—6—1-6\75:3@6

Da {1, 2, \3/52, €, ev/2, 6\3/52} eine K-Basis von F ist, sind ag, ..., ag paarweise verschieden,
d.h., Irr(a, Q) = (x —ay) - ... - (z —ag) und [Q(a) : Q] = 6. Es folgt F = Q(v/2,¢) = Q(a).
Somit ist € 4+ v/2 ein primitives Element der Korpererweiterung F/K. Es gilt

Irr(a, Q) = 2° + 32° + 62* + 32% + 92 + 9.

Definition 4.10 Ist K ein Korper und f(z) € Klz], so heifst f(z) separabel iber K, wenn
jeder irreduzible Teiler von f(x) in K|x] separabel tiber K ist.
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Bemerkung. Hat K die Charakteristik 0, so ist jedes iiber K irreduzible Polynom auch
separabel tiber K'; somit ist jedes Polynom f(z) € K{[z] separabel iiber K, falls x(K) = 0.

Satz 4.11 FEine endliche Korpererweiterung F/K ist genau dann Galoiserweiterung, wenn
F Zerfallungskorper eines iber K separablen Polynoms f(x) € Klz| dber K ist.

Beweis. Sei F//K endliche Galoiserweiterung. Wegen [F' : K] < oo und Satz 1.11 gilt
F = K(ay,...,a,), wobei ay,...,a, € F algebraisch iiber K sind. Ist f;(x) € Klz| das
Minimalpolynom von a; iiber K, so ist f;(x) wegen Satz 4.9 separabel iiber K und zerfallt
iber F' in Linearfaktoren. Dann ist f(x) = fi(z) - ... - fu(z) separabel iiber K und F =
K(ay,...,a,) Zerfallungskorper von f(x) iiber K.

Sei nun andererseits f(z) € KJz| separabel iiber K und F Zerfallungskorper von f(x)
tiber K. Wir zeigen durch Induktion nach n = [F' : K|, dafl F'//K Galoiserweiterung ist,
wobei der Induktionsanfang n = 1 offensichtlich gilt. Sei also n > 1 und g(z) € KJz| ein
irreduzibler normierter Teiler von f(z) in K[z] mit r := grad g(x) > 1. Dann gibt es paarweise
verschiedene ay,...,a, € F mit g(x) = (r —a1) - ... - (¢ —a,), also Irr(a;, K) = g(x) fiir
t=1,...,7, und wegen Korollar 2.5 zu jedem a; einen K-Isomorphismus

i+ K(a1) — K(a;) mit p;(a1) = a;.
Da nun F' auch ein Zerfallungskorper von f(z) iiber K(a;) ist und ¢;(f(z)) = f(x) wegen
f(z) € Klx] gilt (hier betrachten wir ¢; als Fortsetzung von ¢; auf K (a;)[x] mit ¢;(z) = ),
148t sich aufgrund von Korollar 2.6 jedes ¢; zu einem Isomorphismus v; : F' — F’ fortsetzen.
Es folgt ¢; € Gal(F/K) mit ¥;(ay) = a; fur i = 1,...,r. Wegen [K(ay) : K] = r, also
[F': K(a1)] =2 < n, und der Induktionsvoraussetzung ist F'//K(a;) eine Galoiserweiterung,

da F Zerféllungskorper von f(z) iiber K(a1) ist. Es folgt |Gal(F'/K(ay))| = %, und wir
bezeichnen die Elemente von Gal(F/K(a;)) mit o1,...,0». Gilt nun

n
Yioj =,0, mit 1<, v<rund1<jpu< —,
,

so ist a; = Yioj(ar) = Pyo,(ar) = ay,
also ¢ = v und o; = 0, d.h. j = p. Wir erhalten schlieflich
(Gal(F/K)| > [{wio; [1<i<rund1<j<-}
.

= rﬁ:n:[F:K],
r

d.h., F/K ist eine Galoiserweiterung wegen Bemerkung 2 nach Definition 3.5.

Korollar 4.12 Jede endliche separable Korpererweiterung F/K liegt in einer endlichen Ga-
loiserweiterung E /K.
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Beweis. Sei F' = K(a) wegen Satz 4.8 und f(z) = Irr(a, K). Ist E ein Zerfallungskorper
von f(x) tiber K, der F enthilt, so ist £/K wegen Satz 4.11 die gesuchte endliche Galoiser-

weiterung.
O

Wir wollen nun die Ergebnisse dieses Abschnitts anwenden, um den Fundamentalsatz der
Algebra zu beweisen.

Fundamentalsatz der Algebra. Der Kérper C der komplexen Zahlen ist algebraisch ab-
geschlossen.

Dabei heifit ein Korper K algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante Polynom
f(z) € Kz] iber K in Linearfaktoren zerfillt. Gleichwertig hiermit ist, dafl jedes nichtkon-
stante Polynom f(z) € K|z] in K eine Nullstelle hat. Dieses ist schliefllich dquivalent dazu,
daBl K keine echte algebraische Korpererweiterung besitzt.

Bevor wir den Fundamentalsatz beweisen, miissen wir erkliren, was wir unter dem Korper C
verstehen wollen. Zunéchst konnen wir R als Vervollsténdigung von QQ beziiglich des gewohn-
lichen Absolutbetrages definieren. Dann ist R insbesondere ein angeordneter Korper, und fiir
alle a € R gilt a®> > 0. (Einzelheiten hierzu findet man zum Beispiel im Skript Algebra und
Arithmetik.) Somit hat z* + 1 € R[z] in R keine Nullstelle, d.h., x? + 1 ist irreduzibel iiber
R. Sei nun C = R(4) mit i* + 1 = 0.

Fiir den Beweis des Fundamentalsatzes benotigen wir die beiden folgenden Eigenschaften
von R:

A) Hat f(x) € R[z] ungeraden Grad, so hat f(z) in R eine Nullstelle.

B) Jedes a € R,a > 0 ist in R ein Quadrat, d.h., es gibt ein b € R mit b* = a.

Aus FEigenschaft B folgt, dafl jedes x 4+ 1y € C mit x,y € R ein Quadrat in C ist, denn wir
erhalten = + iy = z? mit

\/:L'+\/x2+y2i‘\/—x+ r? + 52
2 2

Dabei gilt das positive Vorzeichen, falls y > 0, und das negative anderenfalls. Insbesondere
hat damit jedes quadratische Polynom iiber C eine Nullstelle in C.

Wir beweisen nun den Fundamentalsatz und nehmen an, dafl es ein Polynom f(z) € C|x]
gibt, das irreduzibel iiber C ist und einen Grad grofler als 1 hat. Dann gibt es eine echte
endliche Korpererweiterung K /C, also

RcCcCK.

Wegen Satz 4.7 und Korollar 4.12 kénnen wir sogar annehmen, dafl K /R eine endliche
Galoiserweiterung ist. Wegen [C : R] = 2 ist 2 ein Teiler von [K : R], also ein Teiler
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von |Gal(K/R)|. Sei U eine 2-Sylowgruppe von Gal(K/R), d.h. |[U] = 2! mit [ € N und
(Gal(K/R) : U) ungerade. Ist L = ®(U) der Fixkorper von U, so ist also

[L:R] = (Gal(K/R):U) ungerade

und damit [R(a) : R] ungerade fiir jedes a € L, d.h., das Minimalpolynom Irr(a,R) hat
einen ungeraden Grad. Aufgrund von Eigenschaft A besitzt Irr(a,R) eine Nullstelle in R,
d.h. gradIrr(a,R) = 1 und a € R. Somit ergibt sich L = R und U = Gal(K/R). Es folgt

|Gal(K/R)| =2', I € N.
Da K/R eine Galoiserweiterung ist, ist auch K/C eine Galoiserweiterung mit
|Gal(K/C)|=2", | —1=7r>1.

Wegen des 1. Sylowschen Satzes existiert eine Untergruppe V von Gal(K/C) mit |[V] = 2.
Fiir den Fixkérper F von V erhalten wir [K : F] = 2" ! also [F : C] = 2. Folglich gilt
F = C(a), wobei Irr(a,C) den Grad 2 hat. Wegen der Folgerung aus Eigenschaft B besitzt
Irr(a, C) aber eine Nullstelle in C - Widerspruch.

Somit ist die urspriingliche Annahme {iber f(x) falsch, d.h., jedes irreduzible Polynom iiber
C hat den Grad 1, und C ist damit algebraisch abgeschlossen.

5. Aufgaben

A 5.1 Es sei F//K eine endliche Korpererweiterung und a € F. Zeigen Sie, dafl der Grad
des Minimalpolynoms Irr(a, K') von a iiber K den Erweiterungsgrad [F': K] teilt.

A 5.2 Zeigen Sie, daf} eine Korpererweiterung F'/ K genau dann algebraisch ist, wenn jeder
Teilring R von F', der K enthélt, ein Teilkérper von F' ist.

A 5.3 Essei K ein Korper und K (x) der Korper der gebrochen-rationalen Funktionen iiber
K in der Unbestimmten x sowie F' = K(z3(x + 1)™'). Zeigen Sie, dafl K(z)/F eine einfache
algebraische Korpererweiterung ist, und berechnen Sie das Minimalpolynom von z € K (x)
iiber F'.

A 5.4 K sei ein endlicher Korper. Zeigen Sie, dafl es eine Primzahl p und ein n € N mit
|K| = p" gibt.

A 5.5 F sei ein Erweiterungskorper von Z, und a € F' algebraisch iiber Zs; mit dem Mini-
malpolynom Irr(a, Zy) = x° + z* + 2% + 2% + 1. Berechnen Sie die multiplikativen Inversen
von a*+a?+a+1und a* +a®+a+ 1 in Zy(a).

A 5.6 Zeigen Sie, dafl das Polynom f(z) = 23—3z+1 € Q[z] iiber Q irreduzibel ist. In einem
Erweiterungskorper F' von Q habe f(x) die Nullstelle a € F'. Zeigen Sie, dafl dann f(z) auch
die Nullstellen a? —2 und —a® —a+2 hat. Zeigen Sie weiterhin, dafl g(z) = 22 +6x+2 € Q|x]
keine Nullstelle in Q(a) hat.
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A 5.7 Zeigen Sie, daB f(z) = x*+42%+42%+8 € Q[z] irreduzibel iiber Q ist und berechnen
Sie das Minimalpolynom von a? + 2a + 2 iiber Q, wobei a € C eine Nullstelle von f(x) ist.

A 5.8 Essei K ein Korper, F' ein Erweiterungskérper von K und a, b € F' algebraisch iiber
K, so daf§ die Erweiterungsgrade [K(a) : K| und [K(b) : K] teilerfremd sind. Zeigen Sie,
daf dann [K(a,b) : K| = [K(a) : K]+ [K(b) : K] gilt. Benutzen Sie dieses Ergebnis, um
Irr(v/3 4+ /3, Q) zu ermitteln.

A 5.9 Zeigen Sie Q(\/ﬁ, \/3) = {a+ V2 + cv/3 + dvV6 | a,b,c,d € Q} und berechnen Sie
den Erweiterungsgrad [Q(v/2,v/3) : Q]. Zeigen Sie weiterhin Q(v/2,v/3) = Q(v/2 + /3).

A 5.10 Berechnen Sie die folgenden Minimalpolynome und begriinden Sie jeweils [hre Ant-

wort: Irr(v/3 + 1,Q), Irr(vV/2 + v/2, Q) und Irr(+v/5 + V6, Q).

A 5.11 Zeigen Sie, dafl jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe K* eines
Korpers K zyklisch ist.

A 5.12 Sei F' ein Erweiterungskorper von Zs und a € F' algebraisch iiber Z, mit dem
Minimalpolynom Irr(a, Z,) = x*+x+1. Zeigen Sie, dal a die multiplikative Gruppe von Z,(a)
erzeugt, d.h. Zs(a) = {0,1,a,...,a'}. Berechnen Sie das Minimalpolynom von a? + a + 1
iiber Z, und geben Sie ein b € Zy(a) mit Irr(b, Zy) = x* + 23 + 2> + z + 1 an.

A 5.13 A sei der Korper der algebraischen Zahlen. Zeigen Sie, dafi A/Q keine endliche
Korpererweiterung ist.

A 5.14 Essei f(z) = 2% — 3 € Q[z] und v/3 € R die einzige positive Nullstelle von f(x) in
R. Zeigen Sie, daB Q(+/3,¢) mit Irr(e, Q) = 22 + z + 1 ein Zerfallungskorper von f(z) iiber
Q ist. Geben Sie Nullstellen aq, as, a3 € C von f(z) so an, dafi Q(a;, as) und Q(aq, az) nicht
isomorph sind.

A 5.15 F sei der Zerfallungskorper von 2P — 1 iiber Q, wobei p eine Primzahl ist. Berechnen
Sie den Erweiterungsgrad [F': Q).

A 5.16 Es sei K ein Korper. Zeigen Sie, dafl die folgenden Aussagen dquivalent sind:
1. Jedes f(z) € Klz],grad f(z) > 1 zerféllt iiber K in Linearfaktoren.
2. Jedes f(z) € K|x],grad f(x) > 1 hat in K eine Nullstelle.
3. Ist f(z) € K[x] irreduzibel, so gilt grad f(x) = 1.
4. Ist F/K eine algebraische Korpererweiterung, so gilt F' = K.

A 5.17 Zeigen Sie, dafl es zu jeder Primzahl p und jedem n € N bis auf Isomorphie genau
einen Korper mit p” Elementen gibt. Hinweis: Betrachten Sie den Zerfallungskorper von
2" — z {iber Z,.

A 5.18 Es sei f(x) = a?" — x € Zy[x]. Zeigen Sie, daf f(z) das Produkt aller irreduziblen
normierten Polynome g¢(x) € Z,[z] ist, fiir die grad g(x) ein Teiler von n ist.

A 5.19 Zeigen Sie, daB x* 4 1 iiber Q irreduzibel ist, aber reduzibel iiber jedem Z,.
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A 5.20 Zerlegen Sie 2® — 1 € Zs[z] in irreduzible Polynome.
A 5.21 Zeigen Sie, dafl R eine triviale Automorphismengruppe hat, d.h. Aut(R) = {id}.

A 5.22 Zeigen Sie, daff jeder Automorphismus eines Korpers den Primkorper elementweise
festlaft.

A 5.23 Es sei K ein endlicher Koérper mit dem Primkérper Z,. Zeigen Sie, dafl K/Z, eine
Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe ist, die von ¢ : K — K ,a —— a® erzeugt
wird, d.h., o ist ein Automorphismus von K und Gal(K/Z,) =< ¢ >.

A 5.24 Zeigen Sie, dafl Q(a) mit Irr(a, Q) = 2* — 42” + 2 eine Galoiserweiterung von Q ist.
Geben Sie fiir jedes ¢ € Gal(Q(«)/Q) das Element ¢(«) in der Form aa® + ba? + ca + d mit
a,b,c,d € Q an. Wieviele Zwischenkorper hat die Korpererweiterung Q(«)/Q?

A 5.25 F/K sei eine endliche Galoiserweiterung und f(z) € K|x] irreduzibel iiber K. Zeigen
Sie: Sind ¢1(x),...,gn(z) € Flx] irreduzibel tiber F' mit f(z) = ¢1(x) - ... - gn(x), dann
haben g1(z), ..., gn(z) denselben Grad. Geben Sie ein sinnvolles Beispiel an.

A 5.26 F/K sei eine endliche Korpererweiterung und L ein Zwischenkorper. Zeigen Sie:
Sind F//L und L/K Galoiserweiterungen, so ist F//K genau dann eine Galoiserweiterung,
wenn sich jedes ¢ € Gal(L/K) zu einem ¢ € Gal(F/K) fortsetzen 148t.

A 5.27 Zeigen Sie, daB f(z) € Q[z] mit f(z) = 2% — 242° + 1442 — 28822 + 144 irreduzibel
iiber Q ist. Sei a € C Nullstelle von f(x). Zeigen Sie, daB dann auch - (a® — 18a® + 36a),
£ (—a"+20a”—60a*—246a) und 5 (a” —22a°+102a*—120a) Nullstellen von f(z) sind und daB
Q(a)/Q eine Galoiserweiterung ist, deren Galoisgruppe isomorph zur Quaternionengruppe
ist.

A 5.28 7z und y seien unabhéingige Unbestimmte iiber Z, sowie F' = Z,(z,y). Zeigen Sie,
dafl die Korpererweiterung F//K mit K = Z,(z?, y?) unendlich viele Zwischenkérper hat.

A 5.29 Zeigen Sie, daf} jede endliche separable Korpererweiterung nur endlich viele Zwi-
schenkorper hat.

A 5.30 Ein Korper K heifit perfekt, wenn jedes Polynom f(x) € K|[z| separabel tiber K
ist. Zeigen Sie, dal ein Kérper K mit der Charakteristik x (/&) = p > 0 genau dann perfekt
ist, wenn es zu jedem a € K ein b € K mit b’ = a gibt.

A 5.31 Beweisen Sie die Rechenregeln fiir die formale Ableitung aus Bemerkung 2 nach
Definition 4.1.

A 5.32 Zeigen Sie: Ist F'//K eine separable Korpererweiterung und E ein Zwischenkorper,
dann sind auch F/FE und E/K separable Korpererweiterungen.

A 5.33 Zeigen Sie, daf das Polynom z° + 22 — 262% + 26z — 2 € Q[z] drei reelle Nullstellen
und zwei nicht-reelle Nullstellen in C hat.
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