Karl Weierstrald — zum 200. Geburtstag

LAlles im Leben kommt doch leider zu spat”
Reinhard Bolling
Universitat Potsdam, Institut fir Mathematik

Prolog
Nunmehr im 74. Lebensjahr stehend, scheint es wahrscheinlich, dass dies mein einziger und
letzter Beitrag Uber Karl Weierstral3 fur die Medekt meiner ehemaligen Potsdamer Arbeitsstatte
sein durfte. Deshalb erlaube ich mir, einige pelisba Bemerkungen voranzustellen.
Am 9. November 1989 ging die Nachricht von der Offg der Berliner Mauer um die Welt. Am Tag
darauf schrieb mir mein Freund in Stockholm: ,Hetzlwillkommen!“ Ich besorgte das damals noch
erforderliche Visum in der Botschaft Schwedens fuid im
Januar 1990 nach Stockholm. Endlich konnte ichMidgisg-
Leffler-Institut in Djursholm, im ndérdlichen Randget
Stockholms gelegen, besuchen. Dort befinden sich
umfangreiche Teile des Nachlasses von Weierstra® un
Kowalewskaja, die von Mittag-Leffler zusammengegiag
worden waren. Ich hatte meine Arbeit am Briefwethse
zwischen Weierstra? und Kowalewskaja, die meindeers
mathematikhistorische Publikation werden solltemvimhalt
her abgeschlossen. Das Manuskript lag in naheziestéger
Form vor und sollte dem Verlag tibergeben werdemadzu
selbstverstandllch Ware es far d|ese Arbeit geweden Archivalien im Mittag-Leffler-Institut zu

; : studieren. Aber auch als Mitarbeiter des Karl-Wstrai3-
Institutes fur Mathematik in Ostberlin gehdrte icitht zu
denen, die man ins westliche Ausland reisen liel3. —
Nun konnte ich mir also endlich einen ersten Ubiekhliber
die Archivalien im Mittag-Leffler-Institut verschigin. Ich
studierte in jenen Tagen ohne Unterbrechung vongems
bis abends Schriftstiicke, Dokumente usw. aus detigdon
4 Archiv, denn mir stand nur eine Woche zur VerfuguAm
®_ zweiten Tag in Djursholm entdeckte ich unter Pagieganz
" anderen Inhalts einige lose Blatter, die Kowaleymska
beschrieben hatte. lhre Handschrift kannte ich $& stellten sich als das Fragment eines
Fram B r ol Briefentwurfes an WeierstralR heraus. Geschrieben am
Beginn ihrer Lehrtatigkeit in Stockholm. Was fiindtund!
Weierstral3 hatte alle ihre Briefe an ihn nach ihrem
frihzeitigen Tod verbrannt. Nun war es zum zumeergtind
einzigen) Mal moglich, einen Eindruck von ihrenden an
ihn zu gewinnen. Der Text konnte gerade noch redidz
vor der Drucklegung in die Edition aufgenommen veerd
Von 1990 bis 2000 bin ich dann zehnmal auf Einladdas
Mittag-Leffler-Instituts fur jeweils ein bis drei dhate in

Djursholm gewesen. Meine Arbeit mit den Archivalien
wurde in der grof3zugigsten Weise unterstitzt. Das eine
wundervolle Erfahrung. An diese Aufenthalte werde stets
mit grof3ter Dankbarkeit zuriickdenken.

Der wohl schonste Ausblick aus einem der Raume des
Mittag-Leffler-Institutes.




1. Lebensdaten

1815 Okt. 31
1829 — 1834
1834 — 1838
1838 — 1840
1841

1841 — 1842
1842 — 1848
um 1845
1848 — 1855
1854

1855

1856

1861

1861 Dez.

Winter 1862/63

Winter 1863/64

1864
1870

1872

Sommer 1887
1894

1895

1897 Feb. 19

Karl Weierstral

Geburt in Ostenfelde (Kreis Warehto Regierungsbezirk Minster)
Vater: Wilhelm W. (1790 —1869) — Beamter im pregBen Steuerdienst

Mutter: Theodora W. geb. von dergt@i 791-1827)

Gymnasiufheodorianumn Paderborn

(auf Wunsch des Vaters) Studium demd€alistik (Vorbereitung auf den hoheren
Staatsdienst) in Bonn (ohne Examen abgebrochen)

Studium an der Akademie in MUnsterif€ceitung auf das Lehramt);
Vorlesungen uber elliptische Funktionen bei Gudemma

mindliche Prifungen (beinahe durchgefallen)

Probejahr in Mlnster; Weierstral3 gifigreits iber Grundlagen seiner
Funktionentheorie (u. a. analytische Fortsetzunghld®otenzreihen)

Lehrer in Deutsch-Krone (Westpreul3en)

Weierstrald ist kurze Zeit verlobt

Lehrer in Braunsberg (Ostpreul3en)

Weierstral3’ bahnbrechende Arbeitlzisung des Jacobischen Umkehrproblems
far hyperelliptische Integrale erscheint im Cretlesn Journal, die den Autor
schlagartig bekannt macht; Ehrenpromotion durchtizversitat Kénigsberg

Freistellung fur ein Jahr (Ausanegt seiner Theorie der Abelschen Funktionen)

Professor am Berliner Gewerbeinstitut; anféentliche Professur an der
Universitat Berlin; ordentliches Mitglied der Bewiir Akademié

Kummer and Weierstral3 grinden das MathematiSeminar an der Universitat
Berlin

Zusammenbruch wahrend der Vorlesung; eagithriger Pause halt Weierstral3
alle seine Vorlesungen nur noch sitzend

erste Vorlesung Uber seine Netilvetyng der Theorie der elliptischen
Funktionen

erste Vorlesung Uber analytidetiektionen; darin frihester Beleg fur seine
Theorie der reellen Zahlen (mit dem Satz von Batz@reierstrald fuc);

ordentliche Professur an der UniversigdiB

Weierstral3’ Kritik des sog. DirichletschemPips, der Basis der Riemannschen
Funktionentheorie; erste Begegnung mit Sofja Kowalaja
Akademie-Vortrag Uber sein Beispiel eindrganz R stetigen aber nirgends
differenzierbaren Funktion

letzte Vorlesung (Uber hyperédighte Funktionen)

der erste Band von Weierstral3’ Weskscheint (1927 der letzte Band 7)

Portréat in der Berliner Nationalgede

Tod in Berlin



2. Padagogische Grundsatze

Anlasslich der Ubernahme des Rektorats der Berliméversitat uRRert WeierstraR in einer Anspraah@ v
15. Oktober 1873 seine Ansichten zum akademiscimderticht, die mir sehr bemerkenswert scheinen:

,Der Erfolg des akademischen Unterrichts ber{ihf zum grof3en Theile darauf, dal’ der Lehrer
den Lernenden fortwdhrend zu eigener Forschung itehleDies geschieht aber nicht etwa durch
padagogische Anweisung, sondern zunachst und haipish dadurch, dal3 der Lehrer beim Vortrag
einer Disciplin in seiner Darstellung selbst durdhordnung des Stoffes und Hervorhebung der leitende
Gedanken angemessen den Lernenden erkennen l&Rueklnem Wege der gereifte und das bereits
Erforschte beherrschende Denker folgerichtig fditettend zu neuen Ergebnissen oder besserer
Begrindung schon vorhandener gelangt. Dann versdemtes nicht, ihm die zur Zeit nicht
Uberschrittenen Grenzen der Wissenschaft zu bewmsicind diejenigen Punkte anzudeuten, von denen
aus ein weiteres Vordringen zunachst moglich s¢héinch einen tiefern Einblick in den Gang seiner
eigenen Forschungen versagt er ihm nicht, versdivaglbst nicht begangene Irrthimer und getauschte
Erwartungen.®

Das sind wahrlich hohe Anspriiche an den Lehrenden.

Nun ist man nattrlich einigermal3en neugierig, ah sliese padagogischen Grundsatze in seiner
Vorlesungen wiederfinden. In den vorhandenen Mriifielm und Ausarbeitungen von Weierstral®’
Vorlesungen wird deutlich, in welchem Mal3e dieser@séatze Bertcksichtigung fanden, worauf wir im
Folgenden gelegentlich hinweisen werden.

3. Vorlesungen

Uber 30 Jahre — von 1856 bis 1887 — erstreckt WigherstraR’ Vorlesungstatigkeit an der Berliner
Universitat. Seine Hauptvorlesungen, die er mitmtieher RegelmaRigkeit alle zwei Jahre halt, sind:
Einleitung in die Theorie der analytischen Funk#&ion— Elliptische Funktionen — Anwendungen der

elliptischen Funktionen in Geometrie und Mechanikbelsche Funktionen — Variationsrechnuiyeben
diesen funf Hauptvorlesungen hat Weierstrald aber ®orlesungen zu anderen Themen gehalten, wie z. B
mehrere Male Uber synthetische Geometrie. Vieles g@em, was dort geboten wurde, war nirgends
gedruckt, jungste eigene Forschungsergebnisse tgahdazu. Manche empfingen so Anregungen fir ihre
eigene wissenschaftliche Arbeit, trugen dann ileiesszur Verbreitung der WeierstralRschen Mathematik
bei. Auf diese Weise sind Methoden und Forschumggderisse Allgemeingut der Mathematiker geworden,
auch ohne dass sie in publizierter Form vorlageaes®Vorlesungen wurden zu einem Anziehungspumkt fu
Studenten und bereits ausgebildete Mathematiketndashnd Auslandes. Es wird von bis zu 250 Horern i
seinen Vorlesungen berichtet. Selbst zur anspratlesvVorlesung Uber Abelsche Funktionen hat es 200
eingeschriebene Horer gegeben. Nur Kummer, derdailgs nie Ergebnisse seiner neuesten Forschung

einflieRen lieR, hatte vergleichsweise derart Hatieerzahlen.

Weierstra war in 27 Promotionsverfahren ErstgueaéhZu seinen Schiilern gehéren namhafte spatere
Universitatsprofessoren, darunter Georg Cantor,rgs&mobenius, Adolf Hurwitz, Gosta Mittag-Leffler,
Carl Runge, H. A. Schwarz und — wer wisste es ric®bfja Kowalewskaja.

4. Zur Vorlesung im Wintersemester 1863/64

Auf eine seiner Vorlesungen méchte ich ndher eiaegetia sie in der Literatur ganz unbekannt gebtiee
sein scheint.

Im WS 1863/64 halt Weierstrald eine Vorlesung Ulnatydische Funktionen. Von dieser Vorlesung
existiert eine Mitschrift von H. A. Schwarz — depéteren Nachfolger von Weierstral auf dessen EBerlin
Lehrstuhl — der wir manches Neue entnehmen konnen.

Darin finden sich u. a. Angaben zu diesen vier Remk

- Konstruktion der reellen und komplexen Zahlen
- Satz von Bolzano — Weierstral3

- Es gibt stetige nirgends differenzierbare Funlgion
- Spezialfall des Produktsatzes
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Eine Vorlesung mit demselben Titel hatte Weierstrafeits zwei Jahre zuvor im Winter 1861 begonnen,
musste sie aber nach einem kdrperlichen Zusammemiwéhrend einer Vorlesung im Dezember 1861
abbrechen.E. Neuenschwander hat durch die von ihm aufgefueeBriefe von E. Abbe an H. Schiitz
belegen kénnen, dass diese Vorlesung tatsachlgkzibihrem Abbruch stattgefunden hat (und nicht nur
-angekundigt* war, wie im Gesamtverzeichnis der [gsungen von Weierstral3 in der Werkausgabe (Band
3, 356) angegebefl).
Erst nach einem Jahr nimmt Weierstrald seine Vanlgstétigkeit wieder auf, bleibt aber nun wéhrens de
Vortrags sitzen. Einer der fortgeschrittenen Sttelenibernimmt das Anschreiben an der Tafel. Ein
durchaus nicht ganz unproblematisches Amt.
Weierstral’ gesundheitliches Befinden war nichttesellabil, zeitweise so schlecht, dass er seine
Forschungen und Vorlesungen unterbrechen mussteg&wlich litt er an Schwindelanfallen, die sich
taglich wiederholen konnten und sich erst nach &uandurch einen Brechanfall I6sten. Mittag-Leffler
notiert sogar:

»Sein ganzes Leben gestaltete $ichin duRerer Beziehung zu einer wirklichen Tragddie

Es ist also davon auszugehen, dass zumindestdesléhalts der Vorlesung von 1863/64 bereits in
dieser abgebrochenen friheren Vorlesung von Weagrstusgearbeitet waren.

5. Konstruktion der reellen Zahlen

Das Fundamerdller Analysis bilden die reellen Zahlen. Belegedie Behandlung des Zahlbegriffs durch
Weierstral in einer Vorlesung lassen sich beréitslén Beginn des WS 1861/62 finden. Allerdinggisin
keine Einzelheiten bekannt (s. u.). Diese kobnnanevgtmals einer weiteren Mitschrift von H. A. Saw
vom WS 1863/64 entnehmen, die merkwirdigerweisafable ganz unbekannt geblieben zu sein scheint.
Es durfte sich um die frGhesten Mitteilungen zumidk&ralischen Zahlbegriff handeln. Das Dokument
befindet sich im Nachlass Schwarz nicht bei derstihitift Gber die analytischen Funktionen, sondern i
einem separaten Heft ,Theorie complexer ZahleWjrjiter 1863 — 64, das mit den Worten beginnt:

,In dieser Vorlesung Vorbereitendes zur Hauptvomest
Dies durfte aber m. E. nicht so zu verstehen sgmhéatte es zwei Kurse gegeben. Weierstral3 schieint
die Ausfihrungen zum Zahlbegriff nicht als Bestaiidier ,Hauptvorlesung” Gber analytische Funktione
angesehen zu haben, sondern als eine davon unaph&etbstandige Thematikb dem WS 1865/66 trug
die Vorlesung den Titel ,Einleitung in die Theoder analytischen Functionen®, zu der die Behandhleg)
Zahlbegriffes gehorte.
In der Ausarbeitung von Schwarz der am Berliner &bwinstitut gehaltenen Vorlesung von Weierstral3 im
SS 1861 findet sich der PassuEks,gibt nun aber auch Grél3en, die sich durch digh&it und Teile der
Einheit nicht ausdriicken lassen; bei ihnen wendan rdie Form der unendlichen Reihe.af. Da
Weierstrald seine Theorie der reellen Zahlen augEleheit* und ,Teilen der Einheit* aufbaut (s. pipt
anzunehmen, dass er zumindest konzeptionell eimstd/lmng von seiner Konstruktion besalf3. Allerdings
ist der Schwarzschen Ausarbeitung zufolge fur VWé&iaf® dort die Summe einer unendlichen Reihe der
Grenzwert ihrer Partialsummen, wahrend er nactetislierung seines Zahlbegriffs unendliche Reihé&n m
einem vollig anderen Konzept behandelt (s. u.)(Dagac 1973) wird darin und in dem Umstand, dass
weitere Andeutungen zum Zahlbegriff dort nicht zotnehmen sind, ein Indiz dafir gesehen, dass
Weierstrald seine Theorie der irrationalen Zahlethrmocht ausgearbeitet hat und auch in seiner tsarai
WS 1861/62 begonnenen gleichnamigen Vorlesung ghitigine Theorie der analytischen Functionen®
noch nicht entwickelt haben kanmdnc, si Weierstrass avait pu faire le cours anrépour le semestre de
I'hiver 1861 — 1862, on n‘aurait pas pu y trouvea ghéorie des nombres irrationels telle que nous
I'exposerons. Rien de ce qui existe a ce sujet laosurs d’'été de 1861 ne le laisse prévoir. Noaissons
qgu’il a mis a profit les deux années, pendant le#igs il n’a pas fait de cours sur les fonctiongaigtiques,
pour élaborer sa théorie des nombres irrationnelg, figurait au début de ce cours, et dont il a dére
premier exposé public pendant le semestre d’higés1t- 1864.°
Dieser Schlussfolgerung kann ich mich nicht unesebeinkt anschlieBen. H. Schutz ist Horer jener
Vorlesung im WS 1861/62. Durch ihn erfahrt E. Aldemlich regelmalig Einzelheiten tGber die Vortrage.
In seinem Brief an Schitz vom 22. November 1861dy&tmAbbe:
.Besonders Weierstrald fl63t mir allen Respect aimd dabei gereicht es mir zu nicht geringer
Genugthuung, viele Ansichten, wie ich sie Dir géden in Gottingen schon ausgesprochen habe, (dieA.
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Uber den Unterschied, resp. wesentlichen Gegesaschen den Vorstellungen von GroRen und Zahlen)
bei ihm genau so wieder zu findef{.
Einen Monat spéater schreibt Abbe am 21. Dezemb&caiitz:
.Dald eine solche Verallgemeinerung der Zahlvorsted), durch welche Wileierstral3] die Realitat der
compl[exen] Zahlen begriinden will, durch die Natler Zahlvorstellung ausgeschlossen ist, und daher
Wi[eierstraR] die fragliche Schwierigkeit nicht hetmndern nur scheinbar versteckt.“

Danach ist jedenfalls klar, dass Weierstral3 in Ter Uber den Zahlbegriff vorgetragen hat. In
welcher Art und Weise und in welchem Umfang, l&ssh den brieflichen Mitteilungen nicht entnehmen.
Hier waren die Gegenbriefe von Schitz aul3eroradnthufschlussreich. Leider konnten sie nicht
aufgefunden werden.

Dass von all dem nichts in der Vorlesung vom SS1186oweit sie in der Ausarbeitung von H. A.
Schwarz vorliedf — zu finden ist, begriindet also nicht die von Bg&t gezogene Schlussfolgerung. Eine
Erklarung konnte sein, dass der doch nicht unbetiféce Aufwand, der bei der Darstellung des
Weierstral3schen Zahlbegriffs erforderlich ist, dé&ahmen einer Vorlesung — wie die uber
Differentialrechnung im SS 1861 (noch dazu am BerliGewerbeinstitut) — gesprengt haben wirde und
erst in einer gesonderten Vorlesung realisierbae&gl. den Kommentar nach Anmerkung 7). So nimmt
in der Ausarbeitung von Hettner (SS 1874) der Zadiiff immerhin etwa 20%, in der Ausarbeitung von
Hurwitz (SS 1878) sogar etwa 25% des Umfangs deargeen Vorlesung ein.

Durch das oben erwahnte Dokument ist die Datieggersten noch existierenden Mitteilungen
von Weierstral3 zum Zahlbegriff auf das WS 1863&i#enfalls gesichert. In (Dugac 1973) findet sich fu
diese Datierung kein Beleg, alle dortigen Angabem zZahlbegriff beziehen sich auf Texte spateren
Datums.

Die Idee der Weierstraldschen Konstruktion besteliter Formalisierung des Gedankens, dass jede reell
Zahl (endliche oder unendliche) Summe ausgewatdteEmaler Zahlen ist. Dazu ist zweierlei zu laistEs
muss definiert werden, wann solche formal aufzeiaden Summen endlich sein sollen und es ist eine
Aquivalenzrelation einzufiihren, die die Gleichimiteier endlicher Summen bestimmt.

Ein ndheres Eingehen auf den Weierstral3schen xatifbgcheint mir sinnvoll, da die Mitschriften bzw
Ausarbeitungen seiner Vorlesungen hierzu nicht imenedeutig, gelegentlich unvollstandig oder fehédt
sind.

Die nachfolgenden Angaben weichen teilweise von@eginalbezeichnungen und Originalformulierungen

wie auch von den Begrindungen ab, folgen aber dengélien von WeierstraléGegenUber den leicht
handhabbaren Dedekindschen Schnitten und den gemainerungsfahigen Cantorschen (bzw.
Merayschen) Fundamentalfolgen (Cauchyfolgen) ist Wéeierstraldsche Ansatz heutzutage bei der

Einfuhrung der reellen Zahlen in den Hintergrundeg;en)

Ausgangspunkt fir den Zahlbegriff sind die natidic Zahlen. Hier belasst es Weierstral3 bei allgssnei
Bemerkungen zum Vorgang des Zahlens, ohne einematieche Charakterisierung zu geben. Die
naturlichen Zahlen werden mit ihren EigenschaftenHolgenden als gegeben vorausgesetzt. Die sict
anschlieBenden Konstruktionen sind dann aber exakt.

Aggregate aus endlich vielen Elementen

Die positiven rationalen Zahlen werden aus Symbo}enﬁ]r alle natiurliche Zahlenn konstruiert.
n

Weierstrald nennt sie ,genaue Theile der Einheitf fim n =1 ,Einheit" (der Kirze halber hier sowohl mit

»1* als auch mit % bezeichnet). Mit diesen fuhrt er ,Zahlgro3en* edie zunachst nur aus endlich vielen

Teilen der Einheita, , 1<i <m, gebildet werden, zu der die Angabe gehdrt, iigenles a, auftritt. Im

WS 1863/64 verwendet Weierstrald allerdings nur |,Zdba sich die zu definierenden rationalen Zahlen
wie auch die irrationalen als Aquivalenzklasserciset ZahlgréRen ergeben werden, soll hier fiir sie d
Terminus ,,Aggregat” verwendet werden, der auch ggidich bei Weierstrald vorkommt. Wir wollen mit
Weierstral3 diea, der Kurze halber auch ,Elemente* nennen und flrgragate die Bezeichnung

[a,,...,a,] verwenden (Weierstrald belasst es bei einem Buddstatier einer nur verbalen Formulierung).
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Zur Orientierung sei angemerkt, dass sich spaterusstellen wird, dass Aggregate mit der Summe ihre
Elemente Ubereinstimmen.
Fur Aggregate werden folgende Transformationemasatt

m Elementeiljh kénnen durch das Elemenjfc ersetzt werden und umgekehrt (2)
m n

(fur beliebige natirliche Zahlerm, n). Dabei soll keine Rolle spielen, an welcher $talle Elemente
stehen.

Zwei AggregateA und B nennen wir aquivalenfy ~ B, wenn jedes durch eine endliche Anzahl von diesen
Transformationen in das jeweils andere transforpaieist. Damit ist in der Tat eine Aquivalenzredati
definiert. WeierstraB spricht nicht von Aquivalenzeder Aquivalenzklassen sondern durchweg von
.gleichen ZahlgroRen®. Das fuhrt dann auf Formulregen, wie z. B. ,aud =Bund B=C folgtA=C*

fur AggregateA, B, C.

Aggregate, die sich nur durch die Reihenfolge demiente unterscheiden, sind demnach aquivalent.

Weierstrald mochte Aggregate vergleichen und flihg ©rdnungsrelation ein:

Es gelte A< B, falls ein B' ~ B existiert, das alle Elemente vax (und jedes mindestens genauso oft)
enthdlt. EnthaltB" wenigstens ein weiteres Element, so wi& B gesetzt.

Hier misste man sich vergewissern, dass fir bgkeBiggregateA, B genau eineder RelationenA ~ B
,A<B, B<A eintritt. In den mir bekannten Mitschriften und saubeitungen wird das stillschweigend
angenommen bzw. als selbstverstandlich angeseham.shht nattrlich, dass die Summe der Elemente be
den Transformationen sich nicht andert. Aber diedifddn ist noch gar nicht definiert! Zum Nachweis
kdnnen wir so vorgehen:

Jedes AggregaA ist gewissen Aggregate{nl,...,l} aquivalent, die jeweils nur aus denselben Elenmente
a

a
i bestehen (ala kann z. B. jedes gemeinsame Vielfache der endlellen Nenner irA gewéhlt werden).
. 1 1 . . e a a . . I
Far A:{—,...,—} bilden wir die natiurliche Zahls(A,ja)= —+...+—, worin a ein beliebiges
a, a

a a8y
gemeinsames Vielfaches der Nenner »ast.

m

Behauptung. Es gilt

® A~ B genau dann, wenrs(A,a) =s B(a,, )

(i) A< B genau dann, wenrs(A,a) <s B(a, )

fur irgendein gemeinsames Vielfacteealler in A undB auftretenden Nenner.

Zunachst ist zu bemerken, dass die Aussage vowdhl vona unabhéangig ist. Das folgt aus der Tatsache,
dass jedea Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfachkem @ A undB auftretenden Nenner ist.
Beweis vor{i): Offenbar gilt

A{ll} (mit s(A,a) Elementenl) und B {ll} (mit s(B,a) Elementenl)

a a a a a a

Aus s(A,a) = s(B,a) folgt damit trivialerweisé\ ~ B.

Nach der obigen Bemerkung kommt es darauf an,alags die Umkehrung zutrifft.

Es seiA ~ B. Um nachzuweisen, dasgA,a) =s B @ , g)lt, hat man sich nun nur davon zu lberzeugen,
dass bei jeder Transformation (1) eines Aggregates ein AggregatT'gilt: S(T,a) = gT',a) fur ein
beliebiges gemeinsames Vielfacteeder Nenner imf und T'. Das lasst sich aber sofort verifizieren.

Wir hatten daher auch die natirlichen ZahlerA a( zur Definition der Aquivalenz von Aggregaten

verwenden kdnnen, ohne Transformationen einzufiihren
Beweis vor{ii):
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Es sei A<B. Ist B'~ B ein Aggregat, das alle Elemente vAn(und ebenso oft) und wenigstens ein
weiteres enthalt, so folgs(A a) <s(B',a) fur ein gemeinsames Vielfachesder Nenner vorA und
B’ sowie zusatzlich voB. Nach (i) ists(B',a) =s B a )

Es seis(Aa)<sBa) Da Fl} (mit s(A,a) Elementen) inA transformiert werden kann, kann
a a

Fl} (mit s(B,a) Elementen) in ein Aggregd' transformiert werden, das aus allen ElementenA/on
a a

und s(B,a)-s(Aa) Elementenl besteht. Wege®' ~ B folgt A<B.
a
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Die positiven rationalen Zahlen kénnen nun als Aglgénzklassen von Aggregaten definiert werden.
Weierstrald fuhrt diesen Begriff erst nach Einbezmghvon Aggregaten mit unendlich vielen Teilen der
Einheit ein.

Aus der Behauptung ergibt sich sofort, dass di@tRel < mit der Aquivalenz vertraglich ist, d. h. ais<
BundA~A", B~B'folgt A'<B'. Aus A< B < Cfolgt A< C.

Damit ist fUr die positiven rationalen Zahlen eelnungsrelation eingefthrt.

Die Addition zweier Aggregateé = [al,...,am], B= [bl,...,bn] wird durch

A+B= [al,...,am, ,...,bn] definiert.

Fur diese Addition gelten offensichtlich das Komatist- und das Assoziativgesetz.

Damitist[a,,....a,] = [a]+...+[a,], d. h. Aggregate sind die Summen von Aggregatierjedveils nur aus

einem Teil der Einheit gebildet sind. Daraus ist das &&rallsche Konzept ersichtlich: die positiven
rationalen Zahlen tber die endlichen Summen vom@iariichen zu definieren.
Die Multiplikation von Aggregaten wird durch

[al,...,an][ﬁbl,...,bm]=[a1bl,...,abj,....,anbm] unter Verwendung vonl%#:ki[ﬂ definiert.

Fur diese Multiplikation gelten das Kommutativ-sd&ssoziativ- und das Distributivgesetz.
Zur spateren Anwendung bemerken wir:
Aus A< B folgt AC<BC. (2)

Das ergibt sich aus der Behauptung s{i&,a) <s B & ,, {AC,a*) = s(A,a)s(C,a) fur ein gemeinsames
Vielfachesa der Nenner voi, B, C.

Addition und Multiplikation lassen sich fir die Agalenzklassen definieren. Denn fiv~A', B ~B' folgt
aus der Behauptungp+B ~ A'+B' und AIB ~ A'[B’

Aggregate aus unendlich vielen Elementen

Zur Definition der positiven irrationalen Zahlereat auch, um z. B2 :1+%+%+%+... Zu erhalten (s. u.),
mussen nun Aggregate betrachtet werden, die ausllicie vielen Teilen der Einheit bestehen. Weiaifstr
verwendet erst spater den Terminus ,irrationalelZghweil wir zunéchst gar nicht wissen kénnen, ob es
auRRer den rationalen noch andere ZahlgroRen tjébe

Ziel ist die neuerliche Definition einer Aquivalemweier Aggregate, die jetzt aber aus endlich vielder
auch unendlich vielen Teilen der Einheit gebildatisund im Falle endlich vieler mit der bereits gbgnen
identisch ist. Die obigen Transformationen sindudaficht mehr geeignet, da fur unendlich viele N&mn
nicht mehr in der bisherigen Weise mit einem gessaimen Vielfachen gearbeitet werden kann. So lassl

sich z. B. das Aggreg{ﬂ,%,%,...,z—i,...} nicht durch endlich viele Transformationen in dggregat [1, 1]
Uberfihren. Nach der Mitschrift von Schwarz beméeierstrall hierzu: ,der Gleichheitsbegriff ist
umfassender®. Statt der Transformationen werden dienpositiven rationalen Zahlen verwendet, die
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Weierstrald deshalb zunachst eingefiihrt hat. Dagéhan basiert — wie beim Dedekindschen Schnitf — au
der alten schon in der Antike entwickelten ldee JBundoxos, die in heutiger Terminologie als die
Charakterisierung der reellen Zahlen durch rate@ahlen beschrieben werden kann.
Es seiA ein Aggregat aus endlich oder unendlich vielerehedler Einheit.
1. Fir ein AggregaB ausendlichvielen Teilen der Einheit wirdB < A gesetzt, fall8 < A" fir ein
gewisses Aggreg#t qilt, das aus nuendlichvielen Teilen der Einheit voA besteht (hierfur wurde<
bereits definiert; bestetd aus endlich vielen Teilen der Einheit, so ist di€efinition mit der oben
angegebenen identisch).
2. Falls fur alle Aggregate [1,1,...,1] qilt[1,1,1] < A, so spricht Weierstral3 von einer ,unendlich grol3en
ZahlgroRRe“. Diese schlie3t er von der weiteren &#ttung aus, da man mit ihnen zu ,keinem
ersprieBlichen Resultdf* gelange (hinsichtlich eines Begriffs der GleicltheDie ubrigen Aggregate
wollen wir beschrankhennen (Weierstral® nennt sie ,endliche Zahlgrofden“weichen davon ab, um eine
Verwechslung mit Aggregaten aus nur endlich viélementen zu vermeiden).
3. Fur beliebige beschrankte AggregaieA’ wird A< A’ gesetzt, falls fur alle AggregaBaus endlich
vielen Teilen der Einheit gilt: al® < A folgt stetsB < A".
Damit ist eine Ordnungsrelation unter den beschiginkggregaten definiert.
Bestehen beide Aggregate nur aus endlich vielereeder Einheit, so gilt: ausA< A" folgt
s(A,a) < s(A',a) fur ein gemeinsames Vielfachasler Nenner voi und A'.

4. Fur beliebige beschrankte Aggregate witd- A’ gesetzt, fallsSA< A" und A" < A qilt.

Bestehen beide Aggregate nur aus endlich vieleteM@er Einheit, so ist diese Definition mit dereab
gegebenen identisch: denn aus 3. fad@, a) = s(A' a und damit sindA und A nach der Behauptung
aquivalent in der urspringlich angegebenen Bedgutun

5. Die positiven reellen Zahlen kénnen nun als iajenzklassen beschrankter Aggregate definiert
werden.

In der Originalformulierung von Weierstral3Zyei ZahlengréRen a una heifen gleich, wenn sowohl die
Einheit, wie jeder Theil derselben, in a ebensceafhalten ist, wie in 'a**°

spiel: (L 1~|1t1 1
Beispiel: [1, 1] {12,4,...,2k,...} 3)

11 1
BehauptundL: [1,1]< [1=,=,...—,...|.
ptundl: [1, 1] [1 e }
Beweis: Es seB ein beliebiges Aggregat aus endlich vielen TedenEinheit mitB < [1, 1]. Es geltB ~

Eﬂ (mit sEIemente%). Aus [1, 1]~ Eﬂ mit 2b Elementen% folgt s < 2b. Es lasst sich ein

kmitb < 2“(2b-s) wahlen. FirA ={1%% i} gilt A"~ {Zi 1} mit 2*** -1 Elementenz—lk.

> g
1 1 Ak 1
WegenB ~ | ——,...,— | mit 2"s Elementen_— folgt aus
2b 2D 2“b
A~ {%%} mit (2 ~1)b Elementen—~— und 2“s < (2 ~1)b schlieBlichB < A'.
2b 2D 2b
11 1
Behauptund: = e < [1, 1] .
pung: [122..2. ] <

Beweis: Es seB ein beliebiges Aggregat aus endlich vielen TedlenEinheit mit

B < [ iiik} O.B.d. A.seB < {lilik} Es gelteB ~ FE} (mitsEIementenl).
24 2 24 2 b b b
11 1 1 1 . 1
Wegen|1,=,=,....— |~ | =—,...—— | mit (2¢* -1)b Elementen— und
J []“2 4 2k} {2% 2%} ( ) 2%



9
B~ [Z%b%b} mit 2*s Elementenﬁ folgt 2s< (2 -1)b und darau*s<2“'b. Da [1, 1]

Aus den beiden Behauptungen fo{@}.

~ [ ! ! } mit 2“'b Elementenleb folgt B < [1, 1].

Addition und Multiplikation von beschrankten Aggeggn mit unendlich vielen Elementen werden analog
wie oben eingeflhrt. Die so definierten Aggregaited soffenbar wieder beschrankt. Kommutativitat,
Assoziativgesetz und Distributivgesetz ergeben gatz entsprechend.

Um die Ordnungsrelation und die Rechenoperationeh &ir die positiven reellen Zahlen zur Verfigung
zu haben, muss man verifizieren, dass sie von ddrl \der Vertreter aus den Aquivalenklassen unakgang
sind. Das basiert auf dem Umstand, dass die Relatid (und damit auch +*) allein mit Verwendung
von Aggregaten ausndlichvielen Elementen definiert ist und die Reprasaetaimabhangigkeit daher aus
den entsprechenden Aquivalenzaussagen fiir Aggregateur endlich vielen Elementen folgt. Um fiir die
Multiplikation zu zeigen, dass aus ~ A, B'~ B auchA'[B'~AI[B folgt, ist es vorteilhaft zu verwenden,
dass ausA < B folgt A[C < BIC (was mit Hilfe von (2¢u erhalten ist).

Unendliche Reihen
Besonders bemerkenswert und elegant gestaltetdsticBehandlung unendlicher Reihen positiver reeller
Zahlen. Weierstral? kommt ganzlich ohne Konvergeiabtungen (etwa, wie Ublich, als Grenzwert der
Partialsummen) oder durch Verwendung des Supremdessen Existenz an dieser Stelle noch nicht
bewiesen ist) aus.

Zunachst bemerkt Weierstral3: um bei unendlich nie&ummandenZA sinnvoll von einer Summe
i=1

sprechen zu kénnen, misse die Reihe notwendig téeddthsein, d. h. es existiert ein Vielfachgpsler

Einheit, so dass die Summe einer beliebigen ergtiidinzahl von Summanden stets kleinergailst. Dann

beweist er, dass diese Bedingung auch hinreichen®eénn jedes Elemergt kann nur in einer endlichen
n

Anzahl von Summander\ (und dort jeweils nur endlich oft) vorkommen (Zg® der Beschréanktheit),

sagen wir, insgesamt genaj-mal. Das Aggrega{%,a—;,...,i,..}, wobei zur Abkl‘Jrzunga—n far a,
n n

1 . . .
Elemente — stehen soll, fallsa, > 1, ansonsten sol& nicht vorkommen. Dieses Aggregat ist aber
n n

beschrankt (die zugehérige Aquivalenzklasse definialso eine reelle Zahl)! Es gilt namlich
ﬁ,&,...,&,... < g . Denn fur jedes Aggregd < ﬁ,ﬁ,...,i,... , das nur aus endlich vielen
1 2 n 1 2 n

a4

Elementen besteht, folgd < {% >

a L . : :
—“} fur ein genlgend groRes Die darin vorkommenden
n
1 . .
EIementeE stammen aus endlich vielen Summanden wasB<g zur Folge hat.

Nun kann die unendliche Summe definiert werdeEA = {%a—;a—;} An dieser Stelle schon den
i=1

Begriff Konvergenz zu verwenden, ware nicht motitviBas wird erst spater angebracht sein (s. u.).
Es folgt weiterhin — wie im Fall von Aggregaten mmitir endlich vielen Elementen — fir beschrénkte

Aggregate(a,...a, ,..F Y [a] .
i=1

Um schlieBlich zu den positiven reellen Zahlen &laggen, ist nun nur noch zu verifizieren, dass der
Ubergang zu &quivalenten Summanden zu einer aguiteal Summe fuhrt. In der Ausarbeitung von
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Hurwitz liest man: ,Wir wollen jetzt nachweisen, flan einer Summe mit unendlich vielen Gliedern
Gleiches fiir Gleiches gesetzt werden kann, ohné\denth der Summe zu veranderf.*

Fur beschrankte Reiney. A, DB, folgt sofort > A +> B =) (A +B)) .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Mehr noch, der WeierstraRsche Doppelreihensatafiéndliche Reihen positiver Zahlen ergibt sich aus
dieser Vorgehensweise geradezu von selbst. Dieszrz8hlt Weierstrall zu den Satzen, die ,die Gagell
fur die ganze Reihentheorie* bildéh.

Als unmittelbare Folgerungen, die Weierstral3 albsseerstandlich ansieht und nicht extra erwahbe(a
verwendet), ergeben sich das Majorantenkriteriutteifadaraus, dass durch die Majorante die Reihe
beschrankt ist) sowie daraus das Quotienten- un&lkaiterium.

Damit ist auch die Multiplikation zweier beschramktinendlicher Reihen als (dann ebenfalls besctefink

00 00

Doppelreihe gegebery A [} B, =) > AB, . Danach werden Produkte aus unendlich vielen Faito

i=1 j=1 izl j=1
behandelt.
Nachdem alle reellen und schlie3lich die kompleXahlen eingefiihrt sind, wird der Zusammenhang mit
dem Uublichen Begriff der Summe einer unendlicheih®als Grenzwert ihrer Partialsummen hergestellt
(ohne die Verwendung der Termini ,Grenzwert* undagffalsumme*: zu jedenz >0 lassen sich endlich
viele Summanden aussondern, so dass die SumméngeniSummanden dem Betrage nach kleinegals
ist (daraus ergibt sich die Aussage fur die Padi@men)). Im Beweis wird die Verallgemeinerung der
Tatsache, dass der Betrag einer endlichen AnzamlStonmandens der Summe ihrer Betrage ist, fur
unendlich viele Summanden verwendet, was sorgftgyindet wird, denn, so WelierstraRs,giebt aber
nichts Gefahrlicheres in der Analysis, als Satze, fdr eine endliche Anzahl von Gréf3en gelten, ohne
Beweis auf eine unendliche Anzahl zu tibertradg&n
Nun ist es auch angebracht, von konvergenten Reiheprechen.
Bei seinen Anwendungen geht es Weierstral3d um Kgeweaussagen fur Potenzreihen. Dabei scheint el
allerdings keinen Gebrauch von dieser Grenzwerastfing zu machen und verwendet dafir sein leicht zL
handhabendes Konzept der beschrankten Reihen ibindeng mit dem grundlegenden Abelschen
Konvergenzlemma fur Potenzreihen (ohne VerweisAdngl), so etwa bei der Behandlung der Exponential-
und Logarithmusfunktion.

Erst an spaterer Stelle der Vorlesung beweist Wead? die Existenz des Supremums (bei ihm ,obere
Grenze") dadurch, dass er diese Grof3e als Reihstetlgr die beschréankt ist (durch Angabe einer
konvergenten Majorante) und somit eine reelle Ldfiniert. Ganz analog wird die Existenz des Infimsu
gezeigt (bei ihm ,untere Grenze®). Auf diese Wesseht auch die Vollstandigkeit der reellen Zahlen z
Verfigung.

Als Folgerung aus der Existenz des Supremums bewWEgerstrall im SS 1874 die Existenz des
Konvergenzradius fur Potenzreihen und im SS 1878 Si@tz von Bolzano-Weierstral3 (ohne ihn so zu
bezeichnen), mit dem er als Anwendung u. a. derstdllensatz fir stetige Funktionen beweist.

Hinzunahme negativer Zahlen

Die uneingeschrankte Ausfihrbarkeit der Subtrak#onB von Aggregaten erfordert die Einfihrung neuer
GroRRen, so dass stets @hmit C+B = A existiert. Unter der Annahme, dass ein solcheregenter
Zahlbereich vorliegt, wird begrindet, dass die ®rd8— A von A unabhangig ist. Sie wird mit O
bezeichnet. Zur Konstruktion eines solchen Bereiahiederholt Weierstral3 flir eine weitere Einreéiund

!

ihre ,genauen Teile" € wie fur die Einheit e= 1die Bildung von Aggregaten. Es werden
n

LinearkombinationenA+ A’ flr beschrankte Aggregai® die beziglich der Einhe& und beschrankte
Aggregate A", die bezuglich der Einhei€' gebildet sind, betrachtet. Weierstral? nennt sempuexe

Zahlen“ oder auch ,complexe GroRR3en“. Ihre Additenfolgt komponentenweise definiert. Wir& +&€ - 0
n n

festgelegt, so ist die Subtraktion fur diese ,caemph Zahlen“ stets ausfuihrbar. Die Aggregatéhren auf
die positiven reellen Zahlen, die Aggregafe auf die negativen. Aus heutiger Sicht entsprichs d
schlieRlich der Bildung von Paardar,a') fiir positive reelle Zahlernr,a' mit der Aquivalenzrelation:
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(@, @) ~ (B,B) genau dann, wenn a+ 8 =a'+ . Alle reellen Zahlen kdénnen nun als die
zugehorigen Aquivalenzklassen definiert werden.

Abschlieend sei bemerkt, dass Weierstral3 fur diotiedReihen Z(A + A\) die Konvergenz so festlegt,
i=1

dass sowohlZA als auch ZA' konvergieren soll, die Reihen also im obigen Sieschrankt sind. Es
i=1 i=1
soll demnach die Summe der positiven Summandendism@&umme der negativen Summanden fir sich
konvergieren. Weierstrald betont, dass diese Reih&eliebiger Weise in Teilsummen gruppiert werden
kénnen und die Summe der Teilsummen davon unabhdstgind verwendet deshalb fir sie den Terminus
~unbedingt convergent”. Er beweist, dass das gelaabsolut konvergenten Reihen sind. In seinderrs
Behandlung des Zahlbegriffs in der Vorlesung im \M&63 — 1864 motiviert Weierstral3 sein Vorgehen
damit, dass, wenn man esight unter diesem Gesichtspuhkieht, ,so kommt man zu dem Parado%on
dass bei einer bedingt konvergenten Reihe sjetle,Zahl darstellen lasseind wiederholt: Nun ist es
leicht zu zeigen, da? man jeder beliebigen Zahkebg) nahe kommt; — der Begriff der Summe hért also
auf’. Das ist der Riemannsche Umordnungssatz aus mldsabilitationsschrift von 1854, die aber erst
posthum 1867 publiziert wurde. Weierstrald hat dlesen Satz vor dessen Publikation gekannt.

Weierstral} sieht sich veranlasst, ausdricklichuddrmzuweisen (besonders deutlich selbst noch in
seiner im SS 1886 gehaltenen Vorlesung tber ,Auabées Kapitel aus der Functionenlehre®), dass Bs ei
logischer Fehler sein wirde, die irrationalen Zahéds Grenzwert von rationalen Zahldefinierenzu
wollen. Eine solche Grenzwertaussage wird erst dsinnvoll, wenn man die reellen Zahlen bereits
definiert hat:

~wWenn wir von der Existenz rationaler Zahlgrél3ersgahen, so hat es keinen Sinn, die irrationalen
als Grenzen derselben zu definieren, weil wir zhs&gar nicht wissen kdnnen, ob es aulRer den ralion
noch andere Zahlgré3en gebg\Vgl. Zitat zu Anm. 13.]

(WeierstraR hat seine Konstruktion nie publizieie @tt nur in seiner Vorlesung tiber die Theorie
der analytischen Funktionen auf, kann also allen diesbeziglichen Mitschriften und Ausarbeitungen

entnommen werdep.

6. Zum Satz von Bolzano-Weierstrald

Sind die reellen Zahlen konstruiert, so bildet 8atz von Bolzano-Weierstral3 den ebenso elementaeen
fundamentalen Ausgangspunkt fiir die ersten gruediggn Satze der Analysis.
In der Mitschrift von Schwarz liest man:

.[---] ich brauche einen Hulfssatz, den man beinfrien mathematischen Untersuchungen nicht
entbehren kann;"
(offenbar so von Weierstral3 in der Vorlesung foiiertil.
Fur beschrénkte unendliche Punktmengen der kompl&ahlenebene wird das folgende ,Lemma*
bewiesen:

Mers GGy A |
W%ﬂb{d/__mmjw/

Db ol wiin o0 Laihe »«J//"‘_‘l)@'/“ N
,6.‘»&.%' '4&“/' 'g”"'f'“z AM&(W’%”’"} :
O i Fop S Yy S

,Gibt es einew Reihe von Grol3en, die im Endlichen Bereich liegenmul es nothwendig mindestens
einen Punkt geben, in dessen Umgebungiele liegen; “*°
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(Das ist der Satz von Bolzano-WeierstraR ir, wenn auch von Schwarz nicht korrekt
formuliert (aber gewiss richtig im Sinne von Wetea verstanden; man beachte dabei, dass es sich ul
eine Mitschrift handelt). Es muss naturlich heil¥@ass ineder Umgebung jenes Punktes unendlich viele
Punkte der vorgegebenen Punktmenge liegen (oder leah ,Umgebungn’ — die Formulierung

,Haufungspunkt* tritt noch nicht auf).
Es ist der friheste mir bekannte Nachweis flr dieSatz in einer Weierstral3-Vorlesung. In der Li@ra
sind die Datierungen zuweilen vage oder unzutrelff&s ist nicht klar, ob Weierstral3 zu diesem Zmikp
Kenntnis von Bolzanos Arbeit (Bolzano 1817) haBpatestens 1869 muss sie ihm bekannt geweseff sein.
Wozu benétigt Weierstral3 diesen ,Hulfssatz*? Er aetnihn sogleich zum Beweis des
Identitatssatzes fur Potenzreihen an (wenn diesmandlich vielen Stellen einer beschrankten Mang€é
Ubereinstimmen, so existiert dann wenigstens eiofité@spunkt und die Reihenentwicklung um diesen
Punkt liefert den betreffenden Satz).

(Ubrigens gehorte Georg Cantor ebenfalls zu den rHdteeser Vorlesung. Er war im Herbst 1863 nach
Berlin gekommen, wo er bis zum Sommer 1866 bliedmt@r war also, ebenso wie Schwarz, buchstéablich

,von der ersten Stunde an“ mit jener WeierstraRsdheduktion vertrauj.

So einsichtig sich dieser Satz uns heute darbitikt,er damals — wie auch die Begriffe Infimum
und Supremum (die bei Weierstral ,untere* bzw. yeb8renze” heil3en) — dennoch auf Widerstand. Als
prominentester Kritiker meldet sich WeierstralR’ IBer Kollege Kronecker zu Wort.

Kronecker schreibt am 3. Juni 1870 an Schwarz:

LAndrerseits beruht die Cantorsche Deduktion auémd auch von I|hnen angewendeten
Weierstral3schen "Beweisverfahren” mit der "ober@erainteren GrenzeWwelches ich ebensowenig gelten
lasse wie die weit offenbareren Bernard Bolzanascheigschliissd...] Ich bin sogar Gberzeugt, da? man
Functionen wird aufstellen kdnnen, die so unvermgirsind, dal3 sie — trotz des Zutreffens von Weedss
Voraussetzungen — keine obere Grenze habia solche allgemeinen Satze haben ihre Schiogély wo
sie nicht mehr geltep..] Mir ist es — wie gesagt — ganz klar geworden, di&é3Neierstral3sche Behauptung
der Existenz einer "oberen Grenze" in jener Allgemeit unbeweisbar (vielleicht auch nicht waljr)]
ist.”

Wenige Tage darauf bringt Kronecker Schwarz gegenémeut seine ablehnende Haltung zum Satz vor
der Existenz des Supremums und seiner Verwendumfp dtantor zum Ausdruck:

,Die mannigfachsten Versuche, die Weierstfal gemacht hat, meine Zweifel zu besiegen, sind
sammitlich fehlgeschlagen. Dal3 jenes Maximum unkbwaeist, glaubt (wie ich meine) Weierstral? jetzt
selbst, nur halt er trotzdem dasselbe fiir existéht.

Kroneckers — ich méchte es als seine ,Arithmetisigsvision“ bezeichnen — sah es als Idealziel an,
allein solche mathematischen Begriffe zuzulassererdDefinition nur Konstruktionen aesdlichvielen
Schritten beinhaltet. Beispielsweise war die Débm der Irreduzibilitat von Polynomen erst dann
legitimiert, wenn ihr ein Verfahren beigefligt idyrch das flir jedes gegebene Polynom nach endbitdnv
Schritten entschieden werden kann, ob es irredusbeder nicht. Fir irrationale Zahlen oder detzS/on
Bolzano-Weierstral? war da kein Platz.

Man hat sich zu vergegenwartigen, dass zum danmal@ipunkt die von Weierstrald vertretenen
Prinzipien beim Aufbau der Analysis nicht im Drugkrlagen. Insbesondere lag noch kemblizierte
Theorie der reellen Zahlen vor. Ohne diese sind Zleeifel an der Richtigkeit solch allgemeiner Stz

durchaus verstandliciEben diesem Mangel abzuhelfen verdffentlichte Edlisgine 1872 eine Reihe von
Satzen, wie sie in den Vorlesungen von Weierstraftfradien. Es ist die erste Publikation Utber die
Grundlagen der Analysis nach Weierstral3 Uberhaupt.

Zu den Satzen Uber stetige Funktionen gehort daleh der Extremwertsatz, der haufig als ,Satz
von WeierstralR* bezeichnet wird (vielleicht geraaggrund dieser Publikation), allerdings erstmalsos
bei Bolzano auftritt. Bolzano verwendet in seineewis die Existenz eines Haufungspunktes, wieor si
aus dem Satz von Bolzano-Weierstrald ergibt; seiochWNais ist — bis auf die nicht thematisierte

Vollstandigkeitseigenschaft der reellen Zahlen Hwaindfrei> Es waére also gerechtfertigt und nur
konsequent, auch diesen Satz als ,Satz von BolYégierstrall“ zu bezeichnen.
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7. Existenz stetiger nirgends differenzierbarer Fuktionen

Wie bekannt, halt Weierstrald im Juli 1872 in derliBer Akademie einen Vortrag Uber eine Funktiom, d
fur alle reellen Zahlen definiert und stetig isbea an keiner Stelle differenziert werden kann s ar
unmittelbaren Anschauung zunéachst zu widerspresbleaint; es war allgemein angenommen worden, dass
stetige Funktionen bis auf isoliert liegende Ausneh differenzierbar sind; sogar ,Beweise* wurdefiida
angegeben.

(Bei nachster Gelegenheit — im Sommer 1874, als iedexr Uber die Einleitung in die Theorie der

analytischen Funktionen liest — geht Weierstraf§idwich auf seine Funktion ei)1Wir erinnern uns an
den Padagogen, der verlangt, dem
Lernenden einen Einblick in seine
Forschungen nicht zu versagen.

Seine Funktion ist berihmt geworden.
Sie hat es sogar bis auf diese Briefmarke
geschafft, die ich anlasslich des
Weierstral3-Jubilaums entworfen habe.
lhre Definition ist im Markenbild
eingefugt (die Bedingungen fi@undb
sind allgemeiner als die Ublicherweise
angegebenen, waren aber Weierstral}
bereits bekannt (das wusste G. H. Hardy
nicht als er in einer 1916 publizierten
Arbeit Uber die Weierstral3-Funktion
diese Bedingungen wiederfand und
nachwies, dass die Eigenschaften der StetigkeitNiokitdifferenzierbarkeit bestehen bleiben)). Inen
Teil des Markenbildes ist eine ungefahre Skizze FBasktionsgraphen angedeutet (in der eine gewisse
Anzahl der ersten Summanden berucksichtigt ist¢ Blietigkeit der Funktion lasst sich sofort mit zwe
haufig verwendeten Satzen von Weierstral3 nachwe@erReihe ist offenbar absolut konvergent mieein
unendlichen geometrischen Reihe als Majoranteyaliex unabhéngig ist. Dann konvergiert die Reihe nach
Weierstra gleichmaRfg. Da jeder Summand eine stetige Funktion ist, Ubgtrtrsich daher nach
Weierstral3 die Stetigkeit auf die durch die uneridliReihe definierte Funktion.

Die Reaktion auf das Weierstral3sche Beispiel reieoin Erstaunen bis hin zu Unglauben. Noch
zwanzig Jahre spater klagt 1893 selbst ein Chetdesnite:

~Aber diese so eleganten Entwicklunggemeint: in der Analysis§ind mit einem Fluch beledt;.]

Die Analysis nimmt mit der einen Hand zuriick, wesahdere gibt. Ich wende mich mit Entsetzen und
Schrezgken von dieser beklagenswerten Wunde degestehirgends differenzierbaren Funktionen ab
[...].%

Es scheint bisher kein Dokument bekannt zu seisdam hervorgeht, dass Weierstral viel friher —
namlich bereits wiederum in seiner ersten Vorlesubgr analytische Funktionen — die Existenz solcher
Funktionen behauptet hat. Beim Studium der Mit$tkidn Schwarz stieR ich zu meiner Uberraschung auf
folgende Stelle:

o
No

Deutsche Post Q

flx)= ib"cosfu”z\'j Karl Welerstral

Ml (1815 - 1897)
a»1, 12621

aber in keinem Punke differenziers werden kinnen. ™

.. daff es Functionen giebt, die stetig sind, | |

BRIEFMARKE INDIVIDUELL
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»ES ist nicht begr[]ndet, daR3 solche Funktionen Ableitungen habatiese Beweise sind falsch, wenn ich
zeigen werde, dald es solche Funktionen gibt, debigem Sinne stetig sind, aber in keinem Punkie]ei
Ableitung haben*
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Offenbar eine wdrtlich wiedergegebene BemerkungWi@merstral3. Und der friilheste mir bekannte Beleg
fur diese Aussage, wobei es auf ,in keinem PunkKoanmt. Schwarz gibt in einer 1873 publizierten &itb
an, dass Weierstral3 bereits im Sommer 1861 in rs¥iodesung Uber Differential- und Integralrechnung
am Berliner Gewerbeinstitut darauf hinweist, dd#s ¥ersuche, die Existenz einer Ableitung fur iget
Funktionen einer reellen Veranderlichen zu beweisgs verfehlt anzusehen sind. In der von Schwarz
angefertigten Ausarbeitung ,Differentialrechnungéskr Vorlesung, soweit sie in maschinenschrifdich
Form vorliegt, habe ich indessen keinen derartigemweis finden kénnen. Aus seiner Bemerkung kann
aber ohnehin nicht notwendig geschlossen werdess dee Existenz von Funktionen von der im Zitat
angegebenen Art gemeint ist. So heildt es in denelstchen Ausarbeitung der Vorlesung ,Einleitungim
Theorie der analytischen Functionen” vom SS 1874:] Functionen, welche die Eigenschaft haben, dai
sie an unendlich vielen Stellen Diff[erential]quetten besitzen, an unendlich vielen Stellen dageopm,
hat Weierstra schon sehr lange gekarfiitiierbei ist — praziser formuliert — gemeint, déigs jedes
Intervall die Stellen mit den angegebenen Eigerfsehgeweils dicht liegen.

Niemand wusste damals, dass Bernard Bolzano imeseum 1830 verfassten Schrift
Functionenlehredie erst posthum 1930 publiziert wurde, fir estidbiges abgeschlossenes Intervall eine
stetige Funktion konstruiert hat, von der er naeswidass sie fur Uberall dicht liegende Stellerntnic
differenzierbar ist (tatsachlich ist sie nirgendtedenzierbar).

8. Spezialfall des Produktsatzes

Schon mit Beginn seiner Vorlesungen Uber analygigetnktionen im WS 1863/64 geht Weierstrald darauf
ein, auf C ganze Funktionen mit unendlich vielen vorgegebeNalstellen vorgegebener Vielfachheit
(und keinen weiteren) zu bestimmen. Das war bislodat bekannt.

Weierstral} stellt in dieser Vorlesung an den Anfagiger Ausfiihrungen zum Produktsatz folgende isich
natirlicher Weise ergebende Fragestellung: ratooRahktionen sind durch ihre Null- und Polstellesduf
einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. Inwiend die Funktionen, die den rationalen am ni&chs
stehen (bei ihm ,(eindeutigéjunctionen, die den Charakter rationaler Functionsaberi) — in heutiger
Terminologie die meromorphen Funktionen — durche ilMull- und Polstellen bestimmt? Bei der
Beantwortung dieser Frage spielt der Produktsaiz eesentliche Rolle. Weierstral? wendet ihn zwahau
an, um z. B. die Darstellung des Sinus als unemekicProdukt zu erhalten. Das ist aber lediglicle ein
Anwendung, nicht das leitende Motiv. Damit bestasgh in dieser ersten Vorlesung Uber analytische
Funktionen die Bemerkung von P. Ullrich zur Motieat fur den Produktsatz in seiner Edition der
entsprechenden spéateren Vorlesung vom SS ¥878.

Wir werden uns im Folgenden an der Mitschrift vain®arz der Vorlesung vom WS 1863/64 orientieren.
Es liegt in der Natur der Sache, dass in einerdiiiit — Schwarz war zu Beginn des WS 1863/64 20ela
alt — gelegentlich Lucken im Text bzw. in den Beghingen auftreten, die von mir stillschweigend ergéa
wurden (Bezeichnungen wurden im Wesentlichen bailbet, gelegentlich vereinheitlicht bzw. ergénzt).

Als notwendige Bedingung fir die Null- und Polstellergibt sich zuné&chst sofort, dass sich diese im
Endlichen nicht haufen dirfen. In der kurzen Bedting verwendet Weierstrall, dass andernfalls ein
Haufungspunkt fur die Nullstellen (bzw. Polstellesyistieren musste, wie er sich aus dem Satz von
Bolzano-Weierstral3 (die Aussage wird nicht erwédbngbe und gelangt so zu einem Widerspruch.

Es sei F(xX) eine meromorphe Funktion mit den Nullstelled) (nd Polstellen k), die jeweils ihrem
absoluten Betrage nach geordnet seien (bei gleiciasolutem Betrag ist die Reihenfolge gleichguiltig)
Jede Null- bzw. Polstelle soll dabei entsprechéneriOrdnungszahl auftreten.

F'(x)
F(X)
r >0 findet man leicht, dass

G(xlr):zm—{z L -> L ] (4)

Der Quotient

wird genau an den gegebenen Null- und Polstelleendlich. Fir ein beliebiges

F(X) ‘a‘qx—a ‘b‘qx—b
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keine Polstellen in dem offenen Kreis um 0 mit deadiusr hat und daher dort in eine konvergente
Potenzreihe entwickelt werden kann.

Ist F,(x) eine weitere meromorphe Funktion mit denselbenl|-Nuhd Polstellen (mit gleichen
Ordnungszahlen), so ergabe sich analog zu (4)reinktion G, (xr) mit

F'0) _FH() _ _
F0 R G(xIr) = G,(xIr) .
Da diese Gleichung fir jedegilt, hangt
d Iog( F(X)J
F.(X) _ F'(X) _ F.(X)
dx F(x) F/(X)

gar nicht vorr ab und ist daher in eine bestandig konvergenterRotiheG X )entwickelbar.H X )sei die
aus G &) durch gliedweise Integration entstehende Reihe, etienfalls flr allex konvergiert (in der

Vorlesung wurde bewiesen, dass eine Potenzreihe ime abgeleitete Potenzreihe denselben
Konvergenzkreis haben). Bei geeigneter Wahl deghationskonstanten gilt

og( F(X)j = H(x) , also F(x) = F,(Ye"™.
F (%)

Damit ist die oben gestellte Frage vollstandig beartet.

Weierstrald wendet sich nun der Aufgabe zu, eineomerphe Funktion mit vorgegebenen Null- und
Polstellen zu konstruieren. In der Mitschrift voch®/arz heil3t es:

,ES laldt sich zwar nicht abschliel3en, aber man Fagenden sehr allgemeinen Satz, der in dieser
Allgemeinheit noch nicht bekannt is¢*

Weierstral3 formuliert sein Theorem: WenEHiﬁ und z& fur eine gewisse natirliche ZaM

a b
konvergieren (jede Nullstelle und jede Polstell® tritt entsprechend ihrer Ordnungszahl auf), scteedt
eine meromorphe Funktion, die genau die Nullsteleand die Polstellefb (mit den vorgeschriebenen
Ordnungszahlen) hat.
WeierstraR diskutiert zunachst den Spezialfallsdhs 2 gewahlt werden kann und erwahisin(7x) als
Beispiel. Im Ergebnis wird erhalten, dass in diedeali jedesF X )eine Darstellung durch unendliche
Produkte besitzt:

|_| (1_xjea

a a - eH(><)

|_| (1_ Xjeb

b b
(H(x) wie oben). Da die einzelnen Beweisschritte gerened fur beliebigesl entsprechen, wenden wir
uns gleich dem allgemeinen Fall zu.
Weierstrald hat damit noch einmal motiviert, dagskibnstruktion der gesuchten meromorphen Funktionen
sich auf die Konstruktion holomorpher Funktionert morgegebenen Nullstellen reduziert. Erst an diese
Stelle ist er beim Thema Produktsatz angekommesu& wird eine aufC holomorphe Funktion, die an
unendlich vielen vorgegebenen SteleenNullstellen hat (jede Stelle tritt entsprechehcer Vielfachheit
auf) und keine weiteren.
Auffallig ist, dass in der Mitschrift von Schwarrgends von gleichmaRiger Konvergenz (die Weieffstra
urspringlich als ,Convergenz in gleichem Grade“diglanet) die Rede ist, nur durchweg von ,unbedingte
Convergenz“. Das ist in dem Fall von Potenzreihesrgichend, da aus der Konvergenz einer Potenzreihe
in X, folgt, dass sie in ihrem Konvergenzkreis ymbsolut (und damit unbedingt) und auf jedem

abgeschlossenen Kreis innerhalb des Konvergenekrgigichmafiig konvergiert (wie unmittelbar aus dem
Weierstral3schen Majorantenkriterium fir gleichméRigonvergenz folgt, das in der Mitschrift von
Schwarz allerdings nirgends explizit erwédhnt wirdjir werden im Folgenden die Vorgehensweise von
Weierstral3 beibehalten, jedoch bei einzelnen Befyntigen mit den vertrauten Eigenschaften der
gleichméligen Konvergenz arbeiten.
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Zunéchst moge 0 nicht unter den Nullstellen vorkannkin unendliches Produkt

F(X): = |'| (1—2}@*3‘*) mit geeigneten ganzen Funktioneh, x (jirde das Gewunschte leisten, falls es

a
X
a

der Vorlesung bereits auf. Falls der Logarithmus Beoduktes durch gliedweise Logarithmierung eemalt
werden kann, wirde folgen

logF(x) = Z(Iog(l—ﬁj + Ha(x)j (fur alle von dera verschiedenenr).

konvergiert und eine holomorphe Funktion defini®gr Terminus ,Primfunction® f'u(l— je“a(x) tritt in

a
Falls fur die Reihe gliedweise Differentiation zzdé# ist, wurde sich
dlogF(x) [ 1 , j
= +H, (X 5
DY bt (5)

ergeben. Hiervon ausgehend méchte Weierstral3 an Bionstruktion der gesuchten Funktion gelangen.

Das gelingt ihm unter der bereits angegebenen \ésedrung, dasi% fur eine gewisse naturliche Zahl

A konvergiert. Dann kdnnen Polynonte, x (s gewdahlt werden, dass die in é)gegebene unendliche

Reihe in jedem endlichen Gebi@tnach Fortlassung der endlich vielen Summandenjiéia dem Gebiet

angehort, konvergiert:
A-1

H.(X) : =1+12+...+XA . (6)
a a a
Dann ist
A
LTI . —
X—a a’(x—a)

Aus der Voraussetzung folgt daraus, dass die umdrdIReihe in (5) InG gleichmaRig konvergiert
(Weierstral3sches Majorantenkriterium fur gleichrgél3Konvergenz). Das ermdglicht die gliedweise

Integration
t X\ X x’
X):= +H_(X) |oX' = log 1-— [+—+... 7
o= [ oo oo T 2o "
fur irgendeinen Integrationsweg, der die Stelemicht enthalt. Bei einem anderen Integrationswégnlen
sich die Logarithmen um Vielfache vdtnii andern, aber wegen der Konvergenz der Reihelm@anidlich
viele Summanden. Das ist ohne Einfluss auf

e?™ = |—| (1_§je;+...+ﬁ(;) | ®8)

a a
Aus der gleichméaRigen Konvergenz der Reihe infdigt nach dem WeierstraRschen Summensatz, da die
Potenzreihe fiire* bestandig konvergent ist, dagd™ fir jedes x(0G holomorph ist. DaG beliebig
gewahlt werden kann, besitzt das unendliche Pradul®) die gewiinschten Eigenschaften.

Weierstrald bemerkt, dass man in (@) bis zur PotenZ1 — 2zu gehen braucht Das ist mdglich, weil
A-1 A-1

sich in (5)die unendliche Reihe mit den Summandea_lxi =
a’*(x-a) aﬁ(x_lj
a

-1
G gleichmalig konvergiert, %a&—]\ mit Wachsendeniaj nach 1 strebt, alsF—]‘ jedenfalls beschrankt
a a

1

ergabe, die immer noch in

bleibt.
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Damit ergibt sich: Fallsziﬁ (alle az 0) fur eine gewisse naturliche Zall konvergiert, so ist

A-1
1(x
+

f(x)= x™ H(l—ﬁjeah 7‘1(5) eine auf € holomorphe Funktion, die genau an den SteHlemit den
. a

gegebenen Ordnungszahlen verschwindez( , falls auch 0 Nullstelle der Ordnungsein soll).
Nach dem oben Mitgeteilten ist jede andere holom®rpunktion mit denselben Nullstellen in der Form

f(Xe"™ darstellbar H X )wie oben).

Weierstrall macht darauf aufmerksam, dass bei deviupktionen die beiden Faktoren nicht ohne Wesere
getrennt werden durfen. Sollte in dem unendlicherad &kt

H(l_zjeHa(x) dle unendllche RelheZHa(X) unbedlngt konvergent Seln, SO mUSSﬁ (1—5)
a a ) ]

a

. : 1 . .
konvergieren, was die Konvergenz vcﬁ— nach sich zége.
a
a

Ist Z H,(x) nur bedingt konvergent, so muss die Multiplikatder Faktoren in dem unendlichen Produkt

genau in derselben Reihenfolge wie bei der Summatifmlgen.
Es wird als Beispielsin(7x) behandelt. Fir die Nullstellen 01, 2kann A = 2 gewahlt werden und es
folgt

sinm) = :(1-2]5 }Kl gje‘ﬁ} |

Hier ist die Summe dexPotenzen nur noch bedingt konvergent. Man erhalt

o 2
sin(7x) = eH‘X)xrl l—x—zj :

- n
Weierstrald bemerkt: H(x) ist noch zu bestimmen; diel3 ist eine Schwierigfaie] im Allgemeinen nicht
ohne Kunstgriffe [zu bewaltigen istf™

Es lasst siche"™ = 77 zeigen (durch logarithmische Ableitung beider &eiler Gleichung).

Als weitere Anwendung beweist Weierstrald die Existder Sigma-Funktion, die von ihm in die Theorie
der elliptischen Funktionen eingefuhrt wurde.

Sie tritt erstmals in seiner Vorlesung Uber elfiptie Funktionen im WS 1862/63 (der ersten naclesein
korperlichen Zusammenbruch 1861) auf, in der eneséleubegrindung der Theorie dieser Funktionen
erstmals vortrug. Hierbei kommt seiflesFunktion die zentrale Rolle zu (damals noch nicfitt diesem
Buchstaben). Die Sigma-Funktion ist eine a@f ganze Funktion, die genau in den Punktereines
zweidimensionalen Periodengittefs Nullstellen erster Ordnung hat. Weierstrald karinese Produktsatz

anwenden, denrf"i3 ist absolut konvergent, so dadss g8wahlt werden kannA(= st Ubrigens
— W

nicht maglich). Es folgt:
1
,( 2

olzN)=7[] '(1—5}32/%2 ) (der Strich bedeuteiwv# )0
W w

Die Sigma-Funktion steht in engem Zusammenhang det] -Funktion: die Ableitung ihrer
logarithmischen Ableitung istl-.

Und hier kdnnen wir erneut an den Padagogen ennnass der Lehrer nicht versaume, die zur Zeit
nicht Gberschrittenen Grenzen zu bezeichnen. In rdehsten Vorlesung néamlich Gber analytische
Funktionen im WS 1865/66 finden sich in der Mitstthron Schwarz (unvollstéandig) formulierte Notizen
die von mir so interpretiert werden, dass nach Vg&&3 die Theorie ,vollkommen® ware, wenn auch die

Umkehrung zutrafe, d. h. die Existenz der @ifganzen Funktion die Konvergenz der angegebenereReih
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(fur einA) nach sich zége. Aber, so WeierstrgBas ist] nicht der Fall, [und] so kann man nocleia
allgemeinesildungsgesetz angeber
Erst 10 Jahre spater gelingt WeierstralR der BedessProduktsatzes fur beliebige Nullstellen, dod $m
Endlichen nicht haufen.
Er berichtet seiner Schilerin am 16. Dezember 1®rdseinem Erfolg. Es ist zu der gegebenen Faige (

(von der zunachst angenommen wird, dass 0 niclkiowamt) eine Folgel,) ganzer Zahlew, >0 so zu
v,+1

wabhlen, dasszl fur alle x konvergiert (was auf ,mannigfaltige Weise* mogli, wie Weierstral3

n=1

an anderer Stelle bemerkt). Dann konvergiert dasndirche Produkt ”E(lj mit
=1\ & ),

n

x2 X"
N AR A

E(x), =(1-xe 2 " " unabhangig von der Reihenfolge der Faktoren umetlt stine auf C ganze

Funktion dar, die genau an den Stelignmit den entsprechenden Ordnungen verschwitldet.
WeierstraR fiigt in seiner Publikation hinzierst nach manchen vergeblichen Versuth&hsei es
gelungen, diese Licke zu schliel3en. Seine ,altefmiéb ergibt sich, wenrv, = A - TIfur alle n) gewahlt

werden kann. Ansonsten ist es bei seinem Konstugirinzip geblieben. Es kam also ,nur* daraufiaim
dem festen (vom unabhéangigen) Exponentehzu den variablen Exponenter tiberzugehen. Dazwischen

liegen ,manche vergeblichen Versuche* in 10 Jahren.
Seinen Produktsatz hat er sofort in seiner VorlgstmWS 1874/75 vorgetragen.

Die entscheidende Anregung fur den Produktsatz isich&eierstrall aus der Darstellung des
Kehrwertes der Gamma-Funktion als unendliches Rtogewonnen zu habefpdiese Function weist auf
den Weg hin, der zum Ziele filhi®). Ein solches Produkt verwendete bereits EuleRg)lbei seiner
Interpolation der Fakultaten.

Danach bringt er in seinem Brief an Kowalewskajaie schon in seiner Vorlesung vom WS 1863/64 —
erneut das eigentliche Motiv zum Ausdruck:

.Daran knupft sich weiter der folgenreiche (in meinTheorie der Abel'schen F[unctionen] noch
als bis jetzt unerwiesen hingestellte) Satz: Jedeeutige analytische Function von x , die flrejed
endlichen Werth dieser GroRe den Charakter einetionalen Function besitzt{d.h. in heutiger
Terminologie eine meromorphe Funktion idgM3t sich stets darstellen als Quotient zweiex@enlicher,
besténdigconvergirender Potenzreihen.”

Zu den Hoérern der Vorlesung vom Herbst 1874 gehdittag-Leffler. Angeregt durch den
Produktsatz, untersucht er die analoge Aufgabenvetaitt der Nullstellen die Hauptteile vorgegebien s
und gelangt so zu seinem bekannten Partialbruchsatz

9. Angewandte Mathematik bei Weierstral}

Ich komme nun zu einem wenig bekannten Kapitel Weierstraldschen Forschung, auf das ich deshalk
etwas naher eingehen méchte.

Anlasslich seines Eintritts in die Berliner Akademhalt Weierstra@ am 9. Juli 1857 in einer
offentlichen Sitzung eine Rede, in der er sich Zumama Anwendungen auliert:

,Glucklich aber wiirde ich mich schatzen, wenn igéterhin aus meinen Studien auch fir die
Anwendungen der Mathematik, namentlich auf Physikigen Gewinn ziehen kdnnte. Ich habe schon
angedeutet, dass es mir keineswegs gleichglltigplsieine Theorie sich fur solche Anwendungen eigne
oder nicht. Dabei furchte ich nicht, dass man noirwerfe, es werde die Bedeutung, welche die Mattiema
als reine Wissenschaft mit vollstem Rechte beankprherabgesetzt, wenn ich sie ganz besonders aucl
darum hochstelle, weil durch sie allein ein wahthaéfriedigendes Verstandniss der Naturerscheinungen
vermittelt wird.[...] Ich meine aber, es muss das Verhaltniss zwischahdvhatik und Naturforschung
etwas tiefer aufgefasst werden, als es geschehadewiienn etwa der Physiker in der Mathematik noe e
wenn auch unentbehrliche Hulfsdisciplin achten,rodier Mathematiker die Fragen, die jener ihm stellt,
nur als eine reiche Beispiel-Sammlung fiir seinehidiéén ansehen wollte*®
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Soweit Weierstral? am Beginn seiner akademischemief@arin Berlin. Geht man von seinen
Publikationen aus, so existiert keine einzige, algewandter Mathematik zuzurechnen ware, von einer
kurzen Notiz abgesehen, die auch erst in einem satclem Tod erschienenen Band der Werkausgabe
enthalten ist und eine geometrische KonstruktionBestimmung des Weges eines Lichtstrahles, wo die
brechende Flache eine Kugelflache ist, angibt.

Tatsachlich zeigt sich aber, dass Weierstrald estabdiges Interesse an Problemen hatte, die de
mathematischen Physik zuzuordnen sind und dasdckeris seinen Forschungen immer wieder um
diesbeztigliche Ergebnisse vor allem eimer Problematik bemiht hat. Es betrifft das berihmite
Korperproblem der Himmelsmechanik. Wir erfahrenadaxur aus seiner Korrespondenz.

Am 15. August 1878 schreibt er seiner Schilerin:

~Weniger gltcklich bin ich gewesen mit den angetamen Untersuchungen Uber die Losung der
dynamischen Probleme durch Reihenentwicklungencheelder Besonderheit der zu integrirenden
Differentialgleichungen entsprechen. Ich komme #4is einem gewissen Punkt; ich forme z. B. die
Differentialgleichungen fiir das Problem der n Karm® um, dal3 sie eine beliebig weit fortzusetzende
Integration in Reihenform formell gestatten, abezime Versuche, die Convergenz der Entwicklung zu
erweisen, scheitern an einem Hindernil3, dal® ichtraa bewaltigen im Stande bin."

Weierstral ist hier auf die als Problem der ,kleif¢éenner® bekannte wesentliche Schwierigkeit
gestof3en. Bei den Berechnungen von Stdrungen in Hiermelsmechanik ist durch ganzzahlige
Linearkombinationen von Frequenzen der ungest@®mmegung zu dividieren. Mit wachsender Nahe zur
Resonanz (d. h. zum Fall kommensurabler Frequenzenjen die Quotienten immer grof3er (und nicht
durch kleine Werte im Zahler kompensiert) und bkerr die Divergenz der stérungstheoretischen Reihen,
die im ,allgemeinen Fall* dann vorliegt.

Eine Phase besonders intensiver Beschaftigung moiilémen der Himmelsmechanik lasst sich ab
Herbst 1880 belegen. WeierstralR schreibt seindil&ah am 1. Februar 1881:

»ich habe, seit Du fort bist, mich noch angestrengt den linearen Differential-Gleichungen, deren
Coefficienten reell-periodische Functionen einerarnglerlichen sind, beschéftigt, und glaube jetat zu
Behandlung derselben den richtigen Weg gefundemaben.[...] Dal3 alle bis jetzt versuchten Wege zur
Integration derselben nicht zum Ziele fihren kdnmkwvon bin ich jetzt mehr wie je Gberzeugt.”

Nur einen Monat spater greift er das Thema ermeainem Brief vom 6. Marz an Sofja auf:

.lch bin [...] recht fleiBig gewesen, aber doch nicht mit demsmethenden Erfolg. Deine
Anwesenheit hat mich veranlal3t, meine alten Untémsngen Uber die Integration der dynamischen
Differential-Gleichungen wieder aufzunehmen; ichbdaauch, wie ich Dir bereits schrieb, einige
Fortschritte gemacht, aber immer noch sehe ich Saiykeiten vor mir, die mir zuweilen untberwindilic
vorkommen. Ich habe diesen Winter im Seminar migsfuarlich tGber die bisherigen Methoden zur
Bestimmung der Planeten-Bewegungen, unter den serom Planetensystem stattfindenden Umstéanden
ausgesprochen, und bin mehr und mehr zu der Ubgungugekommen, daR zur wahren Losung der
Probleme, um die es sich dabei handelt, ganz andérge als die bisher betretenen eingeschlagen werde
missen — aber ich sehe diese neuen Wege immenuaothnebelhafter Form vor mir.*

Prophetische Worte, wie wir durch Poincarés Arleitéssen, die in dieser Zeit — mit Beginn der
1880er Jahre — einsetzen.

Als Hauptergebnis seines Seminarvortrages, das rgte@B nie publiziert hat, nennt er in einem
Brief an Sofja vom 14. Juni 1882 — ohne AngabeaveitEinzelheiten:

~wWenn beliebig viele materielle Punkte nach dem tdevgchen Gesetz¢...] auf einander wirken,
und es sind die Anfangsbedingungen der Bewegungbeschaffen, dass niemals zwei Punkte
zusammentreffen und auch keine zwei in’s Unend§idievon einander entfernen, so sind die Cooreinat
der sich bewegenden Punkte analytische FunctioeerZdit, eindeutig definirt nicht nur fur alle réeh
Werthe dieser Grol3e, sondern auch fur alle complederen zweite Coordinate ihrem absoluten Betrage
nach unterhalb einer bestimmten Grenze bleibt.”

Auch Poincaré publiziert zu diesem Zeitpunkt eitsprechendes Ergebnis.

Spater — im August 1885 — geht Weierstral3 in eilBgimf an Mittag-Leffler recht ausfihrlich auf seme
Seminarvortrag ein.

Dort findet sich die Bemerkung, dass die flr allert® der Zeit konvergierenden Reihen ,praktisch

unbrauchbar* sind und lediglich beweisen, dassheoEntwicklungen existieren, die wenigstens in pede
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Intervall gleichmalig konvergieren. Er verliertaldie Anwendbarkeit seines Ergebnisses nicht ans de
Augen.

Auch Poincaré aul3ert sich in einer Publikationritsprechender Weise.

Anlasslich des 60. Geburtstages von Konig Oscaoml Schweden und Norwegen am 21. Januar
1889 wurde auf Initiative Mittag-Lefflers ein mathatischer Wettbewerb veranstaltet. Mit der
Durchfiihrung des Vorhabens betraute der Konig Kmamission, bestehend aus Weierstral3, Hermite und
Mittag-Leffler. Die Preisfragen wurden 1885 verdiiecht. Die erste Frage, die Weierstral3 gestelitd)
betraf das-Kérperproblem, was noch einmal unterstreicht, waicher Bedeutung fir Weierstral3 dieses
Problem war.

In einem Brief Kowalewskajas an Mittag-Leffler vordl. November 1881 lesen wir von
.ausgezeichneten noch nicht veroffentlichten Untensingen unseres Lehrers bezuglich der
Stabilitatsbedingungen des Weltsystems, und ditogieamit anderen Aufgaben der Dynarhilf.“ *°

Die im Brief erwahnten Untersuchungen von Weiefszam Thema Stabilitdt sind nie publiziert
worden und ich habe auch sonst nichts bei meinechdtehen dariiber ermitteln kdnnen. — Die
vieldiskutierte Frage nach der Stabilitdt des Sospstems ist in mathematisch strenger Weise ungelos
geblieben. Es gibt keine einfache Antwort mit j&iodein. Seit Poincaré wissen wir von Bewegungséorm
— selbst schon im Dreikérperproblem — die heute,déterministisches Chaos” bezeichnet werden und
bedeuten, dass bei gegebenen Anfangsbedingungaenzmiangslaufig eine Vorhersage fiir einen beliebig
langen Zeitraum maoglich ist.

Im Januar 1889, zum 60. Geburtstag des schwedid€beiys, erfolgte die offizielle Bekanntgabe
des Preistragers des mathematischen Wettbewerbsiri Heoincaré fir seinen Beitrag zum
Dreikdrperproblem. Die eigentlich gestellte Aufgdimte Poincaré zwar nicht geldst, doch Weierssal
tief beeindruckt. Poincaré war in der Frage, diesblbst immer wieder so sehr beschéaftigt hat seiiten
fast aus dem Nichts entwickelten neuen Ansatzenglbalen Theorie der Differentialgleichungen, viel
weiter gekommen. — Am 15. November 1888 schreibeYggald an Mittag-Leffler:

»[...] dass selbst in dem Falle, wo mehr als zwei naam d&ewton’scheri...] Gesetze sich
anziehende Korper sich so bewegen, dass der Abgwmiveier derselben bestandig zwischen zwei
endlichen Grenzen bleibt, Bewegungsformen existiem@n denen wir bisher kaum eine Ahnung hatten und
fur welche wir auch die entsprechende — flr daszgateitintervall voh= - bis t = +co gliltig bleibende
analytische Darstellungsform — noch nicht kenneiBatreff welcher nur feststeht, dass sie nicht dest@t
trigonometrischer Reihen haben kantutd einen Monat spater, am 8. Januar 18B@r Nachweis, dass
die Bewegung eines Systems materieller Punkte legebgner Kraftefunction unter bestimmten
Bedingungen eine periodische sein kann, und nodir die Entdeckung der asymptotischen Bewegungen.
sind Leistungen von héchster Bedeutung und konhee @bertreibung als epochemachend bezeichnet
werden.”

Zur lllustration des Gesagten zeigt die nebenstidhen
Abbildung mdgliche periodische Orbits dreier Korper
gleicher Masse, deren Existenz 2013 nachgewiesedewu
und die noch eine vergleichsweise ,harmlose”
Bewegungsform unter den anderen entdeckten darstéll

Kurz darauf, am 2. Februar 1889, enthalt ein Baef
Mittag-Leffler Mitteilungen Uber eigene Resultate,denen
Weierstrald bei der Stellung der Preisfrage seiitegeéangt
war:

»[.-.] Angenommen, in einem Systeme von n materieller
Punkten, die nach dem Newton’schen Gesetze einande
anziehen, finde zur Zeip t ein Zusammentreffen irgend
zweier Punkte (nicht mehrerer) statdann folgt eine Argumentation, an deren Ende aigtral? zur
Schlussfolgerung gelangt, dagie Wahrscheinlichkeit eines Zusammentreffensieawieunkte unendlich
klein ist.“ Wir sprechen heute davon, dass die Menge der pugen Anfangswerte im Phasenraum des
Systems vonn gravitierenden Korpern vom Lebesgue-Mal3 Null iir das Dreikdrperproblem gibt
Weierstral3 eine Bedingung fur die Kollision allereid Korper an. Diese wird von dem finnischen
Mathematiker und Astronomen Sundman bei seiner hperigewordenen analytischen Lésung des
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Dreikdrperproblems wiederentdeckt (ausfuhrlich péit 1912), der erst durch Mittag-Leffler von dem
Weierstral3schen Resultat erfahrt.

An einem Punkt kommt Weierstrald nicht weiter. Ehretbt in seinem Brief, bezogen auf das
Dreikdrperproblem:

,ES ist aber wohl zu bemerken, dass durch diesen idaht die Moglichkeit ausgeschlossen ist, dass
nach Verlauf einer unendlich grossen Zeit zwei Rairkohne zusammenzutreffen — einander unendlich
nahe kommen. Wie die Sache sich aber wirklich Vvedm@be ich nicht ermitteln kénnen.*

Kein Wunder. Durch die geradezu wahre Flut von esedt Arbeiten zunm-Kdrperproblem wurde
bekannt, welche verwickelten Bewegungsformen tatgdc existieren kbnnen. Auch die von Weierstral3
beschriebene Maoglichkeit kann fun=>4eintreten, fur n= 3 jedoch noch nicht. Sie wird als
superhyperbolic motioezeichnet, deren Existenz erst 100 Jahre spétiner 1989 publizierten Arbeit
bewiesen wurde, wobei die ersten Untersuchungenfiifade Bewegungen mit dem Jahr 1922 einsetzen, in
denen die Frage fur das Dreikdrperproblem beanewvaiird.

10. Sofja Kowalewskaja

Sie kam im Herbst 1870 mit 20 Jahren nach Berlimswe vier Jahre blieb, von Weierstral3 Privatuitietr
erhielt und seine vertraute Schilerin und Freuvdimde, die, wie er es einmal ausdrickte, ein gatige
Geschick ihn noch in spaten Jahren finden lie3.eEin der
Wissenschaftsgeschichte ihresgleichen suchendeclBeny. Weierstrald
nannte sie einmal ,den besten Schiiler, den erljalgéenat".
Im Juni 1884 erfolgt in Stockholm ihre Berufung aaime Professur fur
hohere Analysis. Ein Erfolg der unermidlichen Beomgen Mittag-
Lefflers. Sie, die in Berlin als Frau nicht einmabie
Universitatsvorlesungen besuchen durfte, fiur die ievggall eine
Birgschaft Ubernehmen musste, damit sie die Untéésbibliothek
nutzen durfte, wurde die erste Professorin der Btattik, die auch
wirklich Vorlesungen gehalten hat.
Gluckliche Umstande ermdglichten mir die nachtiéigdi Datierung des
nebenstehenden Fotos: Kowalewskaja ist demnachi84 alt. Da fur sie
so viele Namen kursieren, besonders haufig , Soogr ,Sophie”, ist ihr
russischer Name unter das Foto gesetzt. Am 19.0@k2016 habe ich
ausfuhrlicher tber sie gesprochsnebenfalls in dieser Mediathek), so dass ich
Cogvs Bacurvesna Kosanesckas €S mit diesen wenigen Bemerkungen tiber siebéen lassen mochteé.
(1850 — 1891)

11. Kontroverse mit Kronecker

Trotz der hohen Anerkennung, die Weierstral3 undeseiWWerk aus ganz Europa zuteil wurde, waren etwa
die letzten 15 Jahre seines Lebens von der Sorgdamfortbestand seines Werkes Uberschattet. In de
einst freundschaftlichen Beziehung zwischen Waiakstind seinem Kollegen Kronecker hatte mehr und
mehr Entfremdung Platz gegriffen. Offentlich sindide nie gegeneinander aufgetreten. Jedoch in der
Briefen an seine vertraute Schilerin und Freunéniilirt Weierstrall dieses Thema. In einem am 24z Mar
1885 geschriebenen Brief an Kowalewskaja lesen wir:

,Mein Freund Kronecker, mit dem ich frither in derhtigsten Fragen in Ubereinstimmung war,
und auch Fuchs arbeiten mir entgeder] So kommt es nicht selten vor, dal3 ich in einetégang einen
Satz aufstelle und zu beweisen vermeine, der ier @inderen Vorlesung als unhaltbar und triigerisch
bezeichnet wird. Wahrend ich sage, dall eine sogj@eé irrationale Zahl eine so reale Existenz hatie
irgend etwas anderes in der Gedankenwelt, ist eKimnecker jetzt ein Axiom, dal3 es nur Gleichungen
zwischen ganzen Zahlen gebe.*

Kronecker schrieb im Dezember 1884 an Schwarz:

-wWenn mir noch Jahre und Kréfte genug bleiben, veeich selber noch der mathematischen Welt
zeigen, dal3 nicht blof3 die Geometrie, sondern aiglrithmetik der Analysis die Wege weisen kaond-
sicher die_strengererKann ich’s nicht mehr thun, so werden’s die thdie nach mir kommen und sie
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werden a3gch die Unrichtigkeit aller jener Schligskennen, mit denen jetzt die sogenannte Analysis
arbeitet.”

Das sind in der Tat starke Worte! Sie verletzenaigiald, der durch Schwarz davon erfahrt. Es dadit a
nicht allein um unterschiedliche Ansichten in dielee oder anderen Frage zu den Grundlagen der gisaly
Die traten auch schon friher auf (s. 0.). Fur WaiaR ist das Verhaltnis zu Kronecker grundsatalict
nachhaltig gestort, so dass an ein eintraglichesa@menwirken nicht mehr zu denken ist. Das wird bei
seinem Entschluss, Berlin zu verlassen und in drev8iz Uberzusiedeln, wie er seiner Schilerin rioth
September 1885 schreibt — wenige Wochen vor der seinen Schilern, Kollegen und Freunden
vorbereiteten Feier seines 70. Geburtstages —Rnile gespielt haben. Zur Geburtstagsfeier wolttaach
Berlin kommen. Er reist dann aber erst im Dezem8&5 in die Schweiz. Als ,Hauptzweck” gibt er spate
an, dass er die Einburgerung seines PflegesohreséS?) Franz in eine Vorortgemeinde von Zirich
erreichen wollte (zu weiteren Einzelheiten siehedlliBg 2016a, Abschnitt 2.23). Zur geplanten
Ubersiedlung ist es nicht gekommen, Weierstraltkadder erst Ende Mai 1886 nach Berlin zurtick.

12. 80. Geburtstag

(An seinem 80. Geburtstag nahm WeierstraR auf @netti Rat hin nur fir zwei Stunden im Sessel sitzend
in seiner Wohnung die Gluckwiinsche von Schilereuftdlen und Kollegen entgegen, gezeichnet zwar
durch korperliche Leiden, doch schlagfertig undspasl in seinen Erwiderungen auf die gehaltenen
Ansprachen. Mittag-Leffler, der zu den Gratulangemorte, erinnert sich, dass Weierstral3 voller Ridpr
des 40 Jahre zuriickliegenden Besuches einer Abogdder Konigsberger Universitat in Braunsberg zur
Verleihung des Ehrendoktortitels an den Gymnadiaedie im Jahr
1854 gedachte und daran die schmerzliche Bemerluninpfte:

,Alles im Leben kommt doch leider zu sp&at® Wir erinnern an den
spaten Beginn seiner akademischen Laufbahn mialfed oder an
die Begegnung mit Sofja Kowalewskaja.

(Anlésslich dieses Geburtstages wurde im Auftragepeul3ischen
Staates von Rudolf von Voigtlander ein Olgemalds debilars
angefertigt, das in der Portratsammlung der Berli&tionalgalerie
ausgestellt wurde. Die Idee zu diesem Werk — dierglich von
deutscher Seite hatte ausgehen sollen — scheinéiaef Initiative

Mittag-Lefflers zurUckzugehe)L
Bei der Neueroffnung der Portratsammlung nach dewaéltkrieg
1929 befand sich das Weierstral3-Gemalde nicht meker den
Exponaten. Das Schicksal des Bildes war unbekacimthabe dann
ermitteln kdnnen, dass es sich im Depot der Altetidvalgelerie
Olgerggidzﬁrr‘fgé o Berlin befindet. Es hat also den 2. Weltkrieg umbeslet
(R . Voigtlander (1595); Alle Nationalgalerc (Berlin) Uberstanden. — Die Wiedergabe in Farbe ist vonensimals in der
eBook-Version von (Bolling 2016a) zum 200. Gebuagstvon

Weierstrald publiziert worden.

(Mittag-Leffler hatte noch 1895 bei Voigtlander eik@pie des
Weierstra3-Portrats in Auftrag gegeben. Diese Kdggéndet sich
heute im Institut Mittag-Leffler (Djursholnﬁ).Das Portrat scheint

ebenfalls erstmals im vorstehend angegebenen doiskEand
publiziert worden zu sein.

(Am 19. Februar 1897 stirbt WeierstraR in Berlin den Folgen
einer Lungenentziindung. Nachdem 1891 Kronecker w863
Kummer gestorben waren, ging mit dem Tod von Weaiiseine

Ara der Mathematik in Berlin zu Ende.

Kopie des Originalgemildes

fiir G. Mittag-Leffler (1895)
(Institut Mittag-Leffler (Djursholm (Schweden)))
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Das Schlusswort lasse ich Sofja Kowalewskaja sgrech
Weierstrall’ Schwester Clara — durch die Sorgesileiders um den Fortbestand seines Werkes — wie
oben bereits erwahnt — nun ebenfalls verunsicharardte sich an Sofja mit der Bitte um ein aufigbs
Urteil und erhielt diese Antwort (1887; Ubersetatvfranz. Original):

.FUr mich ist keine Sache der Welt sicherer als sdie die von Weierstrall gefundenen
mathematischen Wahrheiten werden anerkannt seiapnge es Uberhaupt Mathematiker auf der Erde
geben wird. Sein Name wird erst vergessen seim wem auch die Namen von Gauld und Abel vergessel

haben wird.“*°

Archive

ABBAW Archiv der Berlin-Brandenburgischen Akadendier Wissenschaften
IML Institut Mittag-Leffler, Djursholm (Schweden)

Anmerkungen

! (Weierstral und Kowalewskaja 1993); ausfiihrliohied auf den Briefentwurf eingegangen in (B6lling9B).

2 Am 19. November 1856 bestatigte Kénig Wilhelm tie Wahl der Berliner Akademie (vom 30. Oktober @ 88ie von mir
angegebene Datierung 11. November in (Bolling 2018 3) beruhte auf einem Versehen)) von Weiergtafd ordentlichen
Mitglied (Knobloch 2016, 125-126).

% (WeierstraR 1894 — 1927), Band 3, 335-336.

* (Biermann 1966, 207).

® (Lampe 1899, 31).

® (Neuenschwander 1981, 239).

" ABBAW, Nachlass Schwarz, Nr. 440.

8 (Bolling 1994, 67).

° (Dugac 1973, 57).

19(Abbe 1986 , Brief 41).

* Ebenda, Brief 44; Weierstral verwendet den Tersmjoamplexe Zahl“ auch in einem allgemeineren Smru Abschnitt 5,
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12 (Weierstral 1861).

13 (Weierstral 1886, 58).

% (WeierstraR 1874, 23).

!> Ependa, 24.

16 (WeierstraR 1878, 12).

7 (WeierstraR 1874, 34).

'8 Ebenda, 127.
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2 Weitere Einzelheiten finden sich in (Bélling 2010)

1 Beide vorstehenden Zitate sind enthommen ausi(§il997a, 55 — 56).

22 \Weierstral verwendet noch lange die auf Ch. Guadenpseinen Lehrer in Miinster, zuriickgehende Féerong
»convergenz in gleichem Grade". Erst Anfang der@&7Jahre scheint sich die Formulierung ,gleichrgéonvergenz*
durchzusetzen. Der Weierstraf3-Schiler H. A. Schwaraendet noch 1873 in einer Publikation die Bkzeichnung. In der
Hettnerschen Ausarbeitung (Weierstral3 1874) deeial3-Vorlesung vom SS 1874 findet man nur nechTeerminus
~gleichmaRige Konvergenz"“.

23 (Bélling 1994, 69); Ubersetzung (mit einer Andeghin

2 ABBAW, Nachlass Schwarz, Nr. 35.

% (WeierstraR 1874, 265).

% (WeierstraRl 1878, xxi).

2" ABBAW, Nachlass Schwarz, Nr. 30.

8 Ebenda.

* Ebenda.

%0 ABBAW, Nachlass Schwarz, Nr. 35.
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%2 (WeierstraR 1894 — 1927, Band 2, 85).

% Ebenda, 91.

% (Bélling 2016b).

% (WeierstraR 1894 — 1927, Band 1, 223 — 226).

% (Kowalewskaja und Mittag-Leffler 1984).

37 (Suvakov und Dmitrasino#i2013).
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40 (Bolling 1997b (Zitat und Faksimile: S. 9)).
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